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Resumo

Em um problema de amostragem sem reposi¢ao com probabilidades desiguais de
selegao, Horvitz e Thompson (1952) propuseram um estimador nao viesado capaz de
estimar o total, a média de uma variavel de interesse ou o tamanho populacional.
Além dos estimadores pontuais, pode-se estimar intervalos de possiveis estimativas
do parametro estudado por meio de estimadores intervalares. Portanto, este traba-
lho visa apresentar uma revisao da metodologia utilizada para calcular os Intervalos
de Confianga (IC) baseados no estimador de Horvitz-Thompson. Verificou-se que o
intervalo de confianca cldssico, baseado na distribuicdo normal, é o mais utilizado
na literatura. Este IC necessita da variancia populacional para ser calculado, por
isso, utilizou-se também o IC baseado na distribuicao t-student, devido a variancia
ser estimada e comparou-se o desempenho de diferentes estimadores da variancia
apresentados na literatura com relacao ao tamanho amostral. Verificou-se que nem
sempre os IC baseados na distribuicao normal atingiram a cobertura nominal e que
os estimadores da variancia, que independem da probabilidade de selecao conjunta,
tiveram desempenho parecido ao estimador proposto por [Yates e Grundy| (1953)) e
Sen| (1953)), em populagoes pequenas.

Palavras Chave: Amostragem, Estimador de Horvitz-Thompson, Intervalo de

Confianca, Variancia, Probabilidades desiquais de selecao, Captura-Recaptura.



Abstract

In a problem of sampling without replacement with unequal probability of selec-
tion, [Horvitz e Thompson| (1952)) have given an estimator without bias capable of
estimates the total, the mean of a variable or the population size. Besides the point
estimators, it is possible to estimate the ranges of possibles estimates of the parameter
analyzed, by the intervals estimators. Therefore, this research has the main purpose
to show an overview about the methodologies used to compute the confidence interval
based on the Horviz-Thompson estimator. It was found that the classic confidence
interval, based on the normal distribution, it is the most used in the literature. This
interval needs that the population variance must be calculated, that is why, it was also
used the confidence interval based on the t-student distribution, because the variance
is estimated and then it was compared the performance of the different estimators of
variance showed in the literature with relation to the sample size. It was concluded
that not always the confidence interval based on the normal distribution reached the
nominal cover and that the estimators of variance that are independent of the joint
probability of selection had similar performance to the estimator given by |Yates e
Grundy| (1953) and [Sen| (1953)) in small populations.

key words: sampling, Horvitz-Thompson estimator, Confidence bands, unequal

probability sampling, Capture-Recapture.



Introducao

Nem sempre é possivel pesquisar todos os elementos da populacao quando se deseja
obter informacoes populacionais. Uma solucao passivel de utilizagao é selecionar uma
parte dos elementos da populacao (amostras) e basear-se no resultado dessas amostras
para fazer inferéncias com base nas informacoes levantadas.

Quando se coletam amostras de uma populacao, o elemento pesquisado pode re-
tornar ou nao para a populacao. Se o elemento retorna, ha a chance de ser selecionado
novamente e a probabilidade de selecionar qualquer elemento posteriormente nao é
alterada, o que facilita os calculos dos estimadores populacionais.

Entretanto, para o caso da amostragem sem reposi¢ao, as probabilidades de seleci-
onar os elementos sao alteradas a cada retirada, o que dificulta um pouco os célculos,
porém a variancia do estimador do parametro é sempre menor do que no caso com
reposigao (Cochran, (1977)).

Outra variagao na metodologia de amostragem é que a probabilidade de selegao
dos elementos da populacao pode ser igual ou desigual. Sabe-se que o uso de pro-
babilidades desiguais na selecao da amostra pode trazer redugoes consideraveis na
variancia do estimador do parametro comparado a amostragem com probabilidades
iguais de sele¢ao (Rao, [1963)).

A partir das informagoes levantadas na amostra, os parametros populacionais de
interesse podem ser estimados por um tnico valor (estimativas pontuais) ou podem
ser estimados por um intervalo de valores (estimativas intervalares).

Existem diversos estimadores pontuais na literatura, estimadores do tipo razao,
regressao, estimador de Hajek! (1964), entre outros.

Um exemplo de estimador que produz estimativas pontuais para a média, para

o total ou para o tamanho populacional, é conhecido como estimador de Horvitz-



Thompson (HT).

Suponha que o universo (U) seja formado por N elementos (1,2, ..., N). |Horvitz e
Thompson| (1952)) propuseram o estimador para o total populacional (7 = >, ., ¥;) de
uma varidvel de interesse Y, para amostras (s) com n unidades amostrais, selecionadas

sem reposicao com probabilidades desiguais de sele¢ao, dado por:

3 Z Yi
— T
sendo que y; representa a medida da variavel de interesse do i-ésimo elemento e m; é
a probabilidade de inclusao do i-ésimo elemento na amostra.
Considere por exemplo uma populacao formada por trés domicilios em que estao

sendo observadas as varidveis renda bruta familiar mensal (em saldrios minimos) e o

nimero de trabalhadores em cada domicilio (Tabela .

Tabela 1: Populagao de trés domicilios

Variavel Valor

Domicilio ABC

Renda 12 30 18
Ne¢ Trabalhadores 132
Proporcao do N° de Trabalhadores %%%

Com o intuito de estimar a renda total dos domicilios, selecionaram-se aleato-
riamente duas unidades sem reposicao de acordo com a variavel suplementar pro-
por¢ao do numero de trabalhadores no domicilio. Portanto, as amostras possiveis
de serem geradas sao S = {AB, AC, BA, BC,CA,CB}. Desse modo, a P(AB) =
P(A no 1° sorteio) P(B no 2° sorteio |A no 1° sorteio) =
P(BA) = 31
de Yyr (Tabela e a tabela das probabilidades de selegdo dos domicilios (Tabela 3).

%% = %, que ¢é diferente de

= %. Sendo assim é possivel construir a tabela da distribuicao amostral
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Tabela 2: Distribuicao amostral de YHT

5 AB AC BA BC CA CB

P(s) & & @ & @ 6
54 1 1 1 0 1 0
55 1 0 1 1 0 1
s¢ 0 1 0 1 1 1

g 21 15 21 24 15 24
YVir 64,1 53,4 64,1 59,8 53,4 59,8

Tabela 3: Probabilidades de sele¢ao conjunta

Domicilios | A B C T
A 0 027 0,15 0,42
B 0,27 0 0,58 0,85
C 0,15 0,58 0 |0,73
™ 0,42 0,85 0,73 | 2

E possivel verificar que a esperanca do estimador de HT ¢ igual ao total popu-
lacional, neste caso, igual a 7 = )., y; = 60. No exemplo apresentado, percebe-se
que a probabilidade de selecionar o domicilio 7, i = A, B, C, na primeira retirada é a
proporcao de trabalhadores em cada domicilio.

Horvitz e Thompson| (1952) apresentaram o estimador para o total populacional,
sua variancia e o estimador desta variancia, mas nao fizeram mencao ao Intervalo de
Confianga (IC) para o total populacional.

Autores como Overton| (1985), Yip et al. (1999), [Stehman e Overton| (1987) e
Yip et al.| (2001) basearam-se na distribuicao assintética do estimador de Horvitz-

Thompson para construir intervalos de confianca da forma

Yar + Za/2\/§7 (2)

em que z,/2 ¢ o quantil da distribuicao normal a um nivel de confianca de 1 — a,

Yur é a forma genérica para o estimador de Horvitz-Thompson para um parametro
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populacional e V é a forma genérica para a variancia estimada do estimador de
Horvitz-Thompson.

Desse modo, para a construgao deste intervalo de confianca necessita-se do estima-
dor da variancia de HT. Os dois estimadores da variancia de HT mais conhecidos sao:
o estimador proposto por Horvitz e Thompson| (1952) e o estimador proposto por |Ya-
tes e Grundy| (1953)) e Sen| (1953)). Porém, o uso destes estimadores para amostragens
complexas, tal como amostragem com probabilidades desiguais de selecao, é com-
plicado, pois esses estimadores abarcam em sua férmula a probabilidade de selecao
conjunta dos elementos i e j (m;;). Para o célculo de 7;; é necessério o conhecimento de
todas as probabilidades dos pares de unidades serem incluidas na amostra, o que gera
enorme esforco computacional em algumas situagoes. Um caminho para contornar
este problema, ¢é a utilizacao de aproximacoes para a probabilidade de selegao con-
junta e posteriormente estimacao da variancia utilizando os estimadores supracitados.
Outra alternativa consiste em utilizar estimadores da variancia que nao necessitem
da probabilidade conjunta de sele¢ao para serem calculados |Deville (1999)); Brewer e
Donadio (2003); Héjek (1964).

Portanto, este trabalho tem por objetivo primeiramente fazer uma revisao dos in-
tervalos de confianca baseados no estimador de Horvitz-Thompson. Posteriormente,
serao investigadas as coberturas dos intervalos de confianca baseados na distribuicao
assintotica do estimador de Horvitz-Thompson (distribui¢ao normal) e na distribuicao
t-student, a medida que o tamanho amostral aumenta. Serao verificados também o
comportamento dos diferentes estimadores da variancia, que dependem ou nao da
probabilidade de sele¢ao conjunta, nas simulacoes do trabalho para pequenas amos-
tras.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: O Capitulo 1 apresenta o
estimador de Horvitz-Thompson, o calculo exato e aproximado das probabilidade de
selecao, diferentes estimadores da variancia. O Capitulo 2 faz uma revisao dos inter-
valos de confianca utilizados para o parametro estimado pelo estimador de Horvitz-
Thompson. O Capitulo 3 apresenta a metodologia do trabalho e o Capitulo 4 descreve
os resultados das simulagoes realizadas. Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusoes,

limitagoes do trabalho e recomendacgoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Estimador de Horvitz-Thompson

Em um problema de amostragem aleatoria sem reposicao com probabilidades de-
siguais de selecao, Horvitz e Thompson (1952)) propuseram uma teoria geral para
estimar o total populacional e a média de uma variavel de interesse. Sendo assim, o

presente Capitulo tem por desiderato apresentar os conceitos do estimador de HT.

1.1 O Estimador de Horvitz-Thompson

Horvitz e Thompson| (1952)) demonstraram uma teoria geral para estimar o total
populacional a partir de planos amostrais sem reposi¢ao, com probabilidade desigual
de selegao. Sendo assim, seja o universo (U) formado por N elementos (1,2, ..., N)
de onde se retira uma amostra (s), de tamanho n, sem reposi¢ao. O estimador linear
nao viesado do total populacional (7 = >, %), de uma caracteristica ¥ proposto

por |Horvitz e Thompson| (1952) é dado por

1 , se o elemento i estd incluido na amostra
em que [; =
0 , se o elemento 7 nao esta incluido na amostra

¢é a variavel aleatoria que especifica se o elemento 7 estd ou nao incluido na amostra,
e y; representa a medida da varidvel de interesse do i-ésimo elemento.
O estimador de HT podera ser aplicado, por exemplo, para obter a renda total de

uma populacao ou o peso total de animais em determinado local. Outro parametro
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de singular interesse nos estudos em geral é a média. Quando se divide a Equacao

(1.1) por N, tem-se a equagao do estimador de HT para a média

Yi
—_— Z & (1.2)

i€ES
em que fiyr permite estimar a renda média de uma populacao, o peso médio de
animais ou a média de filhos das mulheres brasileiras.
Nas Equagoes e a probabilidade de inclusao na amostra do i-ésimo
elemento é representada por 7;, em que 0 < m; < 1 (Horvitz e Thompson, |1952).
Seja s uma amostra de tamanho n extraida da populacao U com probabilidade
p(s), entdo a probabilidade de inclusdo da unidade i na amostra é dada por (Fuller,

2009)

= 3" ps), (1.3)

S1ES

e a probabilidade de inclusao conjunta das unidades i e j na amostra é dada por

mi= Y ps). (1.4)

s:(,5)E€s
Erdos e Rényi (1959) e |[Hajek| (1964) provaram que o estimador de Horvitz-
Thompson é assintoticamente Gaussiano para amostragem aleatéria simples sem re-
posigao, de acordo com |Cardot e Josserand, (2011). Esta prova assintética é utilizada
por diversos autores (Cardot e Josserand, [2011; |Cardot et al., [2013; Berger e Tor-
res, 2012)) para construir intervalos de confianga baseados no estimador de Horvitz-

Thompson.

1.2 Variancia do Estimador de Horvitz-Thompson

Horvitz e Thompson| (1952) apresentaram o estimador do total populacional jun-

tamente com a variancia deste estimador dada por:

N
V(Vir) = Zl 17“ 2+Zlgﬂ” ULLEFY (1.5)
i=1 j#i

Para amostras de tamanho fixo, a variancia também pode ser expressa por |Yates
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e Grundy (1953); Sen| (1953))

2
YHT Z Z T — 7Tz] (& - 7yr_j) : (16)
U J

=1 j#i
As expressoes sao algebricamente idénticas, mas quando 7; ou 7;; sao desiguais,
substituindo as quantidades amostrais nas expressoes da variancia e , elas
conduzem a diferentes estimadores da variancia 2010). Tem-se que m;; ¢
a probabilidade de selecao conjunta dos elementos 7 e 7, em que Zf\il =N e
Zf\; ;mij = (n — 1)m; e a probabilidade de selegio pode ser obtida a partir de uma
variavel auxiliar.

(Horvitz e Thompson, 1952). O estimador da variancia da forma ([1.5)), sugerido

por Horvitz e Thompson| (1952) é dado por

V(Yur) = Z m y? + Z Z iy '?TNTJ 7yrz 73Jrj (1.7)

i€s 1€ES JES;jF1

Trabalhando com a segunda expressao da variancia (|1.6]), sugerida por

\Grundy| (1953)) e |Sen| (1953)), o estimador da variancia é obtido a partir da equagao

2
7T27Tj 7sz Yi Yj
V) =33 Y (L-2), (13

1€5 jEs;jFEL Tij
em que 7;; > 0 para todas as unidades da amostra.

Apesar de ambos os estimadores, e , serem nao viesados, eles sao dificeis
de serem utilizados na pratica, pois para que seu calculo seja realizado, necessita-se
que a probabilidade de selecao conjunta seja conhecida. FEste é um desafio para
muitos estudos, especialmente para grandes tamanhos amostrais. Além do problema
relatado, em algumas situagoes, esses estimadores ainda apresentam a desvantagem
de produzir estimativas negativas para a variancia .

Uma alternativa, sugerida por (1953), para estimar a variancia do esti-
mador de HT e contornar as dificuldades dos estimadores e , é supor que
os elementos da amostra foram selecionados com reposicao, e utilizar o estimador da

variancia com reposicao dado por:
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. 2
A n Yi Yur

Vp = e 1.9
b n—lz<m n) (1.9)

1€S

Esse estimador é sempre nao negativo, e a probabilidade conjunta nao neces-
sita ser conhecida para que seu calculo seja efetuado. No caso em que a amostragem
sem reposi¢ao é mais eficiente do que a amostragem com reposicao, espera-se que o
estimador da variancia no caso com reposicao superestime a variancia. Porém,
espera-se que o viés deste estimador seja pequeno se a fragao § for pequena (Lohr,
2010).

Raol| (1963) utilizando uma aproximagao assintética, derivou uma expressao para
o estimador da variancia de Horvitz-Thompson independente de 7;; . Para amostras

Ty

sem reposicao e quando m; = np; em que p; = s © sob a restricao de que x; <
€U
>

: Xq . . . . . , . ~
=el— sendo r; uma medida relacionada ao individuo i, a férmula de aproximagao

da probabilidade de sele¢do conjunta da ordem de N=3 (O(N73)) é

mij = n(n — Dpip; + n(n — 1)(0p; + pip}) —n(n — Dpip; Y p;. (1.10)

teU
Substituindo a aproximacao de 7;; na equacao de Yates e Grundy| (1953) e Sen
(1953) ([1.8) retendo todos os termos para O(N'), tem-se o estimador de Rao para a

variancia de Horvitz-Thompson [[]

N 2
s 1 1 Yi Y
Vr = 1—(m+m)+=) 72| [Z -2 ) . 1.11
e 3 et 3 (2-4)
1€5;1<J t=1

Existem outras alternativas para o estimador da variancia que nao necessitam da
probabilidade conjunta para serem calculados como apresentado em Brewer e Donadio
(2003). Uma dessas alternativas, para amostras de tamanho fixo, foi proposta por

Héjek| (1964)

Viras = — - Y (1-m) (i— - A)Q, (1.12)

e outra por Deville (1999), que apresentou uma modificagdo do estimador (|1.12)

10 somatério de m; ndo aparece na Equacdo (23) do artigo de [Rao| (1963) que trata de uma
amostra de n elementos, mas aparece na Equagdo (17) que trata de uma amostra de 2 elementos.
Por isso se acredita que houve um esquecimento deste somatdério por parte do autor.
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proposto por (1964))

Vopy = # S -m) (i— _ )2, (1.13)

ies i i€s

emque A=3,  a;*ea;=(1-m)/> ;. (1—m)paraas formulas (1.12) e (1.13).

Outra opgao para amostras de tamanho fixo, do estimador da variancia de Horvitz-

Thompson, foi proposta por Brewer e Donadio| (2003). Suponha que existam constan-

tes ¢; em que m;; & wiwj@ em que existem trés diferentes escolhas para o calculo
de ¢;

—1

(=P (1.14)
(n — 7Tl')

-1

6= — 1) -, (1.15)
n=u2eu™

-1

¢ = (n—1) : (1.16)

<” —2mi+ 5 Y jew 792)

em que a terceira forma de calcular ¢; é baseada na expressao assintdtica para ;;

obtida por Hartley e Rao| (1962).

Assim, o estimador da variancia é dado por:

~ 2
- 1 i Y
V=) (c_ B 7%') <7yr_ a %) ' (117)

1€S8
As diferentes formas de estimar a variancia do estimador de Horvitz-Thompson,

(11.7), (1.8), (1.9), (1.12)), (1.13)) e (1.17)), também serao alvo de estudo neste trabalho.
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Capitulo 2

Intervalo de Confianca

A area de amostragem procura obter informacoes populacionais baseadas em re-
sultados de amostras. Para isso, os parametros populacionais desconhecidos, como
média, total de uma variavel de interesse e tamanho populacional, sao estimados por
estimadores pontuais ou intervalares, calculados a partir de informacgoes da amostra.

Os estimadores pontuais tém por resultado um tnico valor como estimativa. J&
os estimadores intervalares tém por resultado do processo de estimacao, intervalos de
possiveis valores do parametro estudado. A estimacao intervalar possui o diferencial
de possibilitar o dimensionamento da magnitude do erro que se comete na estimacao
do parametro de interesse.

Um exemplo de estimador pontual presente na literatura, e que é foco deste traba-
lho, é o estimador de Horvitz-Thompson (apresentado na Segao . Com o intuito
de estudar os estimadores intervalares baseados no estimador de HT, apresentados na
literatura, fez-se uma revisao dos intervalos de confianca para os parametros, total,

média e tamanho populacional, baseados no estimador de HT.

2.1 Intervalo de Confianca

O estimador de Horvitz-Thompson, apresentado no Capitulo |1, é um exemplo de
estimador pontual, ou seja, fornece um tnico valor numérico como estimativa para
o total populacional de uma variavel de interesse. Em algumas situacoes pode ser

apresentada uma estimativa intervalar para o parametro de interesse.
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Definicao (Mood et al. (1974))): Uma estimacao intervalar do verdadeiro valor
do parametro 6 é qualquer par de fungoes, L(x1, ..., x,) e U(z1, ...x,), de uma amostra
que satisfaga L(x) < U(x) para todo x € X, em que x = (21,...,%,). Se X =x é
observado, a inferéncia L(x) < 6 < U(x) é obtida. O intervalo aleatério [L(X), U(X)]
é chamado de estimador intervalar.

Destaca-se que estimadores intervalares junto com uma medida de confianca sao

por vezes conhecidos como intervalos de confianca do tipo
P(L(xy,..xy) <0 <U(xy,....,20,)) =1 — a, (2.1)

em que 1 — a é chamado de coeficiente de confianga.

Uma interpretagao para intervalo de confianca de acordo com [Magalhaes e Lima
(2013)) é: se obtivermos varias amostras de mesmo tamanho e, para cada uma delas,
calcularmos os correspondentes intervalos de confianca com coeficiente de confianca
1 — a, esperamos que a proporcao de intervalos que contenham o valor de 6 seja igual

al—oa.

2.2 Intervalos de confianca baseados no estimador
de Horvitz-Thompson

Stehman e Overton (1987) compararam o desempenho de dois estimadores da
variancia de Horvitz-Thompson (estimador proposto por Horvitz e Thompson| (1952)
e o estimador proposto por |Yates e Grundy| (1953)) e Sen (1953) (1.8)), para
situacoes de amostragem aleatoria sistematica, com probabilidades desiguais e tama-
nho amostral fixo (n). Como visto na Secao [1.2 ambos os estimadores necessitam
da probabilidade de selecao conjunta, ocasionando um enorme esforgo computacional
para serem calculados. Por este motivo o artigo de [Stehman e Overton| (1987)) testou

duas férmulas de aproximacao de m;; no calculo dos estimadores (1.7)) e (L.8)):

° V,Q,T = estimador da variancia, proposto por Horvitz-Thompson (|1.7)) , calculado
utilizando 7J);

° \A/SQYG = estimador da variancia, proposto por Yates-Grundy e Sen ([1.8)) , cal-
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culado utilizando W?j;

e V. = estimador da variancia, proposto por Horvitz-Thompson ((1.7)) , calculado

utilizando Wf‘j’";

° \A/S’I}CG = estimador da variancia, proposto por Yates-Grundy e Sen ([1.8)) , cal-

culado utilizando ijr.

em que a féormula para aproximacao da probabilidade de selecao conjunta, proposta
por |Overton (1985) é
0 (Tl — 1)7Ti7Tj 2(n — 1)7TZ'7Tj

R = 2.2
iy n — 3(m + m;) 2n — mm; (22)

e a outra férmula aproximada da probabilidade de selecao conjunta é a formula trun-

cada de |Hartley e Rao (1962)

ﬂ,hr - (TL - 1)7Ti7rj

g N =21
k
[”_7@'_771‘"‘21@:17

(2.3)

As amostras foram selecionadas de tal modo que a probabilidade de selecao da

Ty

Yiev Ti’
Com o objetivo de verificar as propriedades dos estimadores da variancia (V3,,

unidade i é proporcional a xz;, sendo m; = n

"0 “rhr Crhr .- . . . ~ .

Viveas Vi € Vv ), os autores utilizaram dois conjuntos de simulagoes. Para o pri-
meiro conjunto de simulagao, denominado de Grupo 1 (Tabela , eles examinaram
dois conjuntos de dados (stream survey) e mais dois conjuntos de dados apresentados

na literatura.
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Tabela 2.1: Populacoes do Grupo 1

Populacato N cv(z) cv(y) plz,y) cv(y/x)
Sales ' 327 120 1,19 099 0,14
Paddy > 108 0,69 0,78 0,79 0,39

Stream1® 100 0,92 0,72 0,86 0,71
Stream2 ® 100 0,66 0,52 0,81 0,41

UlCumberland e Royall (1981), z = vendas brutas da em-
presa em 1974, y = vendas em 1975.

2 Murthy| (1967), x = drea geogréfica, y = 4rea sob as nu-
vens no inverno.

3 2 = 4rea da bacia direta, y = comprimento do alcance.

Para o segundo conjunto de simulages, denominado de Grupo 2 (Tabela ,
os autores geraram, a partir da estrutra dos dados Streaml1, dados simulados com
N = 72, em que B sao chamadas populacgoes limites e I populagoes interiores. As
populagoes limites tem um alto coeficiente de variacao cv(?) e as populagoes interiores

tem um baixo cv(¥).

Tabela 2.2: Coeficiente de variacao (cv(y/x) ) das populagoes do Grupo 2

Populagao  p(z,y) = 0,53  p(z,y) =0,82 p(z,y) = 0,99

B 0,88 0,80 0,49
jz3 1,11 0,59 0,12
B 0,61 0,56 0,44
L 0,07 0,05 0,01
I 0,11 0,08 0,05
I 0,13 0,08 0,02
I 0,12 0,09 0,05

Fonte: [Stehman e Overton| (1987)

Na Tabela [2.2] p(z,y) é o coeficiente de correlagao linear de Pearson entre as
variaveis z e y.

Um dos critérios considerados, para comparacao dos estimadores da variancia foi

21



a cobertura dos intervalos de confianca baseados em cada estimador da variancia, em

que os intervalos sao baseados na distribui¢ao normal

}A/ + Za/gﬁ, (24)

sendo z,/2 0 quantil da distribui¢ao normal padrao a um nivel de 95% de confianca e
V' é uma forma genérica para qualquer um dos estimadores da variancia (V3 ngc,
Vir e V). Os resultados da cobertura dos IC alcancados para o Grupo 1 sio

apresentados na Tabela [2.3]

Tabela 2.3: Cobertura dos intervalo de confianga (95%), (n = 16) - Grupo 1

Populagao VI(}T VSQYG Vf};TT VQ;G
Sales 63 94 95 94
Paddy 92 93 94 93
Stream1 87 88 89 88
Stream?2 87 87 89 87

Fonte: [Stehman e Overton| (1987))

Os resultados da cobertura dos IC alcancados para o Grupo 2 sao apresentados

nas Tabelas 2.4 e 2.5 .

Tabela 2.4: Cobertura dos intervalo de confianca (95%), (n = 16) para o Grupo 2 -
Utilizando /"

p=0,53 p=0,82 p=0,99
Vi Vive Vi Ve Vi Vi
By 87 85 87 85 90 &9
By 90 90 92 93 59 93
Bs 93 93 93 93 93 93
I 76 93 62 94 49 93
I, 84 94 75 94 63 93
I3 86 93 69 93 52 93
1, 88 93 82 93 70 93

Pop.

Fonte: [Stehman e Overton| (1987)
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Tabela 2.5: Cobertura dos intervalo de confianca (95%), (n = 16) para o Grupo 2 -

Utilizando 77%

p=0,53 p=0,82 p=0,99
VJPIT ngc VlgT VS?YG VIgT ngc
B, 88 84 89 84 92 89
By 91 89 93 92 92 93
By 93 93 92 93 93 93
L 95 93 95 94 93 93
Iy 96 93 97 94 98 93
I3 95 93 95 93 92 93
1y 93 93 91 93 88 93

Pop.

Fonte: [Stehman e Overton| (1987)

Percebe-se que os IC baseados na distribuicao normal, nao atingem sempre a
cobertura nominal esperada de 95%. Em alguns situacoes os intervalos de confianca
nao atingem sequer 80% de cobertura.

Sarndal et al.| (1992)) comparando o desempenho de diferentes estimadores da
média populacional, realizaram simulagoes com a base de dados MU281, em que a
variavel de interesse y era a receita municipal recebida em 1985 e as variaveis auxiliares
1 0 numero de assentos do partido conservador no conselho municipal e 5 0 niimero
de assentos do partido social-democrata no conselho municipal. Os estimadores da

média comparados foram:

e O estimador de Horvitz-Thompson (1.2);

: : sV DicsYi .
O estimador do tipo razao, Yea1 = > ;o TUSE

O estimador do tipo razao, Yye2 = Doy Toi %"Esf;;
i€s ?

O estimador do tipo regressao f/,,gl = N[, + Bi(Z1y — 714)]; ©

O estimador do tipo regressao }A/rgl = Nly, + EQ(EQU — Ty

Os autores calcularam o IC para a média baseado na distribuicao normal,
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V£ 2oV, (2.5)

sendo z,/2 0 quantil da distribui¢do normal padrao a um nivel de 95% de confianca e
Y uma forma genérica para qualquer um dos estimadores da média e V o estimador
da variancia. Os IC baseados na normal ficaram abaixo da cobertura nominal espe-
rada, sendo assim, os autores verificaram que obtiveram um ganho na cobertura dos

intervalos quando utilizaram o IC baseado na distribuicao t-student,

A

Y + t(n,l),lfa/g\/?, (2.6)

em que t(,—1)1-a/2 ¢ 0 quantil da distribuicao t-student com n — 1 graus de liberdade
a um nivel de 95% de confianga.

Seguindo o trabalho de [Sarndal et al.| (1992), Matei e Till¢ (2005) utilizaram a
cobertura dos intervalos de confianga baseado na distribuigao t-student como uma
das medidas para avaliar o desempenho de vinte estimadores da variancia, inclusive
dos mencionados no Capitulo [I] em amostragem com méaxima entropia com proba-
bilidades desiguais e amostras fixas. Os autores fizeram simulagoes com trés grandes
populagoes e obtiveram o resultado empirico de que o conhecimento da probabilidade
de selecao conjunta nao é necessario a fim de obter estimativas precisas da variancia.
Os IC baseados na distribuigao t-student atingiram a cobertura nominal em quase
todas as simulacoes de Matei e Till¢ (2005)).

Cardot e Josserand| (2011)), motivados pelo problema de estimar a curva média
(un(t)) de consumo de energia elétrica de um grande nimero de consumidores em
um intervalo fixo de tempo, propuseram o estimador de Horvitz-Thompson para a
curva média baseado em observagoes discretas.

Tem-se que a curva média de consumo da populagao é dada por:

plt) =+ S V(D). € 0.7, (2.7)

icU

em que U é uma populacgao finita de tamanho N, sendo possivel associar uma funcao
tnica de consumo Y;(¢) a cada unidade ¢ da populagao, para t € [0, 7], com T < 0.

Para estimar a curva média de consumo de energia elétrica da populacao, |Cardot e
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Josserand, (2011)) definiram o estimador de Horvitz-Thompson para a curva média de

consumo baseado em observagoes discretas

() = = Y Y;(t),t € [0, 77. (2.8)

Como a fungao de consumo Y;(t) ndo é medida a cada instante ¢ em [0, 7] e sim em
alguns pontos discretos deste intervalo, para cada unidade ¢ da amostra s utilizou-se

uma interpolacao para estimar a curva de consumo em cada instante ¢

V(1) = Yty + Ylrn) = ilhe)

(t — tk),t € [tk, tk+1]. (29)
ler1 — tk

A

A funcdo de covariancia de fiy(t), denotada por ~y(s,t) = cov(fin(s), in(t)) é

estimada por

) 1 Yi(s) V() Ay
i€s j€s ¢ K

em que A;; = m;; — mm; se i # j e Ny = (1 —m;) para todo (s,t) € [0,T] x [0,T].

Com o desiderato de derivar intervalos de confianga para a curva média de con-
sumo, os autores consideraram a estrutura de superpopulagoes, que pode ser encon-
trada com mais detalhes em |[Isaki e Fuller (1982) e |Fuller| (2009)), em que se tem
uma sequéncia crescente de populacoes U com tamanho N tendendo a infinito e uma
sequéncia de amostras s de tamanho fixo n retiradas de U. Sob o ponto de vista
assintotico foram construidos intervalos de confianca para a curva média de consumo,

da forma

P ~1—« (2.11)

filt) = vto)] < (20n () w,w)m el

com nivel de confianca de 1 — «.

Cardot et al| (2013), ainda trabalhando no problema de estimar a curva média de
consumo baseado em observacgoes discretas , ao invés de utilizar uma interpolacao
para estimar a trajetoria para cada instante ¢, como feito anteriormente, propuseram
suavizar as trajetorias com polinomios locais e, em seguida, estimar a curva média

de consumo com um estimador do tipo Horvitz-Thompson (2.8)). Sendo assim, para
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todas as unidades i € s, eles obtiveram

em que as curvas foram medidas em pontos discretos 0 = t; <ty < ... <ty =T sendo
1 <k < d, em que d é a quantidade de pontos de medicao da curva de consumo e €;
sao erros aleatérios. |Cardot et al.| (2013)) utilizaram uma suavizagao linear na curva

de consumo baseada em dados discretos,
) d
Vit) = 3 Wil X (2.13)
i=1

em que Wy(t) é a fungao peso, expressa por

(g — (1/dh)[ga(t) — (tx — )qu (£)]M <(tk}:t)> »
K(t) = @ (t)qo(t) — ¢3(t) ) (2.14)

e M é uma funcao kernel nao negativa, h > 0 é a largura da banda ou bandwidth, e

d
1 ty —t
a(r) = - > (i —t)'M ( kh > 1=0,1,2. (2.15)
J=1

Sob a mesma estrutura de superpopulagao utilizada em Cardot e Josserand| (2011]),
os autores propuseram o intervalo de confianca assintético para a curva média de

consumo (ux(t)) dado por:

{ [ﬂN(t) + c%] e [O,T]} (2.16)

em que ¢ é uma constante que aproximadamente satisfaz

P(|G#)] < c/v(t, 1), vt € [0,T]) =1 —a (2.17)

Tem-se que G(t) é um processo gaussiano com média zero e funcdo covariancia
v(t,t). A constante ¢ pode ser obtida por um método de simulac¢ao, em que para todo

¢ > 0 a medida que N — oo, P(|Gn(t)| < ex/An(t,1),Vt € [0,T]|3x) converge em
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probabilidade para P(|G(t)| < ex/~(t,t),¥t € [0,T]). Sendo Gy(t) uma sequéncia
de processos gaussianos para cada N, com média zero e covariancia 4y definida em

(2.10). A constante ¢ é obtida como sendo o quantil de ordem (1 — «) da distribuicao

P (|C:N(t)| < v/ yw(t t), vt € [O,T]WN) =1—« (2.18)

Berger e Torres (2012)) propuseram uma nova abordagem de verossimilhanga empirica
que pode ser usada para construir intervalos de confianca sob amostragem, sem re-
posicao, com probabilidades desiguais de selecao. Suponha uma populagao finita U
formada por N unidades, com N nao necessariamente conhecido. Suponha que o

parametro de interesse 6y é a solucao da equacao:
G(6) =0, com G(6) = Y _ gi(0), (2.19)
iU

em que g;(f) é uma fungao de 0 e das caracteristicas da unidade i. Deseja-se esti-
mar # a partir de uma amostra s de tamanho fixo n selecionada sem reposicao, em
um unico estdgio com probabilidade desigual de selecao. O estimador de maxima

verossimilhanca empirica 6 de 6y é a solucao da equacao

G(0) =0, com G(0) =Y 1nigi(0), (2.20)

1€S

em que m; sao os valores que maximizam o logaritmo da funcao de maxima verossi-

l(m) = log (H?l <ELZ—7ZZW)> (2.21)

sendo m; = NP, a unidade de massa da unidade ¢ da populacao e P; a massa de

milhanca

probabilidade da unidade i. Quando m; = m; * e ¢;(0) = y; — n~'0m;, o estimador
de méxima verossimilhanca empirica 6 ¢ o estimador de Horvitz-Thompson ((1.1]) do
total, sendo y; o conjunto de valores da variavel de interesse relacionados ao individuo
7.

Para derivar intervalos de confianca baseados na abordagem de verossimilhanca
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empirica, os autores assumiram a seguinte suposicao

~

GOV (G(0)™V* = N(0,1). (2.22)

Sendo assim, a um nivel 1 — « de confianca, os IC para o parametro 0y sao da
forma

(min{0]7(0) < xi(e)}; maz{0]7(0) < xi(a)}] (2.23)

em que xi(a) é o quantil superior da distribui¢ao qui-quadrado com 1 grau de liber-
dade, #(6) = 2{l(h) — ((m*,0)} é a razdo de maxima verossimilhanca, uma funcio
convexa, nao simétrica, com o minimo quando 6 é o estimador de maxima verossi-
milhanca empirica, e I(m*, ) é o valor méximo do logaritmo da funcdo de maxima
verossimilhanca.

A fungao proposta por Berger e Torres (2012)) pode ser utilizada para construir
intervalos de confianga para parametros populacionais como média, coeficiente de
regressao, quantis e indicadores de pobreza. Berger e Torres (2014)) aplicaram a abor-
dagem da maxima verossimilhanca empirica para construir intervalos de confianca
para uma medida de pobreza. Para essa situacao especifica o estimador de maxima
verossimilhanga empirica reduziu-se ao estimador de Héjek| (1964]).

Berger e De La Riva Torres| (2016) extenderam o trabalho de Berger e Torres
(2012) para amostras complexas, gerando ainda um cédigo no software R para a

construgao dos intervalos (Berger} 2015)).
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Capitulo 3

Material e Métodos

Este capitulo tem por intuito apresentar os métodos e os bancos de dados que serao
utilizados neste trabalho para verificar o desempenho dos estimadores da variancia de
Horvitz-Thompson e comparar os intervalos de confianca para o total populacional

baseados no estimador de Horvitz-Thompson.

3.1 Material

Neste estudo serao utilizados dados de populagoes apresentados ao longo da lite-
ratura para as simulagoes do desempenho dos estimadores das variancias de Horvitz-
Thompson e para calcular a cobertura dos IC estudados neste trabalho. A Tabela
apresenta a descrigdo das populagdes que serdo utilizadas, em que C'V(z) e CV(y)
sao, respectivamente, os coeficientes de variacao das variaveis x e y, e p o coeficiente

de correlacao de Pearson entre x e y.
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Tabela 3.1: Descricao das populagoes

Pop. Fonte y X N CV(y) CV(z) »p
Quantidade Quantidade
1 Cochran (1963, pg 325) de pessoas de quartos 10 0,15 0,14 0,65
por bloco por bloco
Estimativa
Horvitz e Thompson Quantidade
2 da quantidade 20 0,44 0,40 0,87
(1952, pg 682 ) de familias
de familias
Sukhatme (1954, pg 279) Area plantada Quantidade de
( ) 20 0,63 0,50 0,59

Circulos 1 -20 de trigo aldeias

A justificativa para a utilizacao dessas populacoes se deve ao fato de que Brewer e
Donadio| (2003) utilizaram-as para verificar o desempenho dos estimadores da variancia
quando n = 2, entretanto, os autores nao contruiram IC para o total populacional uti-
lizando estes estimadores da variancia. Aém de verificar o desempenho da variancia
para n > 2 também serao construidos intervalos de confianga para o total populacio-

nal.

3.2 Métodos

Com o desiderato de comparar algumas metodologias de obtengao dos intervalos
de confianca estudados, serao realizadas simulagoes baseadas em 1.000 replicacoes
do procedimento amostral, em que serao calculadas as coberturas dos trés diferentes
intervalos de confianga para o total populacional, sendo que as unidades foram seleci-
onadas com probabilidades proporcionais a variavel auxiliar z;, essa metodologia de

sele¢@o foi mencionada por Yates e Grundy (1953)).

e IC baseado na distribuicao normal, YHT + 242 ﬁ , utilizados por trabalhos
estudados no Capitulo [2}

e IC baseado na distribuicao ¢t de Student , Yur £ to /2 ﬁ , devido ao fato de se

utilizar estimativas das variancias; e
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e Intervalo de confianca Bootstrap.

Primeiramente, decidiu-se conduzir alguns estudos empiricos com o intuito de
avaliar o desempenho dos estimadores da variancia apresentados no Capitulo[l} Serao
comparadas as probabilidades de selecao calculadas de forma exata e aproximada
no calculo do estimador da variancia . No caso exato, seja s uma amostra
de tamanho n da populagdo U com probabilidade p(s), entao a probabilidade de
inclusdo da unidade 7 na amostra é dada por m; = > .. p(s) e a probabilidade de
inclusdo conjunta das unidades ¢ e j na amostra é dada por m; = > _ ;. p(s).
Para o propédsito do estudo, a probabilidade de selecao conjunta (7;;) serd obtida

pela aproximacao ([1.10]) e a probabilidade de sele¢ao (m; ) é proporcional a z, onde,

o i PA . 2icu i
T =N sob a restrigao de que x; < =*€r—.
A Tabela[3.2| apresenta a nomeclatura dos estimadores da variancia utilizados nas

simulagoes deste trabalho.

Tabela 3.2: Nomeclatura dos estimadores da variancia

Nomeclatura do estimador Descricao

Estimador da variancia (1.17)

varBD1 com a constante ¢; calculada
pela equcao (|1.14))
Estimador da variancia (1.17)

varBD2 com a constante ¢; calculada

pela equgao (L.15)
Estimador da variancia (1.17)

varBD3 com a constante ¢; calculada

pela equcao (|1.16])

varD Estimador da variancia (|1.9))
varDEV Estimador da variancia
varHAJ Estimador da variancia
varR Estimador da variancia
varht Estimador da variancia (|1.7))
varsyg Estimador da variancia (|1.8])
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Os resultados expressos no Capitulo [4| foram obtidos por meio do software SAS

9.2 utilizando o algoritmo desenvolvido por Nascimento e Silva (2013).
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Capitulo 4

Resultados

Este capitulo apresenta os resultados das simulagoes dos estimadores da variancia
de Horvitz-Thompson e dos intervalos de confianca para o total populacional baseados
no estimador HT.

Niio foi calculada a cobertura do IC baseado no estimador Vi (L.7) devido a este

apresentar estimativas negativas.

4.1 Verificacao da qualidade da aproximacao da
probabilidade de inclusao

O célculo da probabilidade de selecao conjunta dos elementos i e j (m;;) necessita
do conhecimento de todas as probabilidades dos pares de unidades estarem incluidos
na amostra. Para amostras com probabilidades desiguais de selecao, que é o caso
das simulagoes deste Capitulo, o calculo destas probabilidades ocasiona um enorme
esforco computacional.

Primeiramente, procurou-se verificar o comportamento da férmula de aproximagao
do m;;. Desta forma, comparou-se a distribuicao das estimativas do estimador da
variancia quando calculado com as probabilidades de selecao exatas m;; =
Zs:@ Des p(s), e quando calculado a apartir da aproximacao , em todas as trés

populacoes estudadas.
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Figura 4.1: Boxplot das estimativas da variancia ((1.8)), utilizando o célculo exato ([1.4)
e a férmula (1.10)) - Populagao 1 (esquerda - n =2 , direita - n =3 )
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Figura 4.2: Boxplot das estimativas da variancia (|1.8]), utilizando o célculo exato ([1.4))
e a féormula (1.10]) - Populagao 1 (esquerda - n =4 , direita-n =15 )
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Figura 4.3: Boxplot das estimativas da variancia (|1.8]), utilizando o célculo exato ([1.4))
e a férmula (1.10) - Populagao 2 (esquerda - n =2, direita - n =3 )
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Figura 4.4: Boxplot das estimativas da variancia (|1.8]), utilizando o célculo exato ([1.4))
e a férmula (1.10]) - Populagao 2 (n=14)
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Figura 4.5: Boxplot das estimativas da variancia (|1.8]), utilizando o célculo exato (|1.4))
e a férmula (1.10)) - Populagao 3 (esquerda - n =2 , direita - n =3 )

125000006]

100000006]

750000001

Variancia

50000000]

250000007

1

aproximado exato

1

Tipo

Figura 4.6: Boxplot das estimativas da variancia (|1.8]), utilizando o célculo exato (|1.4))
e a férmula (1.10]) - Populagdo 3 (n=14)

Nas Figuras a [4.6] é possivel identificar que quando n = 2, em todas as
populacoes, a distribuicao das estimativas do estimador da variancia sao praticamente
iguais. FExiste uma maior diferenca quando n > 2, mesmo assim, a aproximacao
aparenta ser adequada. Quando se compara a distribuicao das estimativas, percebe-
se que a simetria e/ ou assimetria sao iguais em todas as Figuras, quando n > 2
a alteragao que se percebe é na amplitude das estimativas, que geralmente é menor

quando a variancia (|1.8]) é calculada utilizando a probabilidade de sele¢ao exata.
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Dessa forma, como a aproximagcao (1.8)) requer menos esfor¢o computacional e a
partir dos resultados mostrados acima, as proximas segoes utilizarao tal aproximacao

para o calculo das probabilidades de selecao.

4.2 Populacao 1

Primeiramente, procura-se comparar a distribuicao das estimativas dos diferentes

estimadores da variancia de Horvitz-Thompson. Destaca-se que nas Figuras [4.7 e

o verdadeiro valor da variancia do estimador de Horvitz-Thompson é representado

por uma linha horizontal nos graficos.
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Figura 4.7: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson - n = 2
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Figura 4.8: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson - n = 3
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Figura 4.9: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson - n =4
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Figura 4.10: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson - n = 5

As Figuras [4.7) 4.8 e apresentam a distribuigdo das estimativas da

variancia produzidas por cada um dos nove estimadores analisados. Primeiramente,
verifica-se que o estimador com menor amplitude interquartilica é Vi (1.11)), porém
percebe-se que este estimador subestima o verdadeiro valor da variancia do estimador
de HT (representado pela linha horizontal). Observa-se também que o estimador Var
apresenta a maior amplitude interquartilica e produz estimativas negativas da
variancia. Sendo assim, este estimador nao foi utilizado para construir os intervalos

de confianca apresentados posteriormente.

38



100
“hﬁ_\\\\ =
. 90] T
= ““x\
o e
3 T
T T
2 s80] \\
S -
o .
3 ~
R .
701 \\
-
T
60-I T T T T
2 3 4 5
Tamanho da Amostra
Tipo de Variancia — SYG D —RAO —HA] ——DEV BD1 ——-BD2 —BD3

Figura 4.11: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buicao t-student
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Figura 4.12: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buigao normal

As Figuras e apresentam, respectivamente, as coberturas dos IC base-
ados na distribuicao t-student e na distribuicao normal, a medida que o tamanho

amostral aumenta. Comparando as duas Figuras, é possivel verificar que a medida
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que o tamanho amostral aumenta as coberturas dos IC também aumentam, exceto as
coberturas dos IC baseados no estimador VR, o que pode ser explicado pois este esti-
mador subestima a variancia, como mostram as Figuras[4.7] [4.9/e[4.10, Percebe-se
ainda, que a cobertura dos IC baseados na distribui¢cao normal é bem menor do que
a cobertura dos IC baseados na distribuicao t-student, para todos os IC simulados.

Nos intervalos baseados na distribuicao t¢-student, as coberturas dos IC sao bem
parecidas, mantendo-se acima da cobertura nominal em quase todos os casos, exceto
no caso do IC baseado no estimador VR.

As coberturas dos intevalos baseados na distribuicao normal aumentam junto com
o tamanho amostral, para este caso, o IC que utiliza o estimador Vp tem cobertura
superior aos demais. Novamente, o IC baseado no estimador Vi diminue & medida
que o tamanho da amostra aumenta.

Deste modo, para a Populacao 1, quando se compara as coberturas dos IC dos
estimadores que independem da probabilidade de selecao conjunta e as coberturas
dos IC do estimador ngg, que depende da probabilidade conjunta de selecao, estas
coberturas tem desempenho parecido para todos os tamanhos amostrais simulados,
exceto o estimador de VR, que tem cobertura bem abaixo da cobertura nominal de
95% analisada.

Quanto a cobertura dos intervalos de confianca Bootstrap verificou-se que para
todos os tamanhos amostrais as coberturas foram superiores a 99,5%. Portanto,

resolveu-se avaliar a amplitude destes intervalos frente as amplitudes dos IC das

Figuras [{.11 e [4.12].
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Figura 4.13: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao t-student e
dos IC Bootstrap - n =3
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Figura 4.14: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao t-student e
dos IC Bootstrap - n = 4

A amplitude dos IC Bootstrap sao menores ou iguais as amplitudes dos IC base-
ados na distribuicao t-student. Portanto, os intervalos Bootstrap tém cobertura um

pouco maior e amplitude menor do que os IC t-student. Verifica-se também que os
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IC que utilizam o estimador Vo apresentaram amplitudes maiores do que todos os

outros intervalos comparados nas Figuras e|d. 14,
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Figura 4.15: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribui¢ao normal e dos
IC Bootstrap- n =3
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Figura 4.16: Distribuigdo das amplitudes dos IC baseados na distribuigao normal e dos

IC Bootstrap - n =4

A partir das Figuras e verifica-se que os IC Bootstrap tem desvio inter-
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quartilico da amplitude bem acima do que os IC baseados na distribuicao normal.
Porém, as coberturas dos IC Bootstrap sao superiores as coberturas dos demais 1C
baseados na distribuigao normal.

Sendo assim, os IC Bootstrap tém cobertura maior do que os IC baseados na
distribuicao normal e na t-student e tém desempenho melhor ou igual, quanto a
amplitude, quando comparados com os IC baseados na distribuicao t-student, porém
as amplitudes dos IC Bootstrap sao maiores do que as amplitudes dos IC baseados

na distribuicao normal.

4.3 Populacao 2

Na populacao 2, cujos parametros foram apresentados na Tabela |3.1, em que
deseja-se estimar o total de familias (y) e tem-se a varidvel auxiliar (z) estimativa da
quantidade de familias, as varidveis x e y apresentam uma forte correlagao positiva.

As Figuras[4.17], £.18 e[d. 19| apresentam a distribuicao das estimativas da variancia

de Horvitz-Thompson produzidas por cada um dos nove estimadores analisados.
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Figura 4.17: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 2)
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Figura 4.18: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 3)
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Figura 4.19: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 4)

Percebe-se que as amplitudes das estimativas produzidas pelos estimadores da
variancia tendem a diminuir & medida que o tamanho amostral aumenta, para to-
dos os estimadores estudados. O estimador que apresenta menor amplitude inter-

quartilica é Vg (1.11]), embora todos os estimadores apresentem semelhancas em suas
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distribuigoes, exceto o estimador Vyr (1.7) que assim como apresentado na litera-
tura, produz estimativas negativas da variancia. Por este motivo, nao se utilizou este

estimador para construir os intervalos de confianca apresentados posteriormente.
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Figura 4.20: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buicao t-student
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Figura 4.21: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buigao normal

As Figuras e apresentam, respectivamente, as coberturas dos IC baseados

na distribuicao t-student e na distribui¢ao normal, a medida que o tamanho amostral
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aumenta. Decidiu-se utilizar amostras de até 60% do tamanho populacional, como
feito na populacao 1. Comparando as duas Figuras, é possivel verificar que a medida
que o tamanho amostral aumenta, as coberturas dos IC também aumentam, exceto
as coberturas dos IC baseados no estimador V. Percebe-se ainda, que as coberturas
dos 1C baseados na distribui¢ao normal é menor do que as coberturas dos IC baseados
na distribuicao t¢-student, para todos os 1C simulados.

Quanto aos intervalos baseados na distribuicao t-student, percebe-se que até n = 5
todos os IC aumentam sua cobertura junto com o tamanho amostral. Entretanto, a
cobertura do IC que utiliza a estimativa da variancia calculada pelo estimador Vi
diminui a medida que o tamanho amostral aumenta. Quando n > 5 a cobertura
do IC que utiliza a estimativa da variancia do estimador VD, se mantém acima da
cobertura nominal, destacando-se dos demais intervalos de confianca. Quanto aos IC
baseados nos outros seis estimadores da Variéncia,VH AT, VD EV, ‘A/Bm, VBDQ, VBDg e
ngg, as coberturas desses IC se mantém parecidas, entre 90% e 95%.

Em relacao aos intervalos de confianca baseados na distribuicao normal, até n = 4
todos os IC aumentam sua cobertura e estao proximos entre si, exceto pelo estimador
Vi que comeca a se distanciar dos demais quando n = 3. Para n > 4 a cobertura
do IC que utiliza as estimativas do estimador Vi diminui & medida que o tamanho
amostral aumenta, sugerindo ineficiéncia deste estimador. Entretanto, a medida que
o tamanho amostral aumenta, a cobertura do IC baseado no estimador Vp aumenta
e se distancia dos demais IC, atingindo a cobertura nominal quando n = 8. As
coberturas dos demais IC baseados nos outros seis estimadores da variancia, Vira T
Voev, Vept, Vs, Veps € Veya, se mantém préximas, em torno de 85% a 90% e s6
atingem a cobertura esperada, 95%, quando n > 10.

Deste modo, quando se comparam as coberturas dos IC dos estimadores que in-
dependem da probabilidade de selecao conjunta e as coberturas dos IC do estimador,
Vv, que depende da probabilidade conjunta de selecao, estas coberturas tém desem-
penhos parecidos para todos os tamanhos amostrais simulados. Destaca-se apenas, a
cobertura dos IC do estimador de VR, que tém desempenho muito abaixo do esperado,
e a cobertura dos IC do estimador VD, que atinge cobertura superior aos demais IC.

Quanto a cobertura dos intervalos de confianca Bootstrap verificou-se que para

todos os tamanhos amostrais as coberturas foram superiores a 99,5%. Portanto,
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resolveu-se avaliar as amplitudes destes intervalos frente as amplitudes dos IC das

Figuras e
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Figura 4.22: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao ¢-student e
dos IC Bootstrap - n =3
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Figura 4.23: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao t-student e

dos IC Bootstrap - n =4

As amplitudes dos IC Bootstrap sao maiores do que as amplitudes dos IC baseados
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na distribuicao t-student. Portanto, os intervalos Bootstrap tém coberturas maiores

e amplitudes maiores do que os IC t-student.
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Figura 4.24: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribui¢ao normal e dos
IC Bootstrap- n =3
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Figura 4.25: Distribuigdo das amplitudes dos IC baseados na distribuigao normal e dos
IC Bootstrap - n =4

A partir das Figuras e verifica-se que os IC de Bootstrap tém amplitudes
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maiores do que os IC baseados na distribuicdo normal. Porém, as coberturas dos
IC Bootstrap sao superiores as coberturas dos demais IC baseados na distribuicao
normal.

Sendo assim, os IC Bootstrap apresentam coberturas maiores do que os IC basea-
dos nas distribuicoes normal e t-student, entretanto as amplitudes de seus intervalos

sao maiores do que as amplitudes dos demais IC.

4.4 Populacao 3

Na populacao estudada nesta secao, , cujos parametros foram apresentados na
Tabela [3.1], deseja-se estimar o total da drea de trigo plantada e a varidvel auxiliar
nesta populacao é a quantidade de aldeias. As varidveis apresentam uma correlagao

positiva moderada.

As Figuras[4.26] [4.27) e [4.28) apresentam a distribui¢ao das estimativas da variancia

de Horvitz-Thompson produzidas por cada um dos nove estimadores analisados.
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Figura 4.26: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 2)
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Figura 4.27: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 3)
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Figura 4.28: Boxplot das estimativas da variancia de Horvitz-Thompson (n = 4)

Quanto as amplitudes destas estimativas, percebe-se que elas tendem a diminuir a
medida que o tamanho amostral aumenta, para todos os estimadores estudados. Em-
bora todos os estimadores apresentem semelhancas em suas distribuicoes de estimati-

vas, o estimador Vg (1.7), assim como apresentado na literatura, produz estimativas
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negativas da variancia. Novamente, nao se utilizou este estimador na construgao dos

intervalos de confianca apresentados posteriormente.
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Figura 4.29: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buicao t-student
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Figura 4.30: Cobertura dos IC de 95% para o total populacional, baseados na distri-
buicao normal

As Figuras e apresentam, respectivamente, as coberturas dos IC baseados
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na distribuicao t-student e na distribuicao normal, a medida que o tamanho amostral
aumenta. Da mesma forma que na populacao 22, decidiu-se utilizar amostras de
até 60% do tamanho populacional. Comparando as duas Figuras, verifica-se que as
coberturas dos IC baseados na distribuicao t-student sao superiores as coberturas dos
IC baseados na distribuicao normal, para todos os IC simulados.

Todos os intervalos baseados na distribuicao t-student até n = 3 tém cobertura
parecida, contudo, quando n > 3, a cobertura do IC baseado no estimador Vi diminue
a medida que o tamanho amostral aumenta. O IC que mantém cobertura mais elevada
a medida que n aumenta, em relacao aos demais IC, é o IC baseado no estimador
Vp. As coberturas dos demais IC tém desempenhos parecidos, se mantendo entre
90% e 95%, porém o IC Vsyc se diferencia dos outros seis intervalos e se aproxima
da cobertura do IC de Vp, quando n > 7.

Em relacao aos intervalos de confianca baseados na distribuicao normal, a co-
bertura do IC que utiliza o estimador Vp se destaca dos demais e atinge cobertura
nominal quando n > 8. O segundo IC com melhor cobertura é o IC baseado no esti-
mador Vgyq que se destaca dos demais quando n > 8. No caso da distribuicao normal,
exceto pelo IC baseado em Vg, todas as coberturas dos IC aumentam & medida que
o tamanho amostral aumenta.

Deste modo, o IC baseado no estimador que necessita da probabilidade de sele¢ao
conjunta tem desempenho superior aos demais IC a medida que o tamanho popula-
cional aumenta, exceto quando comparado ao IC que utiliza o estimador Vp.

Quanto a cobertura dos intervalos de confianca Bootstrap verificou-se que para
todos os tamanhos amostrais a cobertura foi superior a 99, 5%. Portanto, resolveu-se
avaliar a amplitude destes intervalos frente as amplitudes dos IC das Figuras e
4. 501
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Figura 4.31: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao t-student e
dos IC Bootstrap - n =3
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Figura 4.32: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribuicao t-student e
dos IC Bootstrap - n = 4

As amplitudes dos IC Bootstrap sao menores ou iguais as amplitudes dos IC ba-
seados na distribuicao t-student. Portanto, os IC Bootstrap tém coberturas maiores

e amplitudes menores do que os 1C t-student.
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Figura 4.33: Distribui¢ao das amplitudes dos IC baseados na distribui¢ao normal e dos
1C Bootstrap- n =3
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Figura 4.34: Distribuicao das amplitudes dos IC baseados na distribui¢ao normal e dos
IC Bootstrap - n =4

A partir das Figuras e verifica-se que os IC de Bootstrap tém amplitudes
maiores do que os IC baseados na distribuicao normal. Porém, as coberturas dos

IC Bootstrap sao superiores as coberturas dos demais IC baseados na distribuicao
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normal.

Sendo assim, os IC Bootstrap apresentam coberturas superiores aos IC baseados
na distribuicao normal e na t-student e tém desempenhos melhores ou iguais, quanto a
amplitude, quando comparado com os IC baseados na distribuicao t-student. Porém,

as amplitudes dos IC Bootstrap sao maiores do que os IC baseados na distribuicao

normal.
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Capitulo 5

Conclusao

O estimador de Horvitz-Thompson (HT) é muito utilizado na literatura, pois é
um estimador nao viesado, que foi proposto para estimar o total populacional ou a
média em amostras sem reposicao, sendo as unidades selecionadas com probabilidades
desiguais de selecao. O estimador de Horvitz-Thompson é utilizado em diferentes
areas do conhecimento e com diferentes abordagens.

Neste trabalho, procurou-se fazer uma revisao de literatura para verificar as me-
todologias utilizadas para calcular intervalos de confianga (IC) para o parametro
estimado pelo estimador de Horvitz-Thompson. Verificou-se que quando o estima-
dor de Horvitz-Thompson é utilizado para estimar o total ou a média populacional,
geralmente se utiliza o intervalo classico baseado na distribuigao normal, entretanto
sao apresentados na literatura outros métodos, tais como Bootstrap e Intervalos de
maxima verossimilhanca empirica. Quanto ao intervalo classico se pode utilizar di-
ferentes estimadores da variancia para construi-lo, o que impactard no resultado do
IC.

Sendo assim, primeiramente se buscou comparar alguns estimadores da variancia
de Horvitz-Thompson apresentados na literatura e posteriormente se realizou um es-
tudo empirico a cerca do comportamento dos intervalos de confianca para o total
populacional estimado pelo estimador de Horvitz-Thompson. Utilizou-se a distri-
buicao normal e a distribuicao t-student para calcular os intervalos de confianga para
o total populacional.

Matei e Till¢| (2005) quando verificaram o desempenho dos estimadores da variancia
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utilizaram também a cobertura dos intervalos de confianca produzidos por estes esti-
madores para avaliar os resultados, porém os resultados desses autores foram obtidos
para grandes populagoes.

Os resultados empiricos deste trabalho foram obtidos a partir de populagoes pe-
quenas. Ratificando os resultados de Matei e Tillé| (2005)), em pequenas populagoes,
verificou-se que nao houve muitas diferencas entre o desempenho dos estimadores que
independem da probabilidade de selecao conjunta (m;;) e do estimador (|1.8]), que ne-
cessita de 7;;. Sugerindo portanto, que também em populacoes pequenas a utilizacao
dos estimadores que independem de 7;; ¢ adequada e tem desempenho parecido ao do
estimador , possibilitando contornar a dificuldade do calculo da probabilidade de
selecao conjunta.

Brewer e Donadio (2003) utilizaram populagoes pequenas para verificar o desempe-
nho dos estimadores da variancia quando n = 2, entretanto, os autores nao contruiram
IC para o total populacional utilizando estes estimadores da variancia. Os resultados
apontaram que os estimadores que independem de ;; tendem a ser mais eficientes
do que o estimador , entretanto o ganho deles é pequeno. Esta conclusao nao foi
ratificada neste trabalho, haja vista que nao se verificou uma diferenga significativa
entre estes estimadores.

Apesar da aproximagao de Rao| (1963) ter sido utilizada e ter apresentado bons
resultados, o estimador proposto por ele nao teve bom desempenho, pois, a cobertura
do IC baseado neste estimador diminuiu a medida que o tamanho amostral aumentou.

Outro resultado que ratificou o que foi expresso na literatura, foram as estimativas
negativas produzidas pelo estimador da Variancia . Entretanto, o estimador
nao apresentou resultados negativos nas simulacoes, nao sendo possivel ratificar o que
foi mencionado por [Lohr| (2010)).

Quanto ao desempenho dos intervalos de confianca, verificou-se que os IC baseados
na distribuicao t-student apresentaram coberturas maiores do que os IC baseados
na distribui¢do normal, ratificando o resultado de [Sdrndal et al.| (1992)), e os IC
Bootstrap tiveram maiores coberturas do que todos os demais IC. Entretanto, em
diversas situagoes os IC Bootstrap apresentaram amplitudes maiores do que os IC ¢-
student e normal. Vale ressaltar que dentre os IC baseados nas distribui¢oes normal e

t-student, o IC com melhor cobertura para todos os tamanhos amostrais e populagoes
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foi o IC baseado na distribuicao t-student que utilizou o estimador com reposicao

proposto por Durbin| (1953)(/1.9).

5.1 Limitacoes do Trabalho

Uma das limitagoes enfrentadas neste trabalho é que, devido ao grande esforco
computacional a medida que o tamanho amostral aumenta, nao foi possivel utilizar
nas simulacoes a probabilidade de selecao exata no calculo do estimador de Horvitz-
Thompson. A aproximagao utilizada nao funciona quando a condicao x; <
ZGTUx nao é satisfeita, principalmente com grandes populagoes.

Tentou-se aplicar a metodologia do Capitulo 3 & base apresentada em Kish| (1965)),
no entanto as coberturas dos intervalos de confianca diminuiam a medida que o ta-
manho amostral aumentava. Isso parece um pouco estranho, uma vez que a medida
que a amostra aumenta, as estimativas pontuais convergem para o parametro e as
variancias convergem para zero. O problema identificado foi que as probabilidades de
selecao nao convergiam para 1 no caso em que a amostra se aproximava da populagao,
ou no caso extremo, quando a amostra era igual a populacao, as probabilidades de
selegdo nao eram exatamente iguais a 1 (de fato, eram bem maiores do que 1, visto
que a restricao x; < Z’ETUx nao era satisfeita). Por outro lado, quando se utiliza a
probabilidade de selecao calculada de forma exata (m; = Y ... p(s)), a medida que a
amostra aumenta, as probabilidades de sele¢ao convergem para 1, e no caso extremo,
sdo iguais a 1 como pode ser visto na Tabela [5.1 que apresenta a mesma populagao

da Tabela , retirada uma amostra de tamanho 3 (ou seja, igual a populagao).

Tabela 5.1: Probabilidades de selecao conjunta, n = 3

Domicilios | A B C |«
A 0 1 111
B 1 0 1|1
C 1 1 011
s 11 113

Outro 6bice enfrentado no trabalho foi que a Library do Software R para cons-
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trucao de intervalos de maxima verossimilhanca empirica, apesar de publicada no
artigo |Berger| (2015) nao estd disponivel para uso. Isso restringiu o estudo compara-
tivo no que se refere ao calculo dos intervalos de confianga, apesar do estudo de Berger
e Torres (2012) apontar que sua proposta de intervalo possui maior cobertura do que
o intervalo classico. No entanto, a aplicacao feita utilizando os intervalos com a dis-
tribuicao t-student e a distribuicao normal, além de comparar as variancias amostrais
com a variancia populacional para n > 2, proporcionou um ganho no entendimento na
utilizacao de intervalos de confianca classico para o estimador de Hovitz-Thompson.

Uma possivel causa para os intervalos Bootstrap terem cobertura préoximas a 100%
deve se ao fato de ter sido selecionada a primeira amostra com probabilidades desiguais
e sem reposicao e as amostras Bootstrap com probabilidades iguais e com reposicao.

Isto pode ser mais investigado posteriormente.

5.2 Recomendacoes para Trabalhos Futuros
Recomenda-se para trabalhos futuros:

e Utilizar o intervalo de Berger e Torres| (2012) para comparar com o intervalo
classico utilizando dados reais e utilizando a probabilidade de selecao exata, a

fim de verificar sua performance em pequenas amostras.

e Desenvolver algoritmo computacional mais eficiente para o calculo das proba-

bilidade de selecao exatas, a fim de se utilizar em amostras grandes.
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