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Resumo

No mercado financeiro ¢é usual que os dados apresentem caracteristicas nao-gaussianas
como assimetria e caudas pesadas. Nestes casos, os resultados de uma andlise baseada
na suposicao de normalidade podem ser insatisfatorios. Uma alternativa ao se traba-
lhar com este tipo de dados é a utilizacdo das distribui¢oes estaveis. Neste trabalho
aplicamos o uso do modelo ARMA com inovagdes a-estaveis para ajustar séries do
mercado financeiro. O método de identificacdo da ordem é baseado na funcao codi-
ferenca proposta por Kokoszka e Taqqu (1994) e Yang et al. (2001), uma vez que
a funcao de autocorrelagao nao existe para modelos com inovacoes a-estaveis dado
que o segundo momento nao existe para a < 2. Com base na fungdo caracteristica
empirica, Rosadi e Deistler (2011) apresentam o estimador para a fungao codiferenca
e mostram sua consisténcia para o caso do modelo ARMA com inovagdes a-estaveis
simétrica. A estimacao dos parametros foi realizada através do método de maxima
verossimilhanga condicional e, por fim, foi realizada uma aplicacdo empirica a partir

do preco de fechamento das agoes da Usinas Sidertrgicas de Minas Gerais (Usiminas).

Palavras-chaves: Séries Temporais, Distribuigoes a-estaveis, Modelo ARMA, Fun-

¢ao codiferenca.



Abstract

In the financial market is usual that the data present non-Gaussian features like
asymmetry and heavy tails. In these cases, the results of an analysis based on nor-
mality assumption may be unsatisfactory. An alternative when working with this type
of data is the use of stable distributions. In this paper we apply the use of ARMA
model with a-stable innovations to adjust time series of the financial market. The
method to identify the model order is based on the codiferenca function, proposed by
Kokoszka e Taqqu (1994) and Yang et al. (2001), since the autocorrelation function
does not exist for models with a-stable innovations given that the second moment do
not exist for a < 2. Based on the empirical characteristic function, Rosadi e Deistler
(2011) proposes the estimator for codiferenca function and proof consistency in the
case of the ARMA symmetric a-stable innovations. The conditional maximum like-
lihood method was applied on the estimation of parameters and, finally, was carried
out a empirical application with the closing stock prices of the Steel Mills of Minas

Gerais (Usiminas).

Key-words: Time series,a-stable distribution, ARMA model, Codifference function.
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Introducao

Uma das areas da estatistica que esta mais presente em nosso dia-a-dia sao sé-
ries temporais, como quando acompanhamos a cotacao do délar, indice de desemprego
e o preco da cesta basica, por exemplo. As técnicas de andlise de séries temporais vi-
sam representa-las sob a forma de uma expressao numérica e reconhecer padroes de

comportamento, essas expressoes numeéricas sao denominadas por modelo.

O modelo de séries temporais a ser apresentado no trabalho é o processo
autorregressivo e de médias méveis, ARMA(p,q), que consiste na jungao dos processos
autorregressivo de ordem p, representado por AR, e médias méveis de ordem ¢, MA.

O modelo ARMA(p,q) pode ser escrito da seguinte forma:
Xe =i Xpo1 — =Xy p=ar +01ai-1 + -+ Oqa,—4 (1)

onde X; ¢ a observagao no tempo t e {a;} ~ RB(0,0?) no caso gaussiano.

Os estudos cléssicos das séries temporais sao voltados para modelos gaussia-
nos, entretanto, estes modelos ndo permitem grandes flutuacoes e sdo, portanto, fre-
quentemente inadequados para modelos com alta variabilidade (SAMORODNITSKY
TAQQU, 1994). Os modelos com inovagoes a-estaveis nao apresentam estas limita-
¢oes. A familia das distribuigoes estaveis sao mais flexiveis permitindo uma maior
versatilidade no ajuste a curva dos dados. Dizemos que a variavel Y; tem distribuicao
a-estavel com parametros (o, 5,0, 1) se sua funcao caracteristica pode ser escrita da

forma:

ipt — o|t|*[1 —if sinal () tan %], se a # 1,
Inpy(t) =

ipt — o|t|[1 +if2 sinal (¢)In|t]], se v = 1.

Em que a € (0,2] é conhecido como pardmetro de estabilidade e tem maior influéncia
sob o decaimento das caudas, elas ficam mais pesadas para valores baixos de «a. Os
outros parametros sao o de assimetria § € [—1,1], de escala o € (0,400) e de posi¢ao
p € R Para o < 1, E|Y;]P = 00 e E|Y;]P < 0o para 0 < p < a. Exceto para o caso

normal (a = 2), a distribuicao estavel tem varidncia infinita.

No modelo ARMA com inovagoes a-estaveis, a representagao é semelhante a
equacao (1), onde a distribuigao de a; é a-estavel. Como a distribuigdo a-estével nao
tem segundo momento finito para a < 2, nao é recomendavel calcular a funcao de
covariancia para descrever a estrutura de dependéncia do processo X; com inovagoes
a-estaveis. Para contornar esta situacdo, utilizamos a funcao codiferenga proposta

por Kokoszka e Taqqu (1994) e Yang et al. (2001) para descrever a estrutura de
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dependéncia e auxiliar na identificacao da ordem.

7(h) =7(s,— s;h) = — In Eexp{is(Xy1p — Xy)} + In Eexp{isXyipn}

. (2)
+ In E exp{—isX;},

onde seReheZ.

Por ser calculada a partir da fungao caracteristica e existir para todo valor de

s, ndo é necessario que os momentos de {X;} sejam finitos.

Este trabalho tem por objetivo identificar a ordem e estimar os parametros
para dados com as seguintes caracteristicas, caudas pesadas e assimetria. Nestes casos
¢ indicado o uso do modelo ARMA com inovagoes da familia a-estavel, onde serd
utilizada a func¢ao codiferenga na identificacdo da ordem e o método de maxima
verossimilhanga condicional na estimacao dos parametros. Ao final vamos comparar
os resultados do ajuste com erros gaussianos e erros estaveis através do erro quadratico
médio e andlise de residuos. O contetido dos capitulos é apresentado de forma gradual

até atingir o objetivo final no Capitulo 5.

O Capitulo 1 consiste em uma sintese sobre o contexto geral de séries temporais
e processos estocasticos, passando desde a definicdo do modelo ARMA, passos para a
identificacao da ordem por meio da funcao de autocorrelagao e autocorrelagao parcial
até a aplicagao do método de méaxima verossimilhanca para estimacao dos parametros
no caso do ARMA gaussiano. O Capitulo 2 é voltado para as distribuigoes estaveis,
nele sao apresentadas suas defini¢oes, propriedades, exemplos e métodos de estimagao
dos parametros. Este capitulo finaliza com a apresentacdo do processo ARMA com

inovagoes a-estaveis.

Os Capitulos 3 e 4 foram baseados no artigo Rosadi e Deistler (2011). O
Capitulo 3 expoe um estudo sobre o estimador da funcao codiferenca e suas proprie-
dades assintoticas e é finalizado com a indicacao do uso da funcao codiferenca para
identificacao da ordem de modelos com inovagoes a-estaveis. O Capitulo 4 engloba
a simulagao da varidvel a-estével segundo Weron (1996) e as considerages praticas

para obter uma boa estimativa da funcao codiferenca.

No Capitulo 5 todos os resultados e conceitos apresentados até aqui sdo uti-
lizados para analisar o preco das acoes da Usinas Siderurgicas de Minas Gerais S.A
(Usiminas). Por ultimo, o Capitulo 6 sintetiza os resultados apresentados no Capitulo

5 e sugere algumas propostas de trabalhos futuros.



1 Conceitos Basicos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos basicos sobre séries temporais e
processos estocasticos. A primeira secao descreve a definicado de série temporal e pro-
cesso estocastico, seguido pelo conceito de estacionariedade e medidas de dependéncia.
Na segunda se¢ao discorremos sobre o modelo ARMA, incluindo a identificacao da

ordem e estimacao dos parametros.

1.1 Séries Temporais e Processos Estocasticos

Série temporal é um conjunto de observagoes Y; coletadas em um espago de
tempo {t € T'}, em que T é um conjunto de indices. Quando o conjunto de indices T
¢é discreto, ou seja, as observagoes sao coletadas em intervalos de tempos espacgados,
a série temporal é dita discreta. Caso a coleta seja realizada de forma continua num

intervalo 7' € [a,b] dizemos que a série temporal ¢ continua.

Abaixo citamos alguns exemplos de séries temporais discretas:

o Registro da temperatura maxima diaria em Brasilia;
o Indices diarios da Bovespa;

e Numero de clientes atendidos em um dia.

Os registros de maré representam um exemplo de série temporal continua.

Processo estocastico {X(¢),t € T} é um conjunto de varidveis aleatérias
ordenadas no tempo, onde para cada t € T, X(t) é uma varidvel aleatoria e T é
um conjunto ordenado de indices. Portanto, série temporal é uma realizacdo de um

processo estocastico.

Defini¢ao 1.1. O processo {X;,t € T} diz-se estritamente estaciondrio se todas
as distribuicoes finito-dimensionais (1.1) permanecem as mesmas sob translagoes no

tempo, ou seja,
F(l’l, ce ,xn;t1+h, ce 7tn+h> = F(.Tl, . ,In;tl, c. 7tn) (11)

para quaisquer ti, ..., toip €T
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Portanto, a partir da Definicao 1.1 podemos afirmar que uma sequéncia de
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) formam uma

série estritamente estacionaria.

Graficamente, dizemos que a série é estaciondria quando esta tem comporta-
mento aleatorio em torno da média ao longo do tempo. O ruido branco é um exemplo

de série temporal estacionaria.
Defini¢ao 1.2. O processo {a;} é um ruido branco com média 0 e varidncia o, se e

somente se, {a;} tem média zero e covariincia igual a:

o ,seh=0

0 , seh#0.

Cov(agyp,ar) =

Ao longo deste trabalho o ruido branco serd denotado por a; ~ RB(0,0?). A figura
abaixo apresenta a simulacdo de uma série estacionaria RB(0,2) e sua funcao de

autocovariancia.

I
Autocovariancia

1960 1970 1980 1990 2000 0.0 0.5 10 15

Ano Lag
(a) RB(0,2) simulado. (b) FAC do RB(0,2) simulado.

Figura 1 — Exemplo de série estacionaria.

A deteccao de série estaciondria a partir do cédlculo das distribuigoes finito-
dimensionais em todas as translagoes de tempo segundo a Definicao 1.1 demanda
muito trabalho e gasto computacional. Apesar do grafico da série temporal auxiliar
nesta tarefa, faz-se necessario um resultado numérico para sustentar a analise do
grafico. A Definicao 1.3 permite que estes resultados sejam obtidos de forma mais

simples.

Definigao 1.3. O processo { Xy, t € T} diz-se (fracamente) estaciondrio se, e somente

se.

1. E[Xy] = ux(t) = u, independente de t;

2. E[X?(t)] < oo, para todot € T';
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3. x(h) =yx(t + ht) = Cov(Xiyn, X¢) € independente de t para cada h.
Onde vx(h) € a fungao de autocovariancia no lag h.

Note que o processo {X;} ser estritamente estaciondrio nao implica que ele
seja fracamente estaciondrio e se o processo { X} ¢ estritamente estacionério, ele sera

fracamente estacionario somente se seu segundo momento for finito.

Grande parte das séries temporais apresentam alguma dependéncia entre os
valores observados em tempos diferentes. As fungoes de autocovariancia e autocorre-
lacao sao medidas que mensuram o grau de dependéncia em cada intervalo de tempo
da série. Os graficos destas fungoes sao ferramentas fundamentais na identificacao da
ordem do modelo e detecgao de sazonalidade (MORETTIN; TOLOI, 2006).

Definigao 1.4. Seja {X;,t € T'} um processo estaciondrio. A fungao de autocovari-
ancia (FACV) de X, é dada por:

vx(h) = Cov( Xy, Xt).

E a fungdo de autocorrelagao (FAC) é dada por:

px(h)
px(0)

px(h)

= Corr(Xiin, Xy).

Para calcular a FAC e FACV a partir da Definicdo 1.4 é necesséario conhecer
os parametros do processo estacionario {X,}, entretanto, ao trabalharmos com um
conjunto de dados observados raramente este modelo é conhecido. Dada a importan-
cia destas medidas na selecao de modelos temporais, estabelecer seus estimadores é
fundamental. Desse modo, é bastante natural estimarmos a FACV por meio da funcao

de autocovariancia amostral apresentada abaixo:

Definigao 1.5. Seja o vetor X = (x1,...,x,) as observagoes de uma série temporal.

A média amostral de X € dada por:

para —n < h < n.
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Pode-se mostrar que para a série i.i.d. com variancia finita, as func¢oes de au-
tocorrelagao amostral p(h), para h > 0, sdo aproximadamente i.i.d. com distribui¢ao
N(0,1/n) para n grande. Portanto, aproximadamente 95% das fungoes de autocorre-
lacao amostral devem cair no intervalo +1.96/4/n, uma vez que 1.96 é o 0.975 quartil
da normal padronizada (BROCKWELL; DAVIS, 1991).

Outra medida de dependéncia muito utilizada na identificacdo da ordem dos
modelos é a funcao de autocorrelagao parcial (FACP), correspondente a correlagao
entre X; e X;_; removendo o efeito das observacoes X; 1, Xy o,..., X; 1. A FACP

é denotada pela fungao «(.) e definida pelas equagoes:

Oé(h) = (bhhu h > 1.
Em que ¢ é o iltimo componente de

on =Ty,

para I', = [y(i — j)|F,—; e v = [v(1),...,7(h)]". Podemos calcular a FACP amostral

a(h) através das seguintes equagoes:

(0)
a(h) = fmn, h > 1.

(®)
I
—_

e

Onde ngk ¢ o ultimo componente de
on =T .

Para uma amostra suficientemente grande de um processo AR(p), Quenouille
(1949) mostra que, as FACP estimadas de ordem p+1, p+2, . .. sdo, aproximadamente,
i.i.d com
Var(g?)kk) ~ ]1], E>p+1

e distribuicao aproximada normal com média 0 e variancia % Portanto, podemos
criar um intervalo de confianga na forma +1.96/y/n, uma vez que 1.96 é o 0.975

quartil da normal padronizada.

1.2 Processos ARMA(p,q)

O processo autorregressivo e de médias méveis (ARMA) consiste na “jungao”
dos processos autorregressivo de ordem p, representado por AR(p), e médias méveis

de ordem q, MA(q). Esta classe de modelo é recorrente em areas como economia e
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ciéncias fisicas e geofisicas. A inclusao de termos autorregressivos e de médias moveis
surgiu como uma alternativa para simplificar um modelo com grande nimero de
parametros (MORETTIN; TOLOI, 2006).

Definigao 1.6. {X,;} é um processo ARMA(p,q), se {X;} € estaciondrio eV t
Xe— 1 Xeer— - —0pXpp=ar +01ai1 + -+ + 0,0, (1.2)
Onde {a;} ~ RB(0,0?).
A equagao (1.2) pode ser reescrita de forma mais sintética utilizando o opera-

dor retroativo B.
®(B)X; = O(B)ay, (1.3)

onde ®(.) e O(.) sdo polindémios de ordem p e q:
O(B)=1—¢B— ¢B*> — -+ — ¢,B?,
O(B)=1+6;B+0,B>+---+0,B°

e B é o operador retroativo (B’ X; = X;_;).

Nos casos em que O(B) = 1 o processo {X;} é um processo AR(p) ese ¢ =1

o processo se torna um MA(q).

1.2.1 Condicdes de estacionariedade e invertibilidade

Dizemos que o processo ARMA(p,q) é causal se pudermos reescrevé-lo como
) . . o
uma soma dos erros passados, ou seja, se existem constantes {¢); } tais que >0 ;] <

o0 e

a; = ¢Y(B)ay = > _ 1ja,_;, para todo t. (1.4)

j=0
De fato, a causalidade de um processo ARMA(p,q) se confunde com a estacionarie-

dade, uma vez que sendo o processo causal ele também sera estacionario (MORET-
TIN; TOLOI, 2006).

Observe que a equacao (1.4) é a representagao de um processo ARMA(p,q) na

forma de um processo de médias méveis com ordem infinita, M A(co).

Outra condigao para determinar se um processo ARMA(p,q) é estacionério
consiste em analisar as rafzes do polindmio ®(B) = 1 — ¢ B — ¢poB* — -+ — ¢, BP.
O processo serd estacionario se as solugoes da equagao ®(B) = 0 estiverem fora do

circulo unitério.
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O processo ARMA(p,q) ¢é dito invertivel se puder ser reescrito com funcao
das observagoes passadas, isto €, se existirem constantes {7;} tais que 3252, |m;| < oo
e

oo

a = ——X; =7m(B)X, =>_ m;X,;_j, para todo t. (1.5)
o(B) =0

A equagao (1.5) é a representagao do processo ARMA(p,q) escrito na forma

de um processo autorregressivo de ordem infinita AR(c0). De forma andloga, pode-se

mostrar que a condi¢do para que um processo ARMA(p,q) seja invertivel é que as

raizes da equacdo ©(B) = 0 estejam fora do circulo unitario.

1.2.2 ldentificacao da ordem do Modelo ARMA

Segundo a metodologia de Box e Jenkins (1970), a modelagem de uma série

temporal baseia-se no seguinte processo iterativo:

1. Identificacao da ordem do modelo;
2. Estimacao dos parametros;

3. Diagnoéstico do modelo.

Se na fase de checagem os residuos do modelo estimado nao constituirem um
ruido branco o processo é reiniciado. Antes de iniciar a fase de identificagdo da ordem
do modelo é preciso verificar se a série ¢ estacionaria. Se os dados apresentarem
comportamento nao estaciondrio (com tendéncia e/ou sazonalidade, por exemplo),
¢é necessario aplicar uma transformacao até que a condicdo de estacionariedade seja
satisfeita (MORETTIN; TOLOI, 2006).

A tendéncia e sazonalidade podem ser identificadas através do grafico da série
temporal ou pela fun¢ao de autocorrelagio. A FAC tem decaimento lento em caso
de dados com tendéncia e comportamento periédico para séries com sazonalidade.
Para eliminar estes efeitos podemos aplicar a diferenciagdo ou decompor a série em
componentes de sazonalidade, tendéncia e residuo aleatério (MORETTIN; TOLOI,
2006). Em alguns casos pode ser necessario estabilizar a varidncia. Uma forma de
identificar a heterocedasticidade é quando a amplitude dos valores da série vai au-
mentando ao londo do tempo. O método mais conhecido para estabilizar a varidncia

¢ a transformagao de Box e Cox (1964):

z?;c se A # 0,

log(z:) seA=0.
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Em que A\ e ¢ sdo pardmetros a serem estimados. A transformacao logaritmica é
apropriada se o desvio padrao da série (ou outra medida de dispersao) for proporcional
a média.

Nos estudos financeiros é comum que seja utilizada a transformagao log retorno
ao invés da série de precos dos ativos. A vantagem de se trabalhar com o log retorno é
que a série fica livre de escala e tem propriedades estatisticas mais interessantes (como
estacionariedade e heterocedasticidade condicional). Seja P; o preco de um ativo no

instante ¢, o retorno liquido simples entre os instantes ¢ — 1 e ¢ é dado por:

P, —P,_ P, P,
_ =1 _ t_1:>1+Rt: t

R .
! P P, P4

Dizemos que 1+ R; é o retorno bruto simples, geralmente R; é expressado em
percentual, denominado taxa de retorno em relacao ao periodo t. Quando os retornos
sS40 pequenos, ou seja, os precos nos instantes t —1 e t sao préximos, temos que Ry < 1

e In(1 + R;) ~ R;. Portanto, o log retorno ¢ definido por:

P,
re=log L —In(14+R,) =In(P) —In(P_,) = R,. (1.6)
t—1

Concluida a fase de verificacao dos dados, podemos dar inicio a identificagao
da ordem do modelo. Segundo Morettin e Toloi (2006), as ferramentas mais utilizadas
nesta fase sao os graficos das fungoes de autocorrelacdo e autocorrelagao parcial. A
partir da comparagao do comportamento das FAC e FACP amostrais com o compor-
tamento tedrico destas fungoes, elegemos a ordem para o modelo. As Figuras 2, 3 e
4 exemplificam o comportamento teérico dos modelo AR(p), MA(q) e ARMA(p,q)

através de séries simuladas.

Um resultado importante apresentado por Box e Jenkins (1970) é que para
um processo AR(p) a FAC decai exponencialmente e a FACP apresenta um “corte”
apos o lag h > p. Na Figura 2 apresentamos a FAC amostral e a FACP amostral de
um AR(1) simulado.

Para um processo MA(q), a FAC apresenta um “corte” ap6s o lag h > q e a
FACP decai exponencialmente. Na Figura 3 apresentamos a FAC amostral e a FACP

amostral de um MA(2) simulado.

Finalmente, para um processo ARMA(p,q), a FAC é infinita em extensao com
decaimento exponencial e/ou senoides amortecidas ap6s o lag ¢ — p enquanto a FACP
se comporta como a de um MA puro. Na Figura 4 apresentamos a FAC amostral e a
FACP amostral de um ARMA(2,2) simulado.
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Figura 3 — FAC e FACP amostrais de um MA(2) simulado.

A identificagdo da ordem de um modelo ARMA (p,q) se torna mais subjetiva
uma vez que a diferenca entre o nimero de parametros ¢ — p pode ser satisfeita para
diferentes valores (por exemplo os modelos ARMA(2,1) e ARMA(3,2) possuem a
mesma diferenga). Uma saida para este problema é estimar modelos ARMA de baixa
ordem (de modo a preservar a parcimonia do modelo) e adicionar algum critério de
selecao que tenha como base a verossimilhanga. Recentemente os critérios AIC (Akaike
Information Criterion) e BIC (Bayes Information Criteria) tém sido utilizados para

auxiliar nesta tarefa. O AIC é definido como:
AIC(p,g) = In(Ly) +2((p+ g+ 1) + 1), (1.7)

em que L, é a funcao de maxima verossimilhanca do modelo. O objetivo é ajustar

o modelo com AIC minimo. Hurvich e Tsai (1989) propoem uma corregao para AIC
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Figura 4 — FAC e FACP amostrais de um ARMA(2,2) simulado.

a fim de melhorar seu comportamento no sentido de diminuir a probabilidade de

selecionar uma ordem maior que a verdadeira. Esta correcao é dada por

2p+q+1)(p+qg+2)
N—-(p+qg+1)—1

AIC:(p,q) = AIC(p,q) + (1.8)

Simulagdes mostram que esta correcao é vantajosa quando o niimero de obser-
vagoes € pequeno ou quando a soma p + ¢ é uma fragdo “moderadamente grande” do
tamanho da amostra. Akaike (1977), Rissanen (1978) e Schwarz et al. (1978) sugerem

minimizar o Critério de Informagao Bayesiana (BIC), dado por
BIC(p,q) = —2In(L,) + (p +q + 1) In(N), (1.9)

em que L, ¢ a funcao de maxima verossimilhan¢a do modelo e N é o niimero de obser-
vagoes. Hannan (1980) e Hannan (1982) mostram que, sob determinadas condigdes,

as estimativas de p e ¢ que minimizam a expressao (1.9) sao fortemente consistentes.

Entre um conjunto de modelos, vamos selecionar valores de p e ¢ para o mo-
delo ajustado que minimiza os valores de AIC(p,q) e BIC(p,q). H4 uma evidéncia
empirica de que o critério AIC esta propenso para a escolher modelos superpara-
metrizados enquanto o critério BIC tende a corrigir este problema (BROCKWELL;
DAVIS, 1991).

1.2.3 Estimacao dos parametros do Modelo ARMA

O proéximo passo na analise de modelos ap6s a identificagao da ordem é a es-

timac@o dos parametros. Precisamos estimar ® = (¢1, ¢2,...¢,), © = (61,62,....6,)
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e 02, sendo assim, temos p + ¢ + 1 pardmetros assumindo que p = 0 . Serdo apresen-

tados os dois principais métodos de estimacao para parametros de modelos de séries

temporais: o método de momentos e o de méxima verossimilhanca.

1.2.3.1 Método dos Momentos

Este é método mais simples para obter as estimativas de (®,0,0?) e consiste
em substituir nas equagoes que relacionam as autocorrelagoes (ou autocovaridncias)
aos parametros do modelo e os momentos teéricos pelos correspondentes momentos
amostrais e resolver as equagoes restantes. Como os estimadores deste método sao me-
nos eficientes para os modelos MA(q) e ARMA(p,q) (BROCKWELL; DAVIS, 1991),

serao apresentados apenas os estimadores para um modelo AR(p) com média zero:
Xi =01 Xe1 + 0+ OpXip + ay. (1.10)

Utilizando as equagoes que relacionam as fungoes de autocovariancia e os parametros

do AR(p), temos:

Y(0) = ¢1y(1) + -+ + &py(p) + 0%,
y(h) =¢p1y(h—1)+---+dpy(h —p),h=12,....p.
Escrevendo as expressoes em notagao matricial segue que
o =~(0) — &7,
I'p® = p.
onde
Lp = [ = 3ij=1,.p:
= (¢1,¢s,...0p)",
T = (v(1),...v(p)"

Substituindo 7(h) pela fungao de autocovariancia amostral, 4(h), obtemos a solugao:

PP (1.11)

Estas equacoes sao conhecidas como estimadores de Yule- Walker e podem ser

expressas em termos da funcao de autocorrelagao:
(1.12)

onde
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¢ a matriz das autocorrelagdes amostral, e

ﬁp = (ﬁ(l)a R aﬁ(p))T

é o vetor de autocorrelagoes amostrais. As solugdes das equagoes (1.11) e (1.12) podem
ser obtidas utilizando o algoritmo de Durbin-Lewison (MORETTIN; TOLOI, 2006).

Proposicao 1.1. A distribuicio dos parametros do modelo causal AR (p) descrito em
(1.10) converge assintoticamente (quando n — oo) em distribuicao para uma normal:
V(@ — @) -5 N(0,0°T5Y) e 6% 5 02

Em muitos casos, a variancia dos estimadores de momentos é muito maior do
que a obtida em outros métodos de estimacgao, como o de maxima verossimilhanca,
por exemplo. No entanto, os estimadores de Yule-Walker para & do modelo AR(p)

tem aproximadamente a mesma distribuicao assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanga para o modelo correspondente (BROCKWELL; DAVIS, 1991).

1.2.3.2 Método de Maxima Verossimilhanca

Seja 8 = (©,0,0%) o vetor dos parametros populacionais do processo ARMA (p,q)

descrito na equacao (1.2) e suponha que a distribuicdo da varidvel aleatéria X =

(X1,...,X,)7T seja gaussiana. A fungao de verossimilhanca é dado por:
1
Ll . r4) = (27)2Lal 2 exp{ ~ ;X "T;X}, (1.13)
em que, I' é a matriz de autocovariancias e nao singular. Tomando o logaritmo de
L(B|xy,...,x,), obtemos
1 L —
00|xy, ... x,) X —§ln Ty — §X r "X (1.14)

Os estimadores de méaxima verossimilhanga dos pardmetros (®,0,02) sdao os

valores que maximizam a funcio £(®,0,0%|z1,...,1,).
1.2.3.3 Método de Maxima Verossimilhanca Condicional

Considere o processo ARMA(p,q) descrito na equagao (1.2), onde todas as
raizes de ®(B) = 0 e 6(B) = 0 estao fora do disco unitério e a; ~ N(0,0?). O método
de estimagao por maxima verossimilhanca condicional consiste na aproximagao da
funcao de verossimilhanca condicionado aos valores iniciais de z;’s e a;’s. Onde a

(p + 1)-ésima observacao é igual a

Xp+1 == qlep + ¢2Xp_1 + Tt + prXl + Clp+1 + Hlap + e + anp—q—l—l' (115)
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Condicionado a X; = 21, Xy = z9,...,X, = 2, e tomando a, = ap_; = -+ =

ap—g+1 = 0 temos

Vo1 ~ N((61Y, + @Y1 + ...+ $Y1),0%).
Entao a verossimilhanca condicional calculada det =p+1,...,n é dado por
0*(0) =log f(Tn,Tn-1s - \Tpi1|Tps - Y1,0p = Ap1 = -+ = Ap_gqy1 = 0;0)
S g Plog(om) - ;p log(c”) — t§1 26;?27 (1-10)
onde a sequéncia {a,4+1,ap12, - . ., an} pode ser calculada a partir de {z1,29,...,2,} na

forma iterativa
ay =2 — 01 Xy — G Xp 0 — - — O Xy — Oray_ — - - + 0ga,,

parat =p+ 1,p+ 2,...,n. Observe que a partir de uma amostra de tamanho n a
estimativa de um ARMA(p,q) pelo método de méxima verossimilhanga condicional

utiliza apenas n — p observac¢oes da amostra.

A partir da equagao (1.16), temos que a funcgao de log verossimilhanga é dado

por
* * n 2
n n 2 en

onden*=n—pet*=p+1.

Apresentamos este método no caso dos erros com distribuicdo gaussiana mas
é possivel aplica-lo para outras distribuigdes, como para o modelo ARMA(p,q) com

inovagoes a-estaveis.
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2 Distribuicoes estaveis

Nos estudos sobre séries temporais, a base tedrica para estimacao da ordem
e parametros de modelos gaussianos esta consolidada. Porém, em diversas areas, os
dados empiricos ndo apresentam as caracteristicas de curva simétrica e mesocurtica
como no caso normal. Em dreas como economia e finangas (EMBRECHTS et al.,
1997), processamento de sinal (NIKIAS; SHAO, 1995) e engenharia telegrafica (RES-
NICK et al., 1997) os dados sdo assimétricos e/ou com caudas pesadas. Nestes casos,
os métodos aplicados para dados gaussianos podem nao produzir resultados proximos

a realidade e satisfatérios.

Entre as décadas de 1920 e 1930, Paul Lévy e Aleksander Y. Khinchine de-
senvolveram a teoria das distribuigoes estaveis. Esta familia de distribui¢oes, possui
grande versatilidade quanto a forma da fungao de densidade de acordo com a variagao

de seus quatro parametros.

2.1 Definicoes

Em Samorodnitsky e Taqqu (1994) sdo apresentadas quatro defini¢oes equi-
valentes para a distribuicao estavel. As duas primeiras discorrem sobre a propriedade
de estabilidade, ou seja, as propriedades da familia de distribui¢oes estaveis é preser-
vada sob convoluc¢ao. Na terceira definicio, as distribui¢oes estaveis sdo escritas no
contexto do Teorema Limite Central. Esta aproximacao das distribuig¢oes estaveis por
uma soma normalizada de variaveis aleatorias i.i.d. ¢ muito 1til nos resultados de mo-
delagem de muitos efeitos aleatorios pequenos. Por fim, a tltima definicdo apresenta

a fungao caracteristica das distribuigoes estaveis.

Definicao 2.1. Dizemos que X tem distribuicdo estdvel se para qualquer valor de A

e B positivos existem um valor positivo C' e um numero real D tais que:
AX;+BX, £CX + D, (2.1)

onde X1 e Xy sdo copias independentes de X e 2 denota tgualdade em distribuicao.

Uma variavel aleatoria X é chamada de estritamente estdvel se D = 0 na
equacao (2.1). Uma varidvel aleatéria estdvel X é simétrica se sua distribuigdo é
simétrica, isto é, se X e —X tem a mesma distribui¢do. Segue que, uma distribui¢ao

estavel simétrica tem que ser estritamente estével.
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Teorema 2.1. Para qualquer varidvel aleatoria estavel X, existe um niumero 0 < a <

2 tal que C na equagao (2.1) satisfaz:
C* = A* + B, (2.2)

onde a € chamado indice de estabilidade. Uma varidvel aleatoria estavel X com indice

a € chamada de a-estavel.

A demostrac¢ao do Teorema 2.1 pode ser encontrada em Feller (1971), capitulo
VI.1.

Exemplo 2.1. Seja X uma varidvel aleatéria gaussiana com média p e variancia o2,

entdo X € estdavel com a = 2 pois
AX, + BXy ~ N((A+ B)u, (A + B?)o?),

ou seja, sequndo o Teorema 2.1, C = (A2 + B*)Y2 e D= (A+ B - C).

Segue a segunda definicdo para variavel estavel.

Definigao 2.2 (equivalente a Definigdo 2.1). Dizemos que a varidvel aleatoria X tem
distribuicao estdvel se para qualquer n > 2 existem um numero positivo ¢, e um

numero real d,, tais que:
Xi4+Xo+-+ X, £C.X + D, (2.3)

onde X1+ Xo + -+ X, sao copias independentes de X.

O resultado da Defini¢ao 2.2 pode ser encontrado a partir da Defini¢ao 2.1 por
inducio. E facil mostrar que a implicacdo reversa também é verdadeira (ver Feller
(1971), Teorema VI.1). Assim como na Defini¢ao 2.1, se a constante d,, = 0, dizemos
que X é estritamente estavel. A préxima definicdo declara que as distribuicoes estaveis
sdo as unicas que podem ser obtidas na forma de limites de somas normalizadas de

variaveis aleatorias i.i.d.

A partir de Feller (1971), Teorema VI.1.1, temos que na equacao (2.3), neces-
sariamente, C,, = n'/® para algum 0 < o < 2. Este o é o mesmo que aparece na

equagao (2.2).

Definigao 2.3 (equivalente as Definigoes 2.1 e 2.2). Dizemos que a varidvel aleatd-
ria X tem distribuicdo estdvel se ela tem dominio de atracdao, isto €, se existe uma
sequéncia de variqveis i.i.d. Y1,Ys, ... e uma sequéncia de nimeros positivos {d,} e
uma sequéncia de valores reais {a,}, tais que:

Yi+Yy+---+Y,
LRI A

(2.4)
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onde = denota convergéncia em distribuicdo.

Observe que quando a v.a. X tem distribuicdo Gaussiana e a sequéncia Y7, Ys, . ..
¢ i.i.d com variancia finita, a Definicao 2.3 equipara a declaracdo do Teorema Limite
Central. Quando d,, = n'/*, dizemos que a sequéncia de varidveis i.i.d. Y3, Ya, ... per-
tencem ao dominio de atracdo normal de X. Em geral, d,, = n'/*h(n) onde h(z), para
x > 0 é uma funcdo que varia lentamente no infinito, isto é, lim,_,o h(uz)/h(z) =1
para todo u > 0 (FELLER, 1971, XVIL5). A funcdo h(z) = In(z) varia lentamente

no infinito, por exemplo.

Por nao possuir uma representagao simples para a funcao de distribuicao, a
quarta definicao das distribuicoes estaveis apresentada por Samorodnitsky e Taqqu
(1994) é a mais utilizada e corresponde a sua representagdo em termos da fungao

caracteristica.

Defini¢ao 2.4 (equivalente as Defini¢oes 2.1, 2.2 e 2.3). Dizemos que a varidvel
aleatdria X tem distribui¢io a-estdvel ou estavel se existem os parametros « € (0,2],
pe[-1,1], 0 >0 e p € R tais que a fungdo caracteristica de X tem a forma:

ipt — o®[t|*[1 —if sinal (t)tan 5], se a # 1,

Inpx(t) = (2.5)

ipt — oft|[1+iB2 sinal (t)In|¢]], se =1,
onde a € (0,2], p € [-1,1], 0 >0 e p € R. E a fungio sinal(t) é definida por:

1 set>0,
sinal(lt) =4 0 set=0,
-1 set<O.

Demonstrar que a Defini¢ao 2.4 implica na Defini¢do 2.2 é uma tarefa simples

e pode ser consultada em Gnedenko e Kolmogorov (1954), Segao 34.

A notacao X ~ S,(0,0,u) é adotada quando X tem distribuigdo a-estével e

sera utilizada no decorrer do trabalho.

A funcdo densidade da distribuigdo a-estavel coincide com distribuigoes co-
nhecidas quando seus parametros assumem determinados valores. Estas distribuigcoes

sao apresentadas nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.2. Seja a varidvel aleatoria X ~ S, (0,6,1), para o = 1/2 e = %1, a
equagdo (2.5) € igual a
o(t) = exp{iput —+\/o|t|(1 — sinal (t))},

que coincide com a fungdo caracteristica de uma distribuicao Lévy com parametros p

€ o.
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Exemplo 2.3. Nos casos em que =0 e a =1, a equagio (2.5) € igual a

¢(t) = exp{ipt — olt[},

que coincide com a fung¢do caracteristica de uma distribuicao Cauchy com parametros

ieao.

Exemplo 2.4. Quando fazemos f =0 e a = 2,

P(t) = exp{iut — o1},

que coincide com a fungdo carateristica de uma distribuicdo normal com média | e

variancia 20°.

2.2 Parametros da distribuicao a-estavel

Cada parametro da distribuicao a-estavel exerce papel diferente na curva da
fungao de densidade. O indice de estabilidade denotado por a € (0,2] mensura o peso
das caudas (mais pesadas para valores pequenos). O pardmetro 5 € [—1,1] determina
o indice de assimetria, sendo que para 5 < 0 (8 > 0) a distribuigdo é assimétrica a
esquerda (direita) e simétrica quando $ = 0. O pardmetro de escala é denotado por

o,onde 0 >0 e pu € R é o pardametro de locacao.

Densidade c-estavel: p=0,c=1,u=0 Densidade o-estavel: « =15, 0=08u=0

07
|
07
|

0.8

|

0.8

|
™™
nmn
- o

0.4
|
0.4
|

0.3 0.4
| |
0.4
|

0.3
|

0.z
|
0.z
|

0.1
0.1

Figura 5 — Densidade da a-estavel variando o indice de estabilidade o e parametro de
assimetria.
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Densidade c-estavel: « = 0.8, =0u=0 Densidade c-estavel: =15, =0c=1
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| |
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|
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|
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0.0
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Figura 6 — Densidade da a-estavel variando o pardmetro de escala e locagao.
2.3 Propriedades das variaveis aleatorias a-estaveis

[lustrado os efeitos de cada parametro na forma da distribuicao estavel, esta
secao consiste na apresentagao de algumas propriedades relacionadas aos parametros

da a.-estavel

Propriedade 2.1. Sejam as varidveis aleatorias X, e Xo independentes, onde X; ~
Se(04,8i511:), t = 1,2. Entao X1 + Xo ~ Se(0,0,1), onde:

o= (of +05)"",

_ Bof + Paoy
6 - a a
01 +0'2

o= 1+ pla.

)

Dem. Para o caso o # 1. Por independéncia:

In[Eexpit(X; + Xo)] = In(FexpitX;) + In(E exp it Xs)
o . o . yyes o o .
= —(of +0o3) [t|" + i |t|" sinal(t) tan(T)(ﬁlal + Ba09) + it(py + p12)

10t + a0t

[0

:_UQ+O_Q ta 1_
(o5 + o) It e

sinal(t) tan(%) + it(py + o)

A demonstracdo para o =1 € andloga. B

Propriedade 2.2. Sejam X ~ S,(0,6,1) € ¢ wma constante real, entio X + ¢ ~
Sa(0,B,10 + ¢).

Dem. FEste resultado pode ser encontrado facilmente através da fungdo caracteristica
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descrita na Definicao 2.4.
In[EFexpit(X + ¢)] = In(FexpitX) + In(E expitc)
it(p+ c) — o[t|*[1 —if sinal (t)tan 5],  se a # 1,
it(p+c) — olt|[l +i2 sinal (¢)In|t], sea = 1.
|
Propriedade 2.3. Sejam X ~ S,(0,5,1t) e ¢ uma constante diferente de zero. Entao:
cX ~ Su(|clo, sinal(c)p, cu) sea#1
cX ~ Si(|clo, sinal(c)B,cp — 2c(In|c|)of)  sea=1.
Dem. Por (2.5), temos que para o # 1,
. o . . yyes .
In[Fexpit(cX)] = — |tc|” o (1 — i3 sinal(ct) tan(2)) +i(pe)t
= (o |e)* |t|* (1 —i8 sinal(c) sinal(t) tan(%)) +i(pc)t.

A demonstracao para o =1 € andloga. B

Observe que quando o = 1, a multiplicagdo de uma constante afeta o parame-
tro de locacao de forma nao-linear e passa a depender dos parametros o e (3. Neste

caso, o deixa de ter a funcao de parametro de escala.

Propriedade 2.4. Seja uma varidvel aleatoria com distribuicdio a-estdvel tal que o

parametro i = 0, temos que para qualquer 0 < a < 2,
X ~ Su(0,6,0) <= —X ~ S,(0, — 3,0).

Propriedade 2.5. Uma varidvel aleatoria X ~ S,(o,0,1) € simétrica se somente se

B=0epu=0.E dizemos que X ¢é simétrica em relagio a p se somente se 3 = 0.

Dem. Para um wvaridvel aleatéria ser simétrica, € necessdrio e suficiente que sua
fungao caracteristica seja real. Por (2.5), isto ocorre se e somente se =0 e pu=0.

Da Propriedade 2.2 seque a seqgunda afirmacao. B

A notagao SaS é adotada quando a variavel aleatéria a-estavel é simétrica,
ou seja, X ~ S,(0,0,0). Em adigao, quando uma variavel é simétrica, a fungao carac-

teristica assume apenas valores reais.

Propriedade 2.6. Seja X ~ S,(0,8,11) e a« # 1. Entdo X € estritamente estdvel se

somente se pu = 0.
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Dem. Sejam X, e X, copias independentes de X e A e B, constantes positivas.

Usando as propriedades 2.1 e 2.3
AX| 4 BXy ~ So(0(A® + BV 3, (A + B)).
Definimos C = (A% 4+ B*)/* em (2.1). Pelas propriedades 2.2 e 2.3,
CX + D ~ Sq(0(A% + BY* 3, u(A* + B*)Y* + D),

e, portanto, temos que AX; + BX, L OX + D com D =0 se somente se pw=0.10

Para p # 0, a variavel Y = X — u é estritamente estavel quando o # 1. Para

a = 1 consultar Samorodnitsky e Taqqu (1994)
Propriedade 2.7. Seja X ~ S,(0,6,1) com 0 < o < 2. Entao:

E|X P < 00 para qualquer 0 < p < a,

E|X|P = oo para qualquer p > .

Portanto, a varidvel aleatéria X ~ S,(o0,5,1) tem esperanga finita apenas para 1 <
a < 2 e segundo momento finito para @ = 2. Perceba que nao é possivel calcular
medidas como covariancia e correlagao para a < 2, pois estas medidas dependem da

variancia finita.
Propriedade 2.8. Quando 1 < a < 2 o parametro de locagdo ¢ igual a média.

Propriedade 2.9. Seja X ~ S,(1,3,0). Entao

oX + 1 sea# 1,

oX + %BalogaqLu sea=1,

tem distribuicio Sy (o,0,u1).

2.4 Estimacao dos parametros

Nesta se¢ao serao apresentados dois métodos de estimacao que contornam o
problema da dificil representagao de uma férmula fechada para a funcao de densidade
da variavel a-estavel. O primeiro método apresentado depende apenas dos quantis e

o segundo é derivado a partir da funcao caracteristica.

A primeira contribuicdo nos métodos de estimagao dos parametros para a
distribuicao estével foi de Fama e Roll (1968). O método era baseado nos quantis e

restrito as distribuigbes a-estaveis simétricas (8 = 0, u = 0) quando « > 1. A extensao
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deste método para a estimacao de todos os quatro parametros de uma variavel a-

estéavel foi proposta por McCulloch (1986). Neste método, sdo definidas as quantidades

_ q.95 — 405
“ 475 — (425

Q95+ qos — 2q5
Vg = .
4.95 — q.05
Observe que as quantidades v, e vz nao dependem de o e 1. A estimacao dos parame-
tros o e [ é realizada a partir da comparacao dos valores tabelados para as respectivas

quantidades teodricas. A estimacao do parametro de escala o deriva da quantidade

_ q.75 — (.25
—

(e

Esta quantidade foi tabulada como funcao de a e 3, entao

drs —qa2s
Vo (&, 0)

O parametro de locacao é o ultimo a ser estimado. Considere a seguinte transformagao

o=

para o parametro de escala

¢ p+ Botan TF, se a # 1,

W, se a = 1.

A quantidade
C—qs

Vr =
¢ g

~

foi tabulada como funcao de a e 3, entao 6 =4qs5+ 6V<(d,3) e

Os estimadores apresentados sdo consistentes e tem boa precisao (ADLER et
al., 1998). Porém, a estimagao é restrita para o € [0.6,2] e § € [—1,1]. O préximo
método de estimacao é baseado na fungao caracteristica, onde Press (1972) propoe
diversos métodos de estimacao utilizando a funcao caracteristica amostral, definida
para uma amostra aleatéria de tamanho n por

o(t) = exp(itz;). (2.6)

1

n

S|

J

O método exposto em Press (1972), tem simples aplicagdo mas depende da escolha

apropriada dos valores de t. Em Koutrouvelis (1980), foi proposto um procedimento
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diferente utilizando a funcao caracteristica. Observou-se que ao aplicar a fung¢ao lo-

garitmo na funcao caracteristica temos:
. . T
In¢(t) = —|ot|* + ¢ |ut + |ot|sinal(t) 5 tan 2} , para o # 1.

Este resultado ¢ separado em parte real e imaginaria,

R [In (1) = —olt|® e S [Ine(t)] = ut + |ot|*sinal(t) B tan %
Em seguida é calculada a fungao caracteristica empirica (2.6), R [ln é(t)} e {ln &(t)} :
A estimacao dos parametros é obtida ao fazer uma regressao das partes imaginarias e
reais da funcao caracteristica empirica. Os pontos nos quais a fungdo caracteristica é
calculada sao determinados com base em uma tabela proposta pelo autor. Este método
foi aprimorado em Koutrouvelis (1981) por meio de uma regressao GLS iterada onde

as covariancias dos erros da regressao fazem parte do peso.

2.5 Processos ARMA com inovacoes a-estaveis

Na Segao 1.2 do Capitulo 1, foi apresentado um processo ARMA(p,q) gaus-
siano. Geralmente, as inovac¢oes propostas para o processo ARMA sao distribuicoes
em que a; é ndo-gaussiana com variancia finita e a probabilidade de assumir valores
extremos baixa (o uso da distribuigdo t-student, por exemplo). Neste trabalho sera
proposto o processo ARMA com inovagoes a-estaveis, com o objetivo de conseguir

melhor ajuste para séries com caudas pesadas.

O processo ARMA(p,q) com inovagoes a-estaveis é definido por:
Xe =1 Xyoy — - = 0p Xy p = ay + Ohag—y + - + 0ya, (2.7)

onde {a;} ~ S,(0,8,1) e supomos que as inovagoes a;’s sao i.i.d com 0 < a <

2. As distribuigoes finito-dimensionais das variaveis X;’s dependem dos coeficientes
¢1a¢27"'7¢p € 91a927"'79q'

Considerando a equagao (2.7) com coeficientes reais ¢o, ¢1,¢a,..., P, 0o,

01,0, ...,0,, estes podem se escritos na forma dos polinémios
B(2) = 1~ bz — o2 — o — G2,
O(2) =1+ 012+ 092° + - + 0,29,

onde z é uma varidvel complexa. O processo ARMA(p,q) com inovagoes a-estaveis

da equagao (2.7) pode ser expressado por:

O(B)X, = O(B)as, n= ...,—1,0,1,..., (2.8)
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onde B é o operador retroativo, ou seja, B/ X; = X;_;. No caso do modelo gaussiano,
solucionamos a equacao (2.7) mostrando que X; = ®(B)"'O(B)a; é bem definido.

Naturalmente, supomos que os polinémios ®(z) e ©(z) nao tem raizes comuns.

O Teorema a seguir mostra que, assim como no caso gaussiano, a solucao de
um processo ARMA com inovagdes a-estaveis existe se, e somente se, as raizes do

polinémio ®(z) nao pertencem ao disco unitario {z : |z| < 1}.
Teorema 2.2. A equagdio (2.7) tem solugdo dnica na forma

_0B) &
X, = 3(B) a; = jzocjat_j, (2.9)

para todo t € Z. Onde os coeficientes c;’s satisfazem |c;| < Q™1, Q > 1, se e somente
se as raizes do polinomio ®(z) ndo pertencem ao disco unitdrio {z : |z| < 1}. Dizemos
entao que a sequéncia {X;,n € Z} é estaciondria e a-estdvel. Os c¢;’s sdo coeficientes

o(B)

da expansdo de séries q)gg;, 12| <1

Dem. Suponha que ®(B) nao tenha raizes em {z : |z| < 1}. A fungao

é, portanto, analitica no disco {z : |z| < R}, onde R > 1 € o raio de convergéncia da
série C(z) = 3252 ¢;27. Dado que 1/R = limsup,_, . |¢;|"7, para qualquer 1 < Q < R,
lcj| < Q77 eventualmente. Usando a relagio ®(2)C(z) = O(2), na qual é vdlida para
2] <1, e o fato que a série Y32, c;27 converge absolutamente para |z| < 1, temos o

sequinte sistema de equagoes:

Co = 17

c1 — ¢ico = 01,

Cy — 101 — Pacy = 0, (2 10)
Cq — ¢1Cq71 - ¢20q72 — ¢q00 = 9(17

Cs — ¢lcs—1 - ¢2Cs—2 - ¢SCO = Oa $>dq,

considerando que ¢; = 0 se i > p. A partir de (2.10) temos que os coeficientes c;’s
sao reais e dado que |c;] < Q7 eventualmente, o processo (2.9) é bem definido e, de

fato, converge absolutamente quase certamente.

Para averiguar que o processo (2.9) com os coeficientes c;’s definidos unica-

mente pelo sistema de equagoes (2.10) satisfaz (2.7), basta utilizarmos a relagao (2.10)
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e o fato de que o processo (2.9) converge absolutamente quase certamente. Rearran-

jando os termos da forma

[e%¢] 0 0
Z Citi—j — 1 Z Cjt—1—j = ... — Pp Z Cjt—p—j
=0 7=0 J=0

produz (2.7).

Para provar a convergéncia, supomos que o sistema de equagées (2.7) tem
solug@o tinica na forma (2.9) com os coeficientes ¢;’s satisfazendo |c;| < Q™7 eventu-
almente para algum @ > 1. Queremos mostrar que ® # 0 para |z| < 1. Considere a

Ve . _ o0 y . ~ . .
série C(z) = > 202! que, sob as condigoes citadas anteriormente, converge absolu-

tamente e uniformemente no unitario {z : |z| < 1}. Definindo

O(2) = 0(2)C(2) = Y 0,27, |2| < 1 (2.11)
j=0
obtemos
9~0 = Co,
~ (2.12)
095 :CS—(Zﬁle,l—"'—QﬁSC(), S Z 1.

Uma vez que, para qualquer t, a série 3272 cja,—; converge absolutamente quase cer-

tamente, (2.7) e (2.12) implicam
Z Qjat_j = Xn — ¢1Xn—1 — = gprt—p = Zéjat_j, (213)
=0 =0

quase certamente, que por sua vez, gera QNJ- =0; paraj =0,1,--- ,qe éj = 0 para
j > q. Entio ©(z) = O(2) e, sequndo a Definicio (2.11),

o(B)
c) lz| < 1.

Como C(z) é limitada por {z : |z| < 1}, ®(z) = 0 implica O(z) = 0. Mas ®(z) e

©(z) ndo tem raizes em comum, entio ®(z) # 0, para todos |z| < 1, provando a

O(2) =

convergéncia. l

Como consequéncia imediata do Teorema 2.2, notamos que o processo {X;}
¢ uma combinacao linear de variaveis aleatorias a-estaveis, portanto, também tem
distribuicao a-estavel com mesmo indice de estabilidade. Se os coeficientes ¢;’s sao
reais e satisfazem |¢;| < cQ ™7, para algum ¢ > 0 e Q > 1, dizemos que o processo

{X.} é estritamente estacionaria e a-estavel.
Os coeficientes c¢;’s sao obtidos através da identificacdo dos coeficientes de
C(z) = X320 ¢;2' com os da expansao da série ©(z)/®(z). Este procedimento é o

mesmo do caso gaussiano.
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O processo ARMA(p,q) é invertivel se existe uma sequéncia de constantes

~ o |x oo _ A
{¢;} tal que 372, (6] < oo e 32206 Xyj = a;, n € Z, onde a convergéncia em
probabilidade é verdadeira. Escrever uma série na forma invertivel é particularmente
util, pois permite que a série X; seja expressa em funcao das observagoes anteriores

X, j <t. O Teorema a seguir fornece a condigao para invertibilidade.

Teorema 2.3. Suponha que as raizes de O(B) estdo fora do disco unitario {z : |z| <

1}. Entdao o processo ARMA(p,q) é invertivel, ou seja,

(e e]
a = &Xi

J=0

onde n € Z e ¢;’s sao coeficientes da expansio de série O(z)'®(z), |z| < 1.

As condigoes de invertibilidade e estacionariedade do processo ARMA com
inovagoes a-estaveis sao basicamente iguais as de um processo gaussiano, porém, a
identificacdo da ordem e estimacao dos parametros do processo ARMA com inovagoes
a-estaveis requer a adogao de métodos que levem em consideragao a variancia infinita
e a dificil representacao da funcao de densidade da distribuicao estavel. As solugoes

para contornar estas adversidades serao apresentas nos capitulos a seguir.
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3 Identificacdo da ordem para ARMA(p,q)

com inovacoes a-estaveis

No Capitulo 1 foi apresentado o método para identificacao da ordem para um
modelo ARMA gaussiano. No caso dos processos ARMA com inovagoes a-estaveis
o momento de segunda ordem nao existe para a < 2, portanto a FAC e FACP
nao estao definidas. Neste caso, a principal ferramenta para identificar a ordem sao
as fungoes de codiferenca e codiferenga padronizada, medidas de dependéncia para
processo estacionario proposta por Kokoszka e Taqqu (1994) e Yang et al. (2001), com
o auxilio dos critérios de informacao AIC e BIC. Apresentamos na Secao 3.1 estas
medidas de dependéncia e suas propriedades. Em seguida, na Secao 3.2 abordamos
a possibilidade da utilizacao da funcao codiferenca na identificacdo da ordem dos

modelos.
3.1 Funcao codiferenca

3.1.1 Definicao

A funcao codiferenga é proposta em Kokoszka e Taqqu (1994) e Yang et al.

(2001) segue a expressao abaixo:

T(k) =71(s, — s;k) = — In Eexp{is(Xypr — Xy)} + In Eexp{is Xy}

(3.1)
+ In Fexp{—isX,},

onde seRe k € Z.

Devido a equagao (3.1) ser calculada a partir da funcao caracteristica, temos
que a funcao codiferenca existe para todo valor de s, nao sendo necessario que os
momentos de { X;} sejam finitos. Uma propriedade bastante importante e interessante
estd no fato de que no caso gaussiano a fungao de codiferenca é proporcional a fungao
de covariancia:

7(s, — s;k) = —s*°Cov( X4, X;) = —5°v(k).

A funcdo codiferenca padronizada I(k) segundo Rosadi e Deistler (2011) é

definida por:
7(s, — s; k)
(k)= ——=. 3.2
( ) T(Sv - S5 O) ( )
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Vale a correspondéncia I(k) = p(k) no caso gaussiano, onde p(k) é a fungdo de
autocorrelagdo. Note que, em geral, 7(—k) = 7(k)*, onde 7(k)* é o conjugado de
T(k).

A partir da Propriedade 2.10.5 em Samorodnitsky e Taqqu (1994), a codife-

renga padronizada (k) varia nos intervalos:

0<I(k)<1l sel0<a<l,
1-2'<I(k) <1 sel<a<2

Observe que para a = 2 o intervalo de I(k) coincide com intervalo de p(k), —1 <
p(k) < 1.

A estrutura de dependéncia da fungao codiferenca (3.1) é explicada pelo Teo-

rema a seguir.

Teorema 3.1. Considere dois processos ARMA (p,q) independentes,{ X;} e {Y;}, com
0s mesmos parametros de distribuicao. Se {X;} tem mais autocovaria¢io que {Y;},
digamos, 1®) (s, — s;k) > IW (s, — s;k) para todo k, entdo o processo {X,} ¢ menos

autodependente que {Y:}.
Dem. Primeiramente considere

e =—InE {eis(Xt_Xt—k)] ev=—InE {eis(yﬁ_y’f"“)} . (3.3)
I@ (s, — s;k) > IW(s, — s; k) se, somente se

—InE [eiS(Xt—Xt—k):| +InE [GZ‘SXti| +InE [e—ith_k)} >
—hhE [eism_yt"“)} +hnE [eisy’f] +InE [e‘iSYt—k)}

e portanto de (3.3) seque que

Mk = Vg
ou
pp v > 1. (3.4)
Observe que Xt_:k(t"“ e Yt_:}:t"“ tem a mesma distribuicdo, desse modo, para todo ¢ > 0
temos
Xi— X c
P(X,—X,_4| >c)=P <|t““ > )
HE HE
Y, - Y
_p ( Yi— Y| C)
Vg 223
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A desigualdade acima significa que Y; e Y;_y tem menor probabilidade de serem dife-
rentes do que Xy e X;_. Concluimos assim que o processo {Y;} € mais autodependente

que o processo {X;}. B

3.1.2 Estimacao

A funcao codiferenga pode ser estimada a partir da funcao caracteristica em-
pirica proposta por Yu (2004). Dada uma amostra X, Xs, ..., Xy, o estimador para
a funcao codiferenga no lag k € Z e s € R é definida por (ROSADI, 2007):

N —k

7(s, — s; k) = I

X [—Ilng(s, — s;k) +Inp(s,0;k) + Inp(0, — s; k)] (3.5)
em que u,v € R e
N — k)13 expli(uXipp +vX ara k > 0
bl k) = ( ) 1N expli(uXiy +vXy)} parak > (3.6)
(N + k)" 125 expli(uX,—, + vX;)} para k <O0.

Consequentemente, o estimador de (k) é dado por:

. 7(s, — s; k)
I(s,—s;k) = ——+—~. 3.7
e &7
A estimacao da funcao codiferenca ocorre de maneira discreta, ou seja, é cal-
culado o valor da func@o codiferenca em r pontos s; < sg < -+ < s,., onde s; € R,
s; #0,7=1,...,r. Definimos os vetores s = [sy, ..., s,],

7(8,k) = [7(s1, — s15 k), 7 (52, — 82: k), o0, (50, — 505 K)] T e
j(S,k’) = [f(Sl, — 515 k)) j<82a — 52; k)’ EaS) ]A(ST, — Sr; k)]T

Os vetores 7(s,k) e I(s,k) sio denotados por vetores de funcao codiferenca e co-
diferenga padronizada, respectivamente. Note que, pela unicidade, o fator /(N — k)/N
na equagao (3.5) pode ser substituido por um, assim como o denominador (N — k)
em (3.6) pode ser trocado por N sem prejudicar as propriedades assintdticas do esti-
mador. Note ainda que 7(—k) = 7(k), possibilitando que a anélise seja restrita para
o caso k > 0. Outros dois estimadores semelhantes para a fungdo codiferenca foram
propostos em Yang et al. (2001) e Hong (1999).

3.1.3 Propriedades assintéticas do estimador

Para os teoremas a seguir, considere o processo linear estacionario univariado

{Xi,t € Z}, onde Z denota o conjunto dos niimeros inteiros, dado por:

Xt = Z CiQp—j, (38)
7=0
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atendendo as condigoes:

(C1) Os coeficientes ¢;’s sdo reais e satisfazem |¢;| < Q77 para algum ¢ > 0, Q > 1;

(C2) As inovagoes a;’s sao i.i.d. com distribuicdo a-estével simétrica, isto é, a; tem

funcao caracteristica na forma
E [exp (isa)] = exp (—o®|s|?).

Sob estas condigoes, a desigualdade 2759 |¢;|* < oo é mantida e a soma infinita (3.8)
é bem definida no sentido da convergéncia quase certa. Além disso, o processo {X;}
é SafS estritamente estacionario com indice de estabilidade a e pardmetro de escala

ox = 0(X72 |c;]) /%, segundo o Teorema 2.2.

Em particular, a funcdo codiferenca 7(k) para um processo linear (3.8), sob
as condigoes (C1) e (C2), é dada por (KOKOSZKA; TAQQU, 1994):

7(k) = o%Is|” | D_(lejun — ¢ = el = | —¢5") |, & = 0. (3.9)
=0
Note que sob as condig¢oes (C1) e (C2), a func¢do codiferenga padronizada (3.2) nao

depende da escolha de s.

As propriedades assintéticas da codiferenca amostral estao resumidas nos dois

teoremas a seguir.

Teorema 3.2. Seja {Xi,t € Z} um processo estaciondrio linear (3.8) satisfazendo
as condigoes (C1) e (C2). Paras € R", s; #0,i=1,...,r, k€ {0,1,2,...} a codi-
ferenca amostral 7(s,k) e a codiferenca amostral padronizada f(s,k:) sao estimadores

(fracamente) consistentes para 7(s,k) e I(s,k), respectivamente.

A demonstracao do Teorema 3.2 pode ser consultada no Apéndice A. A distri-
buigao assintética da fungao codiferenga amostral (e fungao codiferenca amostral pa-
dronizada) do processo linear (3.8) pode ser derivada usando Teorema Limite Central
para fungoes caracteristicas empiricas, (HESSE, 1990). Para facilitar, vamos dividir

a funcao codiferenca amostral em parte real e imaginaria:

§R7A'<S,k) = [§R7A—(517 — 813 k)? R %%(Sry — Sr3 k)]T

%%(SJC) = [%%(817 — S1; k)7 R %%<ST7 — Sy k)]T
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Como 7(s, — s;0) é sempre real por defini¢do, temos portanto

ER7A'(<5‘1, — 513 k’)/f(sh — S1; O)
3%’(52, — S2; k)/%(527 — S2; O)

R7(s,k) = _ ,
R7(Sr, — Sr1 k) /T(Sr, — 513 0)
e
ST (s1, — s15k)/7(s1, — 5150)
ST (59, — s9; k) /T(S2, — S2;0
N L)

ST(8p, — 3 k) /T (8, — 815 0)

O Teorema a seguir apresenta um resultado sobre a distribuicao assintdtica da
funcao codiferenca padronizada amostral. A demonstracdo do Teorema 3.3 pode ser

consultada no Apéndice B.

Teorema 3.3. Seja {Xi,t € Z} um processo estaciondrio linear (3.8) satisfazendo
as condigoes (C1) e (C2). Entao para k € {1,2,...},

RI(s,1) RI(s,2) RI(s,k) !
SIs,1)) 7 \Si(s,2))° To\S(s k)

LI\ (n1@)  (LIm\] N
Lo )7\ 10 )’ ’ 1,0 ’

Onde AN ¢ a notagdo para indicar que a varidvel seque distribuicao normal assin-

tem distribuicao

AN

toticamente. A matriz de variancia e covariancias W € dada em (B.19) e [, =
1,1,....1]7 e R".

O Colorario 3.1, a seguir, trata-se da aplicacdo do Teorema 3.3 no caso de
observagoes i.i.d..

Colorario 3.1. Seja {X;,t € Z} uma sequéncia i.i.d satisfazendo a condi¢cio a; é

1.1.d. com distribuicdo a-estavel simétrica. Entao para k € 1,2,. ..

RI(s,k) ~ AN(0,N"'W,) (3.10)

S (s,k) ~ AN(0,N"'W,y), (3.11)
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onde os elementos (i,j) das matrizes W1 e Wy sdo dados por

W1(17]> - &7 WQ(/l?.]) = 7‘7727.] - 17"'7T7
Gij Gij
onde ]
o sl s 1 —Isi—s1) { o (Isil ;1 ~Isi—s1%) _ 1}
i =€ e
fij 5
I (O P e ) {1eoa<si|a+|sﬂ|si+s]~|a> _ 1} 1
2 9
« « « «@ ]- « « (e «@
hy; = sillsyl2=lsi=s| ){ea (Isil+ls; 1 ~lsi—s;1%) _ 1}
7 2
o (sl s —lsitsg ) {1 _ 1eaa(si|ﬂ+|sjﬂ|5i+s]~|a>}
2
€

gij = 4077 |si]*[ ;]

A demonstragido pode ser consultada no Apéndice C.

3.2 Funcao codiferenca na identificacao da ordem

O segundo momento nao definido para o < 2 é a principal diferenga entre o
processo ARMA a-estével (2.7) e o ARMA gaussiano. Sem o segundo momento finito,
a funcao de autocorrelacao populacional nao esta definida para o processo ARMA a-
estavel, porém, as fung¢oes de autocovariancia e autocorrelagdo amostrais estao bem
definidas para qualquer conjunto de observag¢oes. Em Davis e Resnick (1986) mostra-
se que para modelos lineares com variancia infinita, a FAC amostral converge e, se
padronizada corretamente, tem uma distribuicao limite. Um exemplo de fun¢ao limite
pode ser consultada em Adler et al. (1998), onde os autores mostram que para um
processo linear MA(q), X; = >7_q1ja,—;, com inovagoes SaS iid., a < 2ek > g,

vale

q 1/a
(n/n(n))*(5(k) = p(k)) = (1 T2 !p(j)!a) G1/Go, (3.12)

onde p(k) = Sp=F X;Xjun/ iy X7, p(j) = Ti0 (X — X) (X — X)/ i (X -

X )2, para k = 1,2, .... e Gy e G sdo variaveis aleatérias independentes com distribui-
cao Gy ~ SQ/Q(C;/zz/a,l,O) e G ~ Sa(C’Ojl/a,O,O), sendo

l—«
0. = | Teajeos(5) se a 7 1,

3 o

se o = 1.

Motivado pelo resultado em (3.12) Rosadi (2007) desenvolveu um método
semelhante para identificacdo da ordem para casos de processos médias mdveis com

variancia infinita.
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Outras estratégias eram utilizadas para identificacao da ordem para processos

médias moveis puros com varidncia infinita considerados na literatura:

1. Segundo Rosenfeld (1976), caso o pesquisador desconhega o fato de que os dados
sao originados de um processo com caudas pesadas, a técnica utilizada sera o
plot do grafico da FAC amostral em varios lags e comparar com os quantis
1,964/n da distribuigdo normal.

2. Segundo Adler et al. (1998), o pesquisador deve plotar o gréifico de p(k), =
(n/In(n))*p(k) em varios lags e comparar com quantis 2,5% e 97,5% da dis-
tribuicao de G1/Gy.

Além dos recursos acima, algumas generalizagoes da fungao de autocovariancia
foram sugeridas na literatura. Por exemplo, Samorodnitsky e Taqqu (1994) propu-
seram a autovariacdo e a funcao de codiferenca, esta pode ser encontrada também
em Kokoszka e Taqqu (1994), e a func¢do dinamica apresentada por Janicki e Weron
(1993). Neste trabalho, a fungdo codiferenca serda a medida utilizada para mensurar

a dependéncia do modelo com inovagoes a-estaveis.

A utilizacdo da funcao codiferenca é estendida para identificacdo da ordem
de modelos ARMA com inovagoes a-estaveis em Rosadi e Deistler (2011). O método
dos autores funciona de forma semelhante ao apresentado no Capitulo 1 utilizando a
FAC amostral. Mas antes de seguir com o método, é preciso fazer algumas observagoes
sobre a funcao codiferenca e a codiferenca amostral. A partir da equacao (3.9) e o fato
de que todos os coeficientes ¢;’s sao nimeros reais, temos que a fungao codiferenca esta
definida no conjunto dos niimeros reais apesar do seu estimador (3.5) estar definido
no conjunto dos nimeros complexos. Como o estimador de I(k) é consistente, uma

possibilidade é usar somente a parte real do estimador.

Outra diferenca entre a funcao codiferenca padronizada e seu estimador é que
este depende do vetor s = {sy,...,s,}. Aparentemente, f() ¢ definido para todo
s > 0, contudo, em caso de amostra finita, a precisao do estimador dos valores

populacionais depende da escolha de s (ROSADI; DEISTLER, 2011). No Capitulo 4

sera discutido com mais detalhes os critérios para a selecao dos valores de s .

A identificacdo da ordem para processos ARMA com inovacoes a-estaveis é
realizada a partir do grafico da parte real de [ (k) com o intervalo de confianga calcu-
lado a partir da distribuicdo definida em (3.10). Consideramos que a parte real de I(.)
é “aproximadamente zero” para os valores dentro do intervalo de confianca, a partir
de certo lag. Entretanto, este método de identificacao da ordem apresentado nao deve

ser interpretado da mesma forma que os resultados de um processo gaussiano, dado
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que tanto a funcao codiferenga como a FAC para processos com variancia infinita nao

tem uma base tedrica sélida que justifique a utilizagdo das mesmas (ROSADI, 2007).
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4 Simulacoes

Iniciamos este capitulo apresentando as ferramentas disponiveis para a simu-
lacao de uma variavel aleatoria a-estavel. Embora estimar os parametros de uma
distribuicdo a-estavel nao seja uma tarefa simples, a simulagdo se da de maneira
bastante direta segundo a técnica de Weron (1996). Além do algoritmo para a simu-
lacao, o autor apresenta a demonstragao da igualdade da lei das variaveis a-estaveis e
da transformacao nao-linear das variaveis independentes uniforme e exponencial. Em
seguida serao apresentadas algumas consideragoes praticas, idealizadas em Rosadi e
Deistler (2011), sobre o estimador da fungao codiferenca (3.5), dos quais os resultados
de simulagoes de Monte Carlo direcionam a escolha dos pontos do vetor s a fim de

obter a melhor estimativa para a funcao codiferenga (3.1).

4.1 Simulacao de uma variavel aleatéria a-estavel

A funcao caracteristica da varidvel aleatéria a-estavel apresentada na equagao
(2.5) esté escrita na forma candnica, entretanto, esta representa¢do nao é continua

nos pontos @ = 1 e § # 0. Entretanto, Zolotarev (1986) estabelece,

i+ fo*tan & se a # 1,
H1 = ’ (4.1)
W, se a =1,

resultando na expressao

it — o®[[t]* —itB(jt]* ™t — 1) tan B2, se o # 1,

(4.2)
ipnt — olt|[1 + 32 sinal(t) In [¢]], se a =1,

Inpx(t) =

que é conjuntamente continua para « e 5. A desvantagem desta formula é que p; nao
pode ser interpretado como parametro de locacao. A Definicdo 4.1 representa uma
outra forma de expressar a funcdo caracteristica, cujo uso pode ser justificado por
consideragoes de natureza analitica (ZOLOTAREV, 1986).

Definicao 4.1. Dizemos que a varidavel aleatoria X é a-estdvel se somente se sua

funcao caracteristica é dada por

tut — oS |t|* exp{ife sinal(t)Z K ()}, sea #1,
() = 4 ¥ §1t|* exp{ife sinal(t) 3K ()} # (43)

ipt — oa|t|[5 + By sinal(t) In [t|], se =1,
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onde

Q, sea <1,
Kla)=a—-1+ sina(l —a) =
a—2, sea>1.

(4.4)

Os parametros oy € Py estao relacionados aos o e B da equagio (2.4) da se-

guinte forma: Para o # 1, By € de tal modo que

tan (ﬁg WK;”) = [tan %, (4.5)

e 0 novo parametro de escala

1/(20)
Oy =0 (1 + (% tan? ﬂ;) : (4.6)

Paraa=1, =7 60‘22%0'.

A representacao da integral da funcao densidade de probabilidade para to-
dos os valores dos pardmetros « e  dada em Zolotarev (1986) serd apresentada na

Proposicao 4.1.

Proposicao 4.1. (ZOLOTAREYV, 1986, Nota 1, pdg 78). Sejam

e(a) = sinal(l — a),

Ol o) = 1= 1(1+ B (0)/0) (1 +€(a),

a/(l-a
U = (2600 =) )7 costy — aly = 20))
ol o cos 7y cos 7y

0 1
Ur(11, B2) = 2;;86727 exp <ﬁ2 (;T + Bw) tan 7) :

Entio a fungao de distribuicio F(x,a,f2) de uma varidvel aleatdria estdvel padro-
nizada, cuja fungao caracteristica seja descrita pela equagio (4.3) pode ser escrita

como:

e Sea#1ex>0 entao

F(xaaaBQ) = C(O./, EQ) + /y exp{_xa/(l_a)Ua(77 ’70)}d77 (47)
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e Sea=1 e[y >0 entdo

F(z,1,5;) = 71r/2 exp{—e’waUl('y,[)’g)}d”y. (4.8)

Wl

Oscasos a # 1, x < 0 e a =1, s < 0 podem ser reduzidos para os casos cor-

respondentes o # 1, z > 0e a =1, B3 > 0 com o auxilio da seguinte igualdade:

F(=z,0,8) + Fl,, — B) = 1, (4.9)

que é valida para as duas representagoes da variavel estavel, (2.5) e (4.3), para qual-

quer z real e quaisquer parametros admissiveis « e 5 (ou ).

A complexidade em relagao ao problema da simulacdo de uma sequéncia de
variaveis aleatorias estaveis esta ligada ao fato de nao existir uma expressao analitica
para a inversa da func¢ao de densidade. As tinicas excegoes sao para os casos especificos
em que, a depender dos parametros, a funcao de distribuicao da a-estavel coincide com
as distribuigdes Gaussiana, Cauchy e Lévy. A solucao para o problema foi publicada
no artigo de Kanter et al. (1975), onde o um método direto de simulagdo geravam
varidveis aleatérias S,(1,1,0) para o < 1. Chambers et al. (1976) foram os primeiros a
descrever as formulas. Entretanto, eles nao deram as demonstragoes, apenas indicaram
o artigo de Zolotarev (1966) onde as expressoes (4.7) e (4.8) podem ser encontradas. A
falta destas demonstracoes explicitas acarretou em algumas imprecisoes na literatura.
Weron (1996) esclarece esta situagao e apresenta as demonstragoes e o algoritmo para

a simulagao de um variavel aleatoria a-estavel.

Lema 4.1. Sejam vy e Uy(7y,7) definidos sequndo a Proposi¢io 4.1. Para o # 1 e
Y <7y <5, X éumav.a. com distribuicio S,(1,82,0) (de acordo com a representagio

(4.3)) se somente se para x > 0,

1 (% . PO<X<zx), sea<l,
7/ exp{—2*“" VU, (y,7)}dy = (4.10)
T Jvo P(X > ), se a > 1.

Dem. Parte 1: Para 0 < o < 1. A partir de (4.7) temos que
F(‘Taa762>:P(X§x>
11— 1 /2
= 62 + = /2 eXp{_xa/(ail)Ua(’ya’yO)}d’}/
2 T Jv0

15
2

+ P(0 < X <ux),

como a < 1, 1_252 = P(X <0) (ZOLOTAREV, 1986, Nota 2, piag 79).
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Parte 2: Quando 1 < o < 2. A partir de 4.7 temos que
F("L‘7O~/762) = P(X S .ZU)

1 7%
=1- f/ exp{—2*/ DU, (v, v) }dvy
T Jy

0

=1-P(X > ).
u

Teorema 4.1. Seja vy definido como na Proposicio 4.1. Seja v uniformemente dis-

tribuida no intervalo (-7, %) e seja W uma v.a. independente com distribuicio expo-

nencial de média 1. Entao

e para o # 1
l1—a)/a
_sena(y =) [cos(y — a(y —70) "
X = (4.11)
(cosy)l/« w
seque a distribuicio S, (1,82,0) e
e para o =1
X <W+ﬂ )t Byln [ D087 (4.12)
=(= any — (3 1n .
5 27 g 2 %Hi’w

seque a distribui¢ao S1(1,3,0)

para a representacao (4.3).

Dem. Quando v > 7y, entdo o lado direito de (4.11) € positivo e pode ser expresso

por
(1—a)/«
a(v)
4.13
() (1.13)
onde )
v coS 7y

Para 0 < a < 1: A equagao (4.11) implica que X > 0 se somente se v > 9. Dado
que ITT"‘, podemos escrever
PO<X<x)=PO0< X <z,7>)
(0 < (a(y)/W)H=* <y > )
(W > 2/ Va(y),y > 7)

= E”/ exp{_xa/(a_l)a(’y)}](’y>'yo)

1 3 a/la—
= | “exp{—2*/*Va(y)}dy.
T Jyo
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A partir do Lema 4.1 e (4.9) concluimos que X ~ S,(1,532,0).
Para 1 < a <2: Dado que O‘T_l, para x > 0 podemos escrever

X >x,9> %)

(a(y) /W)= > 7 > )
(W/a(y) @ > 2,9 > )
W >z Va(y),y > )

PG

A partir do Lema 4.1 e (4.9) concluimos que X ~ S,(1,52,0).

Para o = 1. Quando 2 = 0, o lado direito de (4.12) se reduz a T tan~y e segue

uma distribuicio Cauchy (sequndo a representagio (4.3)). Quando Ps # 0, pode ser

B In <a1<7)> , (4.15)

expressa por

%74
onde

x 1
ay(y) = 2(;(;%7 exp <ﬁ2 (;T + Bﬂ) tan ’y) : (4.16)

Temos que para P > 0,

P(X <) = P(B2In(a1(v)/W) < z)
= P(W > e /Pay(v))
= Byexp{—e"7ay(7)}

1 3 .
== [ exp{=eay(y) .
2

A partir de (4.8) e (4.9), concluimos que para todo B3, X ~ S,(1,52,0). Com

18so a demonstracao esta completa.
[ |

A partir da aplicacao do Teorema 4.1 podemos apresentar um algoritmo para
simulagdo de uma varidvel aleatéria X ~ S,(1,3,0) de acordo com a representacao

(2.5). Desse modo, para a € (0,2] e € [—1,1], os passos sao:
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e simular uma v.a. V ~ U (—g,g) e uma v.a. W com distribuicao exponencial

independente com média 1.

o para « # 1 calcular:

(I-a)/a
sen (a(V + Bag)) cos(V —a(V + Bag))
X =25, : ’ (417
Che (cos V)1/e % %4 ( )
onde o
B . _ arctan(/3 tan %)
a,f a
1/(20)
Sap = {1 + 3? tan® W;} :
e para a = 1 calcular:
2 |(m W cosV
X=—|(= t —Bln|2—0n+—||. 4.18
W[<2+BV> anV 6n<g+5v )] (4.18)

A funcdo B, s ¢ encarregada pela mudanca de (5 para [ e substitui 79 em (4.11). E

a funcao S, g realiza a mudanga de oy para o.

A férmula (4.17) foi inicialmente apresentada por Janicki e Weron (1993), no
entanto eles descreveram as funcoes de transformacoes equivalentes a B, g e S, 5 de
forma incorreta e computacionalmente mais complicada, respectivamente. Além disso,
nao apresentaram uma férmula para o caso o = 1. Na simulagao de uma v.a. a-estavel
proposta por Chambers et al. (1976) uma férmula para a # 1, equivalente a (4.17) é
proposta para a representagao (4.3). Weron (1996) publicou uma corregao para essa
formula alegando que o logaritmo apresentava o valor gg[:;)‘s/v
%. Contudo, mais tarde, o autor publicou uma corre¢ao retratando sua colocacao
e informando que a férmula de Chambers et al. (1976) estava correta.

quando deveria ser

As féormulas indicadas acima permitem a simulacdo de variaveis aleatérias
a-estaveis padronizadas. Aplicando as Propriedades 2.2 e 2.3 podemos gerar uma

variavel a-estavel para todos os valores admissiveis de seus parametros o, o, 3 e u:

Se X ~ S,(1,5,0), entao

oX + u, se a # 1,

oX + %60’1110’-}-,&, se a = 1.

tem distribuigao S, (0o, 5, ).
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4.2 Resultados para estimativa da funcdo codiferenca

Um estudo de simulagoes é conduzido nesta secao e consiste na reproducao
dos resultados da Segao 3 de Rosadi e Deistler (2011). A apresentacao esta dividida
em duas partes: as consideracoes praticas que orientam sobre a escolha dos pontos
s = (s1,...,$,) para o cdlculo de uma boa estimativa de I(k) e os resultados referentes

a andlise de simulagoes Monte Carlo para varios cenarios.

4.2.1 Consideracdes praticas

Vimos no Capitulo 3 que a estimativa da fun¢ao codiferenca, I (.), é calculada
para cada valor do vetor s = (s1,...,5,) e a escolha do nimero de pontos, r, e
suas posigoes tem impacto na precisdo da estimativa do valor populacional de I(.).
De acordo com Koutrouvelis (1980) e Kogon e Williams (1998), para obter uma
boa estimativa da funcao caracteristica a partir da funcdo caracteristica empirica,
a localizacao dos pontos si,...,s, devem ser proximos de zero, mas nao iguais a
zero. Uma ferramenta para nos auxiliar na escolha do intervalo em que os valores de
§1 < 85 < -+ < s, devem estar consiste na construcio de graficos para RI (s,k) versus
s com valores entre 0,01 < s < 2 e alguns valores de k > 0. Estes graficos irao indicar

os intervalos para s onde o viés é menor.

A

Para exemplificar, calculamos /(.) para 10 séries simuladas do processo X; =
a;+cira;_1+coa;_o onde ¢ = 2, ¢ = 1,111 e as inovagoes a;’s sao i.i.d. com distribuigao
SaS com o = 1. Para os graficos da Figura 7 foram simuladas séries com 3 valores de

« e dois diferentes tamanhos de amostra: N=100 e N=1000.

Observa-se na Figura 7 que para valores pequenos de «, RI(s,k) tem com-
portamento mais instavel e quando o tamanho da amostra aumenta o efeito erratico
diminui. Podemos concluir que o estimador da fun¢ao codiferenca, ao que tudo indica,

depende do tamanho da amostra e do parametro a.

Nos graficos da Figura 8 foi simulado da mesma forma que os gréaficos da

Figura 7 com uma amostra de tamanho 1000, variando o parametro « e para os lags
k=1,2¢e3.

Observando os lags na estimacao de RI (s,k) percebe-se que o efeito erratico
sofre um leve aumento a medida que k£ aumenta, mas a reducao do a tem efeito maior
sob este comportamento. Com o auxilio dos graficos simulados, podemos concluir que
a escolha do intervalo de s é mais influenciado pelos pardmetros dos dados em si («
e tamanho da amostra) do que a escolha do lag k. Além disso, recomenda-se que o

limite inferior de s seja igual a s; = 0,01 e a escolha do limite superior, s,, seja até
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(1a) N= 100 (1b) N= 1000

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(1))

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(1))

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(1))

Figura 7 — Gréficos R1(s,k) versus s. Onde a = 2 (1a-1b), a = 1,5 (2a-2b) e a = 0,8
(3a-3b).

onde a grafico de R (s,k) versus s mantém comportamento retilineo.

Definido os limites para os valores de s, vamos discutir sobre o niimero pontos r
para produzir uma boa estimagcao de §Rf(5,k). Quando o = 2, temos que §Rf(s,k;) tem
comportamento relativamente suave, portanto, nao ¢ mais vantajoso escolher valores
de s;’s muito préoximos. Nos casos em que a < 2, o comportamento erratico de RI (s,k)
se intensifica a proporcao que « diminui, justificando a selecao de s;’s suficientemente

proximos. Rosadi e Deistler (2011) recomendam as seguintes distancias (d) entre s;’s:

Especialmente nos casos i.i.d., podemos mostrar que estas escolhas sao sufici-
entes, dado «, escolhendo a menor distancia entre os s;’s que nao reduz significativa-

mente o determinante da matriz de covariancias (3.10). Todavia, como o comporta-
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{1a) N= 1000 (1b) N= 1000 {1c) N= 1000

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(2))
Estimador Re(l(3))

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(2))
Estimador Re(l(2))

Estimador Re(l(1))
Estimador Re(l(2))
Estimador Re(l(3))

Figura 8 - RI(s,k) versus s nos lags 1, 2 e 3. Onde a = 2 (1a-1c), o = 1,5 (2a-2c) e
a = 0,8 (3a-3c).

se a <1, d=0,01,
sel <a<15, 0,01<d<0,05,
selhb<a<?2, 005<d<0,1,
se « =2, d=0,1 ou maior.

mento erratico da funcao codiferenga amostral é tipicamente relacionado ao valor de

«, na pratica nao é necessario conhecer o valor de «.

Os s;’s podem ser igualmente espagados, ou seja, s = (s; = 0,01,0,01 4+
i®=3', sy) para i = 1,2,...,7 — 2 ou com espagamento desigual desde de que sejam

suficientemente préximos de acordo com o comportamento de R1(s,k).

Note que ao decidir os valores de s;’s a estimativa de RI (s,k) é calculada para
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Figura 9 — Graficos de W (i,j) para s;,s; € [0,01,1] e alguns valores de a.

cada ponto, resultando no vetor §Rf(s,k) = [?Rf(sl, —s1;k), ..., §)‘EIA(5T7 — s k)T A
estimativa final de R/ (s,k) pode ser defina como uma média ponderada das estima-
tivas nos pontos si, ..., S,, ou seja, f(s7k:) =3, wi_f(si, — s;;k) onde Yo, w; = 1.
A principio, podemos utilizar a média simples, com w; = 1/r, ou a média ponde-
rada exponencialmente negativa, onde w; = exp(—s7)/ >, exp(—s3). No caso i.i.d.
obtemos, ao calcular a média das estimativas em diferentes pontos, que a variancia
do estimador sera menor ou igual a variancia calculada em um tnico ponto, como
pode ser observado na Figura 9. Isso mostra que para a = 2 nao existe diferenca,
em termos assintoticos, entre variancia e a estimativa de I (.) em um ou mais pontos,
enquanto para a < 2 a diferenca ¢é significante, especialmente quando « é pequeno.

Além disso, podemos concluir, a partir da Figura 9, que quanto menor o menor sera
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a covariancia entre os pontos. Para os casos de amostra finita, este fato é consistente
com o tipico comportamento erratico do grafico RI (.) para algumas amostras nao
i.i.d’s, como apresentado nas Figuras 7 a 8. Baseado nos resultados das simulacoes,
sugere-se que a escolha do nimero de pontos r ocorra da seguinte forma: para o = 2
(ou seja, para os gréficos de RI (k), K > 0 com comportamento suave), observou-se
que r = 1 é suficiente, enquanto que para o < 2 (ou seja, graficos de RI (k), k > 0 com
comportamento erratico), pelo menos dois pontos devem ser escolhidos, e o nimero
de pontos deve ser maior a4 medida que o valor de & diminui. E importante destacar
que a partir dos resultados da simulagao, observou-se que a precisao do estimador é

mais sensivel a localizagdo dos pontos do que a quantidade de pontos.

4.2.2 Resultados da simulacao

Para investigar o comportamento da fungao codiferenca para amostras finitas,
em particular sua dependéncia em relacao a escolha de s, foram realizadas diversas si-
mulagoes de Monte Carlo utilizando o software R Core Team (2014) versao 3.1.2 . Para
a simulacao da variavel aleatéria a-estavel foi implementado um algoritmo seguindo
a técnica de Weron (1996) descrita na Secao 4.1 e utilizamos a fungao arima.sim do
pacote Stats para gerar o modelo MA(2) X; = a; + c1a;—1 + ¢ — 2a;_5 com inovagoes

a-estaveis. Foram considerados quatro modelos nas simulacoes:

Modelo ¢ Co
M1 2 1.111
M2 -1 0.5

M3 0.55 0.05
M4 -04 0.7

De agora em diante cada um dos modelos serdao denotados pelas siglas M1,
M2, M3 e M4, respectivamente. Quando a distribuicao de a; é gaussiana, os modelos

M1 a M3 correspondem aos experimentos I, IT e III examinados por Bhansali (1983).

Para avaliar a performance do estimador, simulamos as séries temporais dos
modelos M1 a M4 para varios valores de o com ¢ = 1 e dois tamanhos de amos-
tra, N=100 representando uma amostra “pequena” e N=1000 considerada como uma
amostra “grande”. A codiferenca amostral foi calculada para os lags 1 a 3 e cada
experimento foi repetido T=1000 vezes. As Figuras 7 e 8 sugerem que RI (.) é menos
viesado no intervalo 0.01 < s < 0.5, embora o escolha do intervalo de s dependa do
parametro «. Para comparar os impacto da escolha dos pontos s Rosadi e Deistler
(2011) escolhe diferentes conjuntos de s; = {s1,...,s,},7 = 1,...,28. Foram consi-
derados conjuntos com pontos equidistantes e nao equidistante. Segue abaixo a lista

completa dos pontos escolhidos:
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s; = {0.01} s;5 = {0.01, 0.1, 0.2}
s, = {0.1} s;g = {0.01, 0.1, 0.5}
S3 = {02} Si17 = {001, 01, 1}
Sy = {03} S18 — {O]., 02, 03}
S5 = {05} S19 — {01, 03, 05}
Sg = {1} So0 — {001, 05, 1}

s; =4{0.01,0.1} sy ={0.1,0.5,1}

ss  ={0.01, 02} sy» ={0.1,02 0.3, 04,05}

sy ={0.01,05} sy ={0.1,02 ...,1}

sip = {0.01,1} sy = {0.01, 0.06, 0.1, 0.16, 0.21}
s;; ={0.1,02} sy ={0.01,0.02 ...,02}

s, ={01,05} sy ={0.01,0.02 ..., 0.1}

s;3 ={0.1,1} sy ={0.11,0.12, ..., 0.2}

S14 = {05, ]_} Sog = {05, 055, ey 1}

Para cada s; na repeticdo h = 1,...,T a estimativa final da funcao codiferenca
foi calculada como a média ponderada em cada ponto s;;,7 = 1,...,r;, denotada por
%f()zh = Xi wijﬂ?f(sij, — 843 )n, onde %f(s,-, — si;.)n € a parte real da funcao
codiferenca amostral da repeticao h em algum lag nos pontos s;;,j = 1,...,r;. Foram
utilizados como método de ponderacao das estimativas, a média simples e exponencial
negativa. Por questao de espaco, serd apresentado na Tabela 1 apenas os resultados
do M1, mas os resultados para os outros modelos podem ser consultados no Apéndice
D. Na tabela, foi registrado apenas os resultados para a melhor escolha de s, que foi
definida como os pontos que minimizam a soma do desvio médio absoluto (DMA)
das estimativas no lag 1 entre todos os s;’s apresentados. O DMA no lag k e s; é
definido por DM Ay, = £ 520, [RI(.)in — I(k)

erro quadratico médio (EQM) mas o resultado foi muito similar ao do DMA, por isso

.k =1,2 e 3. Foi calculado também o

nao sera apresentado.



Tabela 1 — Valores da funcio codiferenca I(.) e sua estimativa I(.) para séries simulada.

N o Método s 1(1) (1) MAD, 1(2) I*(2) MAD, I(3) I*(3) MAD;s
100 2 Simples {0.01,0.2} 0,67722 0,6631 0,0432 0,1782 10,1404 0,1031 0  -0,0383 0,1145
Exp.  {0.01} 0,6620 0,0434 0,1502 0,1032 0  -0,0244 0,1105

1,8 Simples {0.01} 0,64700 0,6617 0,0445 0,1924 0,1487 0,1002 0  -0,0371 0,1009
Exp. {0.01} 0,6563 0,0436 0,1491 0,1011 0  0,0400 0,0927

1,5 Simples {0.01,0.1,0.2} 0,59903 0,6123 0,0480 02134 0,1725 0,0786 0  -0,0273 0,0886
Exp.  {0.01,0.1,1} 0,5995 0,0468 02125 0,0722 0  0,0472 0,0828

1,3 Simples {0.01,0.06,0.11,0.16,0.21} 0,56554 0,5776 0,0499 0,2267 0,1858 0,0720 0  -0,0318 0,0803
Exp.  {0.01,0.06,0.11,0.16,0.21} 0,5746  0,0487 0,188 0,0742 0  0,0463 0,0777

1 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,51350 0,5100 0,0463 0,2267 0,1963 0,0714 0  -0,0298 0,0713
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,5107 0,0475 0,1960 0,0681 0  -0,0322 0,0724

0,8 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,47792 0,4734 0,0448 02501 0,2285 0,0548 0  -0,0296 0,0761
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,4677 0,0457 0,2270 0,0535 0  -0,0269 0,0763

0,5 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,42379 0,4064 0,0446 02481 0,2300 0,0616 0  -0,0182 0,0932
Exp. {0.01,0.02,...,0.1} 0,4077 0,0446 0,2243 0,0632 0  0,0428  0,0950
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Tabela 1 - Continuagao.

N o Método s I(1) [*(1) MAD, 1(2) [*(2) MAD, 1(3) I*(3) MAD;
1000 2 Simples {0.01,0.1,0.2} 0,6772 0,6749 0,0133 0,1782 0,1733 0,0330 0  -0,0045 0,0357
Exp.  {0.01,0.06,0.11,0.16,0.21} 0,6759 0,0131 0,1748 0,313 0  -0,0014 0,0367

1,8 Simples {0.1,0.2,0.3} 0,6470 0,6452 0,0156 0,1924 0,1891 0,0303 0  -0,0038 0,0352
Exp.  {0.1,0.2,0.3} 0,6459 0,0156 0,1808 0,0304 0  -0,0035 0,0350

1,5 Simples {0.1,0.2,0.3} 0,5990 0,5992 0,0167 0,2134 0,2086 0,0274 0  -0,0030 0,0358
Exp.  {0.1,0.2,0.3} 0,5983 0,0164 0,2102 0,264 0  -0,0035 0,0340

1,3 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,5655 0,5663 0,0160 0,2267 02233 0,0200 0  -0,0029 0,0259

Exp.  {0.1,0.2,0.3} 0,5642 0,0157 0,2230 0,0249 0  -0,0032 0,0441

1 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,5135 0,5136 0,0140 0,2432 0,2406 0,0179 0  -0,0043 0,0257
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,5135 0,0139 0,2411 0,177 0  -0,0044 0,0263

0,8 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,4779 04776 0,0137 0,2501 0,2487 0,0157 0  -0,0021 0,0226
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,4773 0,0132 0,2463 0,0182 0  -0,0034 0,0229

0,5 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,4238 04223 00131 0,2481 02455 0,0179 0 04223 0,0131
Exp.  {0.01,0.02,...,0.1} 0,4225 0,0133 0,2468 0,0186 0  0,4225 0,0133

Tabela com os valores de I(.) e sua estimativa I(.) a partir do processo MA(2), onde X; = a; + 2a;_1 + 1.111a,_5 para T = 1000

replicagoes em amostras de tamanho 100 e 1000. O processo a; é SaS para alguns valores de av e 0 = 1. Na tabela,
I(i) = FY RI(i);, e MAD; = DI )%_f(z)] - I(z’)’, i = 1,2, onde RI(i); é a estimativa no lag i da j-ésima repeticao.
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Como esperado, observamos que a precisao da estimagao é melhorada quando
o tamanho da amostra cresce. Além disso, por meio da andlise das simulagoes, os
resultados indicam que a precisao das estimativas da fun¢ao codiferenga normalizada
depende da escolha dos pontos do vetor s, onde a escolha 6tima dos pontos depende
do parametro a e o tamanho da amostra N. Quando o = 2, surpreendentemente sob
a escolha de pontos adequados, foi descoberto que para alguns casos em que a fungao
codiferenga normalizada pode oferecer uma estimacao melhor para a I(.) do que a
estimativa dada pela funcao de autocorrelagdo amostral. Outro resultado encontrado
quando o = 2, é que parece ser vantajoso calcular RI (.) em mais de um ponto,
pois, sob a escolha de pontos adequados, a performance dos métodos de ponderacao
sdo aproximadamente os mesmos. Para os modelos MA(2), considerados em todos os
casos da simulacao, foi encontrado que a precisao é significativamente melhor se os
pontos de s estdao no intervalo 0.01 < s < 0.5. Em geral, ha beneficio em termos de
precisao na estimagao ao se incluir um ponto proximo de zero. Foi observado ainda
que quando o < 1,5, a escolha de pontos equidistantes com distancia entre 0.01 e 0.05
aparenta ser mais adequado. Para a > 1,5, a distancia de 0,1 aparenta ser adequada,
pois ao se utilizar uma distancia menor nao houve ganhos de precisao na estimativa,
No geral, conclui-se a partir das simulacoes que a escolha dos pontos de s seguem as

mesmas linhas descritas na Secao 4.2.1.



48

5 Aplicacao

Sabe-se que no mercado financeiro é comum encontrar séries com caudas pesa-
das e assimetria, neste caso a utilizacao do modelo com inovagoes a-estaveis tende a
apresentar um ajuste melhor que o modelo gaussiano (ROSADI; DEISTLER, 2011).
Para constatar a afirmacao, vamos trabalhar com o log retorno diario, através da
Py
P

férmula r, = log(=*), onde P, é o prego de um ativo no tempo ¢, ¢t =1,..., N — 1.

1

A série temporal analisada no trabalho sdo os precgos diarios do fechamento
das agoes da Usinas Sidertrgicas de Minas Gerais S.A (Usiminas) extraidos do site do
Yahoo Financas (http:\\finance.yahoo.com). Os dados sao relativos ao periodo de 3
de janeiro de 2000 a 31 de dezembro de 2015 totalizando 3962 observagoes. A Tabela

2 apresenta um resumo com algumas estatisticas descritivas da série analisada.

Tabela 2 — Resumo estatistico do log retorno

Medida Resultado

Minimo -0.1885
Méximo 0.6668
Média 0.0004
Mediana 0.000

Desv. Pad. 0.0340
Curtose 4.2842
Assimetria 2.2429
N 3961

O indice de assimetria positivo indica assimetria a direita e a curtose maior
que 3 evidencia que a curva ¢ leptocurtica, ou seja, tem caudas pesadas. No caso de
normalidade, estas medidas deveriam ser iguais ou préximas de zero. Para confirmar
o estado de nao normalidade dos dados, foram realizados alguns testes de hipoteses

para distribuicao normal e o grafico quantil-quantil.

Tabela 3 — Testes de normalidade para o log retorno

Teste Estatistica p-valor
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) 0.05 0.00
Shapiro-Wilk 0.89 0.00
Shapiro-Francia 0.89 0.00
Anderson-Darling 27.97 0.00

Em todos os testes de hipoteses utilizados, a hipotese de que os dados sigam

uma distribuicdo normal foi rejeitada e o grafico quantil-quantil da distribui¢ao nor-
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Figura 10 — Graficos quantil-quantil do log retorno

mal reforca os resultados dos testes indicando fuga de normalidade. Para checar a
estabilidade dos dados, estimamos os parametros da a-estavel dos log retornos para
fazer o grafico quantil-quantil estavel. O grafico apresenta desvio em alguns pontos,

mas em sua maioria estao posicionados de forma linear.

Para estimar os parametros da distribuicao estavel tinhamos quatro op¢oes dis-
poniveis no R Core Team (2014) versao 3.1.2: a fun¢ao Estim do pacote StableEstim
que permite a estimacao dos parametros pelo Estimador de Maxima Verossimilhanga
(EMV) e método de regressao proposto por Koutrouvelis (1981) e a fungao stableFit
do pacote fBasics que realiza a estimacao por maxima verossimilhanca e método dos
quartis de acordo com McCulloch (1986). Porém, as fungdes que realizam a estimagao
pelo método de maxima verossimilhanca gastaram mais tempo na execucgao, chegando
a 44.25 minutos no caso da funcao Fstim. A func¢ao mais rapida foi a stableF'it pelo
método de McCulloch, com 0.04 segundos. O critério de escolha da estimativa a ser
utilizada ao longo do trabalho foi comparar a densidade da a-estéavel estimada que
melhor se ajustou a densidade empirica dos log retornos. Analisando os graficos das
densidades empiricas (ver Figura 11), todas as estimativas estdo préximas & densi-
dade empirica dos logretornos, porém, a de McCulloch foi a que melhor acompanhou a
densidade empirica ao longo dos pontos da curva. Portanto, estes serao os parametros

da a-estavel adotado nas proximas fases da anélise.

Tabela 4 — Pardmetros da a-estavel estimado para os log retornos.

Método (fungéo) a 6] o L Tempo de execugao
Koutrouvelis (Estim)  1.8124 -0.1718 0.0194 -0.0001 10.97 s
EMV (Estim) 1.8600 -0.1850 0.0201  0.0000 44.24 min
EMV (stableFit) 1.8379 -0.1158 0.0199 0.0007 25.60 min

McCulloch (stableFit) 1.6850 -0.0590 0.0189 0.0002 0.04 s




Koutrouvelis EMV - fBasics

-02 00 02 -02 00 02

EMV - StableEstim McCulloch

Figura 11 — Densidade do log retorno e densidade estimada para os pardmetros estima-

dos.

Outra ferramenta para verificar a estabilidade dos dados consiste em estimar o
indice o para diferentes niveis de agregagao (diario, semanal e mensal, por exemplo).
Para cada nivel de agregacao comparamos informalmente se o intervalo de confianca
das estimativas de a (média das estimativas mais ou menos duas vezes o desvio padrao
das estimativas) estao abaixo de 2,0 e rejeitamos a possibilidade de usar a distribuicao
estavel se eles ultrapassam o limite de 2,0 (PAOLELLA, 2001). Os niveis de agregagao
de tempo foram j = 1,...,8 dias, onde para 7 > 1 foi calculada a média dos j dias
sem sobreposicao. Os resultados das estimativas estao disponiveis na Tabela 5.

O intervalo de confianca para as estimativas dos indices de estabilidade (&j:Q*

EP(&)) de foi 1.74+£0.1993. E o gréfico da densidade dos dados para alguns niveis de
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Tabela 5 — Estimativa de « para diferentes niveis de agregacao.

Nivel de agregacao (dias) N a

1 3961 1.68
2 1980 1.80
3 1320 1.71
4 990 1.76
5 792 1.78
6 660 1.81
7 565 1.71
8 495 1.64
Intervalo de tempo = 1 dia Intervalo de tempo = 3 dias
- — densidade — densidade
- ==+ normal ==+ normal
----- stable B ----- stable
Intervalo de tempo = 6 dias Intervalo de tempo = 8 dias
e — densidade 7 ! — densidade
: ==+ normal ==+ normal
. stable A stable

T T T T T T T T
-0.05 0.00 0.05 0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Figura 12 — Gréfico da densidade do log retorno em diferentes niveis de agregagao

agregacao indicam claramente que a distribuicao estavel se ajusta melhor aos dados

(ver Figura 12).

Dado os indicios dos dados seguirem a distribuicao estavel, vamos utilizar a
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funcao codiferenga padronizada amostral (3.7) na identificacdo da ordem do modelo.
Para obter uma estimativa com boa precisdo da funcao codiferenca padronizada,
os resultados das simulagoes evidenciam a importancia na escolha dos pontos. Para
auxiliar na selecao dos pontos plotamos o grafico de RI (k) no intervalo s € [0.01,2],
para k=1 e 2. Nos dois gréaficos, a curva tem comportamento suave, indicando que
& é proximo de 2, em concordancia com o resultado da Tabela 5. Portanto, segundo
a Figura 13, recomenda-se que os pontos estejam no intervalo 0 < s < 0.5 com
distanciamento de 0.05 a 0.1 entre eles. Como « > 1.5, recomenda-se a escolha de

pelo menos dois pontos para estimar a funcao codiferenca.

Codiferenca estimada Codiferenca estimada

-0.01550

i(s,-s, 1)
0.0762 0.0766
! !
(s, -s, 1)
-0.01570 -0.01560
!

0.0758
|

0.01580

0.0 0.5 1.0 1.5 20 00 0.5 1.0 1.5 20

Figura 13 — Gréfico da codiferenca amostral estimada (RI(1))

Na Figura 14 temos os graficos de R (k) para s; = (0.01,0.1,0.2), s, = (0.01) e
s3 = (0.01,0.06.0.11), sendo que, para sz foi utilizado a média ponderada exponencial
e média aritmética para outros casos. Comparando o grafico da codiferenca estimada
com a FAC amostral, percebe-se que esta responde a estrutura de dependéncia dos
dados de forma semelhante a FAC amostral. O beneficio em utilizar a funcao codi-
ferenca é que por definicao ela estda definida para todas as fungoes, ao contrario da

FAC que s6 existe para distribui¢goes com variancia finita.

Apesar da FAC e FACP nao existirem para séries com caudas pesadas, seus
estimadores amostrais podem ser calculados e se mostram excelentes ferramentas na
identificacdo da ordem em séries com distribuicao estavel (Adler et al, 1998). Os
graficos da codiferenca e FAC amostral (ver Figura 14) indicam uma ordem méaxima
g = 3. A FACP amostral apresentada na Figura 15 sugere que a ordem p pode ser
igual a 1, 3 ou 15. Com o objetivo de estimar um modelo parcimonioso, vamos testar

ajustes com ordem maxima p = q = 3.

Pelo ajuste gaussiano, os modelos indicados pelo critério AIC e AICc que con-
versam com os graficos de identificagao da ordem (FAC e FACP) foi um ARMA(1,3)
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Figura 15 — Autocorrelacao parcial dos log retornos

e o critério BIC indica o ajuste de um modelo AR(1). Analisando os graficos da
codiferenca e FACP, serd ajustado também um ARMA(1,1).
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Primeiro serao estimados os parametros do modelos assumindo que os erros
tem distribuicao normal e depois considerando erros com distribuicao a-estavel. Na
comparagao entre os resultados, é esperado que os ajuste com a a-estavel seja o me-
lhor. A estimacao foi realizada pelo método de maxima verossimilhanga, no caso dos
erros normais foi utilizada a funcao arima do pacote stats e para os erros a-estaveis
implementamos um algoritmo para calcular a fungdo de verossimilhanca condicio-
nal. A escolha da maxima verossimilhanca foi devido a limitacao da representacao
por féormula fechada da funcao de densidade da varidvel a-estavel. O resultado da

verossimilhancga estimada foi maximizado através da funcao optim.

Os parametros estimados para o modelo ARMA(3,1) sao apresentados na Ta-
bela 6. O diagndstico foi realizado a partir dos graficos da funcao codiferenca, FAC e
FACP dos residuos e teste de Box-Pierce-Ljung. A Figura 16 apresenta a codiferenca
amostral, FAC e FACP para os residuos do modelo ARMA(3,1) com erros normais
na primeira linha e com erros a-estaveis na segunda linha. Todos os gréaficos indicam
que os residuos constituem ruido branco, apesar da FACP ultrapassar o limite no lag
15. Entretanto, o teste de Box-Pierce-Ljung (Tabela 7) revela que nao ha evidéncias

para rejeitar hipotese de que os residuos sejam nao correlacionados.

Tabela 6 — Ajuste do modelo ARMA(3,1) para erros normais e a-estaveis.

Ajuste 1 arl ar2 ar3 mal AIC BIC EQM
Normal -0.2567 0.0078 -0.0526 0.3340 -15577.33 -15547.91 0.0011
a-estavel -0.0496 0.0066 -0.0430 0.1424 16336.85 16366.27 0.0011

Tabela 7 — Teste Box-Pierce-Ljung para os residuos do ajuste ARMA(3,1).

Lag Ajuste Normal Ajuste a-estavel

1 0.99 0.34
2 1.00 0.46
3 1.00 0.65
4 1.00 0.63
) 1.00 0.76
6 1.00 0.84
7 1.00 0.85
8 0.99 0.85
9 1.00 0.91
10 0.98 0.86
11 0.99 0.91
12 0.98 0.88
13 0.95 0.84
14 0.95 0.84

15 0.59 0.44
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Figura 16 — Codiferenca, FAC e FACP dos residuos do ajuste ARMA(3,1). A primeira
linha sdo os residuos do ajuste normal e a segunda o ajuste com erros
a-estéveis.

A Tabela 8 exibe os resultados dos pardametros estimados para o modelo sele-
cionado pelo critério BIC, o AR(1). Os gréficos da fungio codiferenga, FAC e FACP
amostral dos residuos de ambos ajustes indicam ruido branco, exceto quando a FACP
dos dois residuos ultrapassam o intervalo de confianga nos lags 3 e 15, resultado de-

tectado pelo teste de hipdteses de Box-Pierce-Ljung (Tabela 9).

Tabela 8 — Ajuste do modelo AR(1) para erros normais e a-estéveis.

Ajuste 2 arl AIC BIC EQM
Normal 0.0757 -15572.34 -15561.77 0.0011
a-estavel  0.0927  16330.81 16341.37 0.0011

O dltimo modelo ajustado foi um ARMA(1,1), escolhido por ser um modelo
parcimonioso e atende o critério da andalise dos graficos da func¢ao codiferenca, FAC e
FACP amostrais. A Figura 18 indica que os residuos dos dois ajustes sao ruido branco,
mas assim como no ajuste do AR(1) os residuos para o ajuste com erros normais e
a-estaveis ultrapassam o intervalo de confianca no lag 3 e 15, refletindo nos lags 2 e
3 do teste de Box-Pierce-Ljung (Tabela 11).

Continuando a analise dos residuos, foram produzidos os gréaficos quantil-

quantil. Os residuos devem seguir a mesma distribuicao dos erros do modelo, portanto,
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Figura 17 — Codiferenca, FAC e FACP dos residuos do ajuste AR(1). A primeira linha
sao os residuos do ajuste normal e a segunda o ajuste com erros a-estaveis.

Tabela 9 — Teste Box-Pierce-Ljung para os residuos do ajuste AR(1).

Lag Ajuste Normal Ajuste a-estavel

1 0.92 0.35
2 0.52 0.33
3 0.02 0.01
4 0.03 0.02
) 0.05 0.03
6 0.08 0.05
7 0.11 0.08
8 0.13 0.09
9 0.19 0.14
10 0.19 0.14
11 0.25 0.19
12 0.26 0.20
13 0.26 0.21
14 0.28 0.22
15 0.08 0.06

para os ajustes gaussiano foi gerado o grafico quantil-quantil com os quantis da nor-
mal e no ajuste com inovagoes a-estaveis o grafico quantil-quantil com os quantis da

distribuicao estavel.
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Tabela 10 — Ajuste do modelo ARMA(1,1) para erros normais e a-estéveis

Ajuste 3 arl mal AIC BIC EQM
Normal -0.0460 0.1232 -15571.15 -15554.30 0.0011
a-estavel  0.0373  0.0562 16333.08 16349.93 0.0011
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Figura 18 — Codiferenca, FAC e FACP dos residuos do ajuste ARMA(1,1). A primeira
linha s@o os residuos do ajuste normal e a segunda o ajuste com erros

a-estaveis.

Tabela 11 — Teste Box-Pierce-Ljung para os residuos do ajuste ARMA(1,1).

Lag Ajuste Normal

Ajuste a-estavel

1

O O U i W I

11
12
13
14
15

0.99
0.87
0.03
0.04
0.07
0.11
0.14
0.17
0.24
0.24
0.30
0.31
0.30
0.33
0.10

0.31
0.42
0.02
0.02
0.04
0.07
0.09
0.11
0.16
0.17
0.22
0.23
0.23
0.25
0.07
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residuos do ajuste ARMA(1,1).

Observa-se nas Figuras 19 a 21 que os residuos gaussianos nao se comportam

como o quantis da normal em nenhum dos modelos ajustados. Apesar da fuga de al-
guns pontos nas caudas, os residuos dos ajustes com inovagoes a-estaveis demonstram

seguir distribuicao estavel.
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Complementando a andlise dos qgplots realizamos o teste Kolmogorov-Smirnov.
Sendo a hipotese nula: os dados seguem distribuicao gaussiana foi adotada para os
residuos do ajuste gaussiano e para o ajuste com inovagoes a-estaveis foi testada a
hipdtese nula que os residuos seguem a distribuigao estavel. Os resultados podem ser

consultados na Tabela 12.

Tabela 12 — Teste Kolmogorov-Smirnov para os residuos dos modelos ajustados.

Modelo Distribuicao dos residuos p-valor
ARMA(3,1) Normal 2.2e-16
a-estavel 0.3796

AR(1) Normal 2.2¢-16
a-estavel 0.3886

ARMA(1,1) Normal 2.2e-16
a-estavel 0.3503

Nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese nula de distribuigao estavel para os
residuos dos modelos com inovagoes a-estaveis, ao contrario dos testes para residuos
gaussianos, onde os p-valores de todos os trés modelos indicam que a hipotese nula
é rejeitada. Entretanto, é preciso usar o teste Kolmogorov-Smirnov com cautela uma
vez que é conhecida sua baixa sensibilidade na regiao das caudas e os qqplots para os
residuos dos ajustes com inovagoes a-estaveis apresentam desvio maior na regiao das

caudas em comparagao com o residuos do ajuste com erros gaussianos.

No geral, a julgar pelas ferramentas disponiveis, o melhor modelo para os log
retornos dos pregos do fechamento das agoes da Usiminas é o AR(1), pois, entre os
trés modelos com inovagoes a-estaveis ajustados, foi o que apresentou menor AIC
e BIC, grafico quartil-quartil estavel com mais pontos sob a reta diagonal e teste

Kolmogorov-Smirov com maior p-valor.



60

6 Conclusao

Neste trabalho estudamos a identificacao da ordem e estimacao dos parametros
do modelo ARMA com inovacoes a-estaveis para dados com caudas pesadas. Para a
identificacdo da ordem, foi utilizado o estimador da funcao codiferenga padronizada
proposto por Rosadi e Deistler (2011). Apesar dos estudos de simulagao de Adler et
al. (1998) apontarem resultados satisfatorios da FAC amostral na identificacdo da
ordem das séries com inovagoes estaveis, a FAC que tem distribuicao limitante nao
familiar quando o < 2 e quantis da distribuicao limitante relativamente complicados
de serem obtidos. Os estimadores da fun¢ao codiferenca e codiferenca padronizada sao
consistentes e normalmente distribuidos assintoticamente. Os parametros do modelo

foram estimados pelo método de maxima verossimilhanca condicional.

Os dados analisados foram os log retornos dos pregos do fechamento das agoes
da Usiminas no periodo de 03/01/2000 a 31/12/2012, totalizando 3961 observagdes.
Os resultados da estimagdo com inovagoes a-estaveis foram comparados com a es-
timacao tradicional do modelo gaussiano para os trés modelos selecionados (AR(1),
ARMA(1,1) e ARMA(3,1)) e, como esperado, o ajuste estavel apresentou melhor re-
sultado segundo as ferramentas de analise de residuos, grafico quantil-quantil e teste
Kolmogorov-Smirnov. Sendo que o modelo AR(1) foi o melhor entre os trés ajustes,

segundo a analise de residuos.

6.1 Trabalhos futuros

O trabalho de aplicagdo do ajuste de modelo ARMA com inovagoes a-estaveis
em um conjunto de dados reais abriu caminho para elaboragdao de estudos futuros
para desenvolver ferramentas como a FACP e critérios AIC e BIC voltados para
distribui¢oes com caudas pesadas, adaptacao de teste hipdteses para detectar a dis-
tribuicao dos dados que seja mais sensivel nas caudas e até mesmo otimizar a rotina
de estimacgao dos parametros por maxima verossimilhanca condicional. Os topicos a
seguir sao sugestoes de trabalhos futuros que podem dar continuidade aos resultados

apresentados:

o Desenvolver ferramenta semelhante a estrutura da funcdo de autocovariancia

parcial a partir da funcao codiferenca.

o Implementar estimacao de parametros para modelo ARMA com inovagoes t de
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student e comparar com o ajuste do modelo ARMA gaussiano e com inovagoes
a-estaveis.

Estudo sobre critérios de selecao de modelos envolvendo distribuigoes estaveis.

Estudo sobre o diagnostico de modelos com inovagoes estaveis.
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APENDICE A — Demonstracio do

Teorema 3.2

Antes de apresentar os lemas que sdo necessarios para provar a consisténcia
do estimador da codiferenga, um resultado extraido de Kokoszka e Taqqu (1994) sera
exposto, no qual mostra que a funcao codiferenca no caso de um modelo ARMA
¢é delimitada por uma funcao de decaimento exponencial assim como a funcao de
covariancia no caso classico. Em Kokoszka e Taqqu (1994) é considerado uma defini¢ao

mais geral para a func¢ao codiferenca (para 60,6, € R):
76 (01, 02; k) = In Eexp(i(61 Xy, +602X1))+In E exp(i61 Xy 1) +1n Eexp(if Xy). (A1)
A equagao (3.1) é um caso especial onde 0; = s e 0y = —s.

Teorema A.l. (Kokoszka e Taqqu (1994), Teorema 2.1) Considere o processo linear
Xy = Y32 cjar—j, onde os coeficientes c;’s sdo reais e satisfazem |cj| < Q7 para

algum ¢ >0, Q > 1 e a; € i.i.d. com distribuicio a-estdavel simétrica. Entao

lim sup Q" |7¢(k)| < 2(1 — Q%) "Y%|0,|* para 0 < a < 1 (A.2)
k—o0
e
a—1
lim sup Q*| ¢ (k)| < a (Z |cj|0‘) (1— Q)™ Y6y|162]°7 Y para 1 < a < 2. (A.3)
k—o0 j=0

Para mostrar a consisténcia do estimador da codiferenca, precisamos dos dois

lemas a seguir.

Lema A.1. Seja o processo linear Xy = 3272, cja,—;, onde os coeficientes c¢;’s sao
reais e satisfazem |c;| < Q™ para algum ¢ >0, Q > 1 e a; é i.i.d. com distribuicdo -
estdvel simétrica. Considere ainda a func¢io caracteristica de primeira ordem ®(s) =
Eexp(isX;). Para k€ {0,12,...} eseR, s#0

N—k

In¢(s,k) =1In ((N — k)t exp(ith)>

t=1

é um estimador consistente de In ®(s).

Dem. Seja y; = exp(isX;). Aparentemente, a magnitude de y; é igual a um, por-

tanto este é um processo estaciondrio de sequnda ordem. Para simplificar a notagdo,
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ao invés de trabalhar com ¢(s,k), primeiro mostramos a consisténcia de ¢*(s,k) =
NN exp(isX;). Temos que, ¢*(s,k) é um estimador nio-viesado para ®(s) =
E(y). Para mostrar a fraca consisténcia deste estimador, mostramos que y; € um
processo ergotico em média. Uma condigcio suficiente para y; ser ergético em média,
ou seja, ¢*(s,k) — E(y;) em média quadrdtica, é que sua fun¢io de covaridancia tende
a zero quando t tende a infinito (exemplo, Teorema 7.1.1 em Brockwell e Davis 1987).

A funcao covariancia de y; no lag k pode ser expressa por
E(exp(is(Xr — Xy))) )
c(k) = |®(s)|? : : -1
(k) = [2(s)] (E(exp(stt+k))E(exp(—stt)) (A.4)
= [®(s)|*(exp(—7(k)) — 1).

Usando o Teorema A.1, percebe-se que c(k) — 0 exponencialmente quando k — oo.
Assim como a convergéncia em média quadrdtica implica em convergéncia em probabi-
lidade, ¢*(s,k) L ®(s). Além disso, quando os coeficientes c;’s sdo reais e satisfazem
lcjl < Q77 para algum ¢ > 0, Q > 1 e a; € i.i.d. com distribuicio a-estdvel simé-
trica, temos que ®(s) = exp(— 352, 0%|sc;|*) € uma fungdo que assume valores reais.
Portanto podemos concluir que Rp*(s,k) L RD(s) e J¢*(s,k) B IO(s) = 0.

Tomando o valor principal da fungdo In(.) no dominio complezo, podemos ver
que € uma fungao continua e bem definida no conjunto C menos a linha real negativa.
Como |¢;| < Q' para algum ¢ > 0, Q > 1, concluimos que RP(s) é sempre maior
que zero que implica, com probabilidade convergindo para 0, que Rp*(s,k) serd menor
ou igual a 0. Portanto, sem perda de generalidade, podemos restringir a defini¢io
das partes reais e imagindrias de In¢*(s,k) apenas ao lado direito do plano onde
Ro*(s,k) > 0, e igual a zero caso contrario. A partir desta considerag¢io, obtemos que

RIn ¢ (s,k) = 1/2In((Re* (s,k)) + (S (s,k))2) e SIn¢*(s,k) = arctan (;gg;;;) A

partir da continuidade da fungdo logaritmica no dominio considerado, podemos deduzir
RIno*(s,k) L RInd(s) = Ind(s) e FIn¢*(s,k) = arg ¢*(s,k) 2 0 quando N — oo.

Em outras palavras, obtemos In ¢*(s,k) 2> In ®(s). Para completar a demonstragio, é

suficiente mostrar ¢*(s,k) — ¢(s,k) — p0. Por suposi¢io do modelo, RP(s) > 0, entao
E|R¢*(s,k) — Rp(s,k)| < 2+ e E|S¢*(s,k) — So(s,k)| < 2+5, e portanto podemos
concluir que ¢*(s,k) — ¢(s,k) = 0,(1). W

Lema A.2. Seja o processo linear Xy = 3272, cjar—j, onde os coeficientes c;’s sao
reais e satisfazem |c;| < Q77 para algum ¢ > 0, Q > 1 e a; € i.i.d. com distribui¢io
a-estavel simétrica. E para k € {0,1,2,...} es € R, s # 0, seja ®(s, — s;k) =
Eexp(is(Xy1x — x;)) sua fungdo caracteristica de seqgunda ordem calculada no ponto

(s, —$). Quando N — oo

In¢(s, — s;k) & Ind(s, — s; k), (A.5)
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onde ¢(s, — s; k) € dado em (3.6).

Dem. Para esta demonstragcio podemos proceder de forma semelhante ao lema ante-
rior. Para simplificar, ao invés de trabalhar com ¢(s,— s; k), primeiro vamos mostrar
a consisténcia de ¢*(s, — s;k) = N' N exp(is((Xepr — Xi). Uma condigio sufici-
ente para que y; seja a autocovariancia ergotica (Proakis e Manolakis 1996, p.A10),

ou seja , ¢*(s, — s; k) — ®(s, — s; k) em média quadrdtica é que
Eexp(is(X; — Xepk — Xewn + Xesnin)) = [@(s, — k)|

a medida em que n — 0o, onde o indice n denota o lag da covariancia entre a funcao

de autocovariancia amostral. Consequentemente, temos que

Eexp(is(Xe — Xepr — Xegn + Xigns))

Eexp(is((X: — Xegr) — (Xegn — Xegntr)))
Eexp(is(Xy — Xipr)) E exp(is(Xernix — Xetn))

= |P(s, — s; k)\z exp(—C).

- |q)(87 - S k)|2

Onde
Cp=—InEexp(is((X: — Xegr) — (Xegn — Xegnir))) (A6)
+In Eexp(is(Xy — Xin)) + In Eexp(is(Xepnin — Xiin))- .

Aplicando a técnica similar a usada em (3.9), podemos escrever C,, como

|5(¢j = ik = Ciantr)|* = [8(Cjntn — )™ — [8(¢j — ¢jun) |

<
Il
o

N

I I

S| Q

Q Q
Mg L[]8

|s(hj = Rjn)[* = [ = skjpn|® = [sks["]

.
Il
o

onde k; = ¢; — ¢jyx. Esta expressio é a fungao codiferenca 7g(n) para os coeficientes
k;’s e os parametros 6, = —s, 6 = s. Como |c;| < ¢cQ™ para algum ¢ > 0, Q >
1, entdo |k;| < a1Q77 para algum ¢; = 2¢ > 0, Q > 1. Portanto, por (A.2) e
(A.3), podemos concluir que exp(—C,,) vai convergir para 1 exponencialmente. Ou
seja, Eexp(is(X; — Xn — Xopn + Xepnin)) = | (s, — s;k)|? para n — oo, e obtemos
a convergéncia em média quadrdtica de ¢*(s,—s; k) para ®(s,—s; k) e portanto ¢*(s,—
s k) RN ®(s,—s; k). No restante da demonstragao, podemos proceder da mesma forma
da demonstracao do lema anterior e obtemos ®(s, — s; k) = exp(—a%Zf:é |sc; | —

520 18(ciee — ¢5)|?)) € também uma fungdo real e estritamente maior que 0. B

Dem. (Teorema A.1) Para k finito e N — oo obtemos /1 — k/N — 1,entdao usando

os resultados dos Lemas A e A.2, temos que quando N — oo, para i =1,....,r
7(si, — sisk) > p—In®(s;, — si3 k) + In@(s;) + InP(—s;) = 7(s4, — sis k). (A7)
|
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APENDICE B - A distribuicdo limite da

funcao codiferenca amostral

Neste anexo serd derivada a distribuicdo assintotica da funcdo codiferenca
amostral de um processo linear. A demonstragdo € dada por uma série de proposicoes,
onde os principais resultados sio apresentados no Teorema B.1 e na demonstracdo do
Teorema 3.3. A demonstracdo serd conduzida de forma similar a aproximacgdo para a
obtencio da funcgdo limitante da distribuicao para FAC amostral no caso cldssico, o

exemplo pode ser consultado em Brockwell e Davis (1987), Teorema 7.2.1.

Para simplificar a notacdo, ao invés de trabalhar com 7(s;, —s;; k), i =1,....r,

vamos considerar um estimador similar 7*(s;, —s;; k),

7*(si, — Si3 k) = In @™ (84, — si3 k) + In ¢ (84,05 k) + In 9™ (0, — s45 k), (B.1)
onde ¢*(u,v; k) = NP XN exp(i(uXiyp+vXy)), u,w € R. O resultado necessdrio serd
apresentado no Teorema B.1.

Proposigao B.1. Seja {Xi,t € Z} um processo estaciondrio linear (3.8) satisfazendo
as condigoes (C1) e (C2). Entao sep >0 e q>0,

Rr* R+
lim N cov (sp) , (s.0) = ALSV,, LI,
N—oo 37*(s,p) 37*(s,9)
onde as matrizes \, L5, k = p,q e V,, sao dadas nas equagoes (B.3), (B.10) e (B.12)

logo abaizo. Onde cov(X,Y) denota a covariancia entre X e Y.

Dem. Para chegar a estrutura completa da matriz de variancia e covariancia do

estimador, consideramos a sequinte representagao para 7*(s,p)

éR’?A'*(Sl, — Sl,k>
%’?_*(32, — Sg,k‘)
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onde
L ®A\ 0
A= [TEM (B.3)
0 L o)\
e
Rin Y}, Sln Y
RIn Y} S1n V)
)\1:(1 1 —1),Y: i ? 5 = . ?
RInYE SlnYE

Aqui I, denota a matriz identidade de tamanho r, onde definimos

¢*(0, — si; k) b1(si,k)
}/;'k = gb*(sho; k) = ¢2(Si’k)
¢*(si, — 543 k) b3(si,k)
e aplicando a funcao logaritmica e separando os componentes temos,
Fln ¢1 (Si>k)
RInY = | RIngo(s; k)
RIn (bg(Si,k)

e a parte imagindria € obtida de forma similar. Vamos denotar

E¢1(Si,k> @1(81‘,]{7)
EY;k - Eng(Si,k?) - @2(Si,]€)
E¢3(si,k) D3(si,k)

Note que ®(u,v; k) = E(exp(i(uXirr +vXy))) , u,v € R. Usando o Teorema do valor

médio, podemos expandir a funcao codiferenca em

R7*(s,k) E | Tkrk
= ML7 + L3Z% }, B.4
(%?*(s,k)) {L] 5Ly} (B.4)
onde
e (R (R (e - me
L7 Vaqk 7N 7 \lagk | gk k
SLY SZ3 Sk — RYi
com
ﬂ%lnEYlk §]%Y1’l€ %EY{“
RIn EYF RYF REYZE
§RLIICZ . ? 7%90116\72 .2 7§Rf_ .2
§R1nEYTk §]‘EYT”C SCEEYX“

.....

de (B.2), que é calculado em (|| ¢ — ¥% ||<|| % — % |I). A partir na suposicio C2,
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temos que
k-1 00
By(s,k) = P(si, — sisk) =exp [ =D 0%sics|* =D 0¥si(cjun — ¢;)|° (B.5)
j=0 3=0
€ q)l(shk) = (pQ(Si?k)) ou Seja;

D (s;,0;k) = D(0, — s45k) = exp (— Zaa|sicj]a) . (B.6)
=0

A partir das identidade (B.5) e (B.6) e posteriormente aplicando a suposicao
C1, temos que os elementos de Rk sio sempre estritamente maiores ou iguais a
0. Portanto, com a probabilidade de convergéncia para 0, os elementos de Rk, serd

menor ou igual a 0. Consequentemente, sem mudar a distribuicao limitante do esti-

X
mador, podemos restringir a definicao dos componente reais e imagindrios de

em (B.2) apenas na metade direita do plano onde os elementos de R(p)% > 0, e igual
a 0 caso contrdrio. Entao podemos concluir que a matriz Jacobiana f/; ¢ bem definida.

A partir do Teorema 3.2, I_/Z? vai convergir em probabilidade para LE, onde

Lf = VLE.

Onde Vg denota o Jacobiano de g. A partir de (B.5) e (B.6), temos as sequintes

identidades

RO (s, — 843 k) = Ecos(s;(Xeyr — Xp)) = P(s4, — 843 k), (B.7)
ROD(s;,0; k) = Ecos(s; Xiix) = P(s4,0; k), (B.8)
RP(0, — 545 k) = Ecos(—s;Xy) = @(0, — 845 k) (B.9)

e SP(s;, — si5k) = Esen (s;(Xpwx — Xp)) = 0, SP(s;,0;k) = Esen (s;Xi4x) = 0 e
IP(0, — s;;k) = Esen (s;X;) = 0. Usando estas identidades, apés algumas manipu-

lacoes algébricas, obtemos diretamente

Ld* 0o
L= 1" , B.10
onde (d*)T = [d* dE, ... d*], e 0 os elementos d¥, i =1,... r sdo

d¥(1,1) = (R®(0, — si5 k),

d5(2,2) = (R(s,.0: k)",

df(3,3) = (RP(s;, — 533 k)~
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e igual a 0 caso contrdrio. A matriz de variincia e covariancia assintotica obtida a

partir de (B.4) é dada por

lim N cov ((% (s = S;m) , (% (s = S;Q))> —ALZV,,LIAT,  (B.11)

N—o0 S7*(s, — s;p) S7*(s, — s5q)

v, - (Vf;f ng) . (cov(afezg’v,a%zgv) cou(a%zg’v,%z?v)) 1)

cov(SZR RZY,)  cov(SZE,SZY,).
A matriz 'V, pode ser obtida aplicando do Teorema 3.2 e Observagio 2.6 em Hesse
(1990). Seus elementos podem ser derivados da mesma forma que a matriz de vari-
ancia e covariancia obtida no Teorema 1 de Hesse (1990). Isto é possivel porque pode
ser mostrado que todos os elementos de V,, (na forma da soma absoluta dos ele-
mentos) € finita. Consequentemente, pode-se aplicar a propriedade da média amostral
de um processo ergdtico (por exemplo, Teorema 7.1.1 em Brockwell e Davis, 1987).
Note que neste caso em particular, obtemos que todos os elementos de Vp, em rela-
cio a cov(RZY SZY,) e cov(SZY,,RZY;) sio iguais a zero. Os elementos em relagdo a
cov(RZY RZY) e cov(SZR,SZY) pode ser mostrado que € finito usando as identida-
des (B.5) e (B.6) e aplicando uma aproximagao similar a obtida nas equagoes (A.4)
e (A.6), e ainda a aplicagio do Teorema A.1, ou em alguns casos, a equagio 2.7 em
Kokoszka e Taqqu (1994) como os passos similares aos da demonstragcao do Teorema
A.1. Contudo, estes detalhes foram omitidos. B

Proposicao B.2. Seja X;,t € Z um processo de médias moveis de ordem m, X; =
YjLocjar—j, e satisfaz as condigoes (C1) e (C2). Entdo parah € 1,2,...,s €ER,s #0

KW(S,O)) (W(s,h))r
J7*(s,0) T\ 37 (s,h)

0\ (#0)] i
o /7 'L o ’

Onde AN é a notacao para indicar que a varidvel seque distribuicao normal assinto-

[N

AN

ticamente. E M é a matriz de covariancia.

M = [ALEV,, LI

pvq:07-"7h

e as matrizes \, L, k = p,q e V,, foram apresentadas na Proposi¢io B.1.
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Dem. Para mostrar esta relagio, definimos o vetor Y1

Y;‘;r = (Zta Zt-i—la ey Zt+h) P

onde
XY
X5
Zt+k =
Xk
epara g =1,....r

exp(—is; X¢)
X? = exp(is; Xe+r)
exp(is;(Xerr — Xi))
Por definicao, Zyy) € uma sequéncia m+k dependente e portanto Y, é uma sequéncia

m + h dependente. Definimos a sequir

Ct-i—j = (ftv £t+17 cee 75t+h)7

onde

o = RANN Y, Ziyy)
TSI NN, Ziyy)

R(In NN, XD

N RIn NN X7

R(n N~ Z Zivj) = (In .Et_l d
t=1

R(In N1V XI)
Eparal=1,...r

N R(n N~ 21{\;1 exp(—is; X¢))
R(n N7 Z Xi) = RIn N-'32Y, exp(is1Xi+5))
R(n N~ exp(—isi(Xeyy — X0))

(similarmente para parte imagindria. Note que o somatdrio e o valor principal de

In(.) s@o os mesmo para as partes reais e imagindria), entdo temos

T
RIn NN Y) M = T — R7*(s,0) R7*(s,h)
S NTYN, V) ' 3#(s.0)) " T\SF )|
onde \ é dado em (B.3). Portanto, temos que mostrar que quando N — oo

Rrs0)\ (RG] g B3
) ; 0 5 .

a’(GAT)T ~ AN [a” 0
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para todos os vetores a = (ag, . ..,ap)T € RM? tais que a’ Ma > 0. Para qualquer a,

a sequéncia aT (GAT)T é (m + h) dependente e de acordo com a Proposicio B.1
lim N var(a® ((AT)T) = a’Ma > 0,
N—o0
onde M é a matriz de covariancia
— P q\T
M= MLEV, LINT|
e os vetores N\, L5, Li, e a matriz V,,, sio das na Proposi¢io B.1, apresentada acima.
Podemos concluir que aT (GAT)T satisfaz as condigoes do Teorema do Limite Central
para um processo m dependente (Teorema 6.4.2 Brockwell e Davis, 1987), entdo por
este Teorema, para N — 0o, chegamos ao resultado em (B.13). A relagio I7(s,j) =

0,7 =0,1,...,h podem ser obtidas diretamente a partir das identidade (B.5) e (B.6).
[ |

Proposicao B.3. Se a Proposicio B.2 é verdadeira para X;, t € Z sendo um processo
estaciondrio (3.8) satisfazendo as condigoes (C1) e (C2).

Dem. Para provar a Proposicao B.3, vamos aplicar o resultado da Proposicao B.2
em uma sequéncia truncada X, = Z;-”:O cjai—j e depois derivar o resultado para X,

fazendo m — oo. Para < p < h, definimos
T8, —sp) = —Ingy,(s, — s;p) +In gy, (s,0;p) + ¢, (0, — 57 p), (B.14)

onde ¢, (u,v;p) = NP 2N, exp(t(uX t4pym + uXim)). Entao, pela Proposicio B.2

T
N-1/2 R7 (8,0) — N7, (s,0) L R7x(s,h) — N7 (s,h) Ly,
377 (8,0) — ST (s,0) 7% (8,h) — STin(s,h)

onde Yy, ~ N(0,M,,). Onde M,, é a matriz de covariincia

N (cov(%ms,m,%ms,q)) cov(%%;<s7p>7%%;<s,q>>>
) p,q=0,....h

N cou(S75,(s,p) R75(5,0)  con(S75(5,0),3775(5,9))

)

— [ALg(m)Vng(m))‘T}p,q:o,...,h ’

onde A € definido em (B.3) e a matriz Jacobiana Li(m) e a matriz V] sio definidas
para Xy, nas equagoes (B.10) e (B.12), respectivamente. Quando m — oo, M,,, — M,
onde M ¢é definida como M,,, basta substituir X, por X;. Entdo

Y, = ondeY ~ N(0,M)

a demonstragcio estd completa aplicando a Proposicao 6.3.9 em Brockwell e Davis

(1987) desde que possamos mostrar que

lim lim sup P(NY2 Rz (5,p) — RFn(s,p) — R*(s,p) + Ri(s,p)| > €) =0 (B.15)

m=o0 Noco
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para p = 0,1,... h (repetindo os mesmo passos para a parte imagindria). A probabi-
lidade em (B.15) é limitada por

€ 2N var(R7: (s,p) — R7*(s,p)) =€ 2 [Nvar(R7% (s,p)) + Nvar(R#*(s,p))
- 2NCOU(%%;(S,p), %%*<Svp))
A partir dos cdlculos da Proposicao B.1 e apds notar que Teorema 3.2 e a Observagao

2.6 em Hesse (1990) pode ser aplicada para o processo de média mdovel finito ajustando

alguns dos coeficientes c¢;’s para ser igual a zero, obtemos

lim limsup N var(R7> (s = lim wvar(R7*(s = mBR
Jim limsup N var(R7;,(s.0)) = lim var(RF*(s.0)) = mi
onde mggR ¢ a matriz de covariancia entre os elementos reais no bloco (p,q) da matriz

de covariancia M. Além disso, usando os mesmos passos para que, dada na prova da

Proposicao B.1, pode ser mostrado que

lim limsup N cov(R7 (s,p), R7*(s,p)) = mE~E

- "'pp >
m—00 N—>OO

entao,

lim limsup e *Nwar(R7" (s,p) — R7*(s,p)) = 0.

M= N_s00
Resultados semelhantes podem ser obtidos para a parte imagindria. Isto demonstra
(B.15). &

Teorema B.1. Seja {X;,t € Z} um processo estaciondrio linear (3.8) satisfazendo
as condigoes C1 e C2. Entdo para h € 12,...,s € R, s #0

R7(s,0))  [RF(s,h) T(s0)\  [7(s,0) ! N-'M
37 (s,0) T\ S7(s,h) o /7 L o ’ ’

onde M € dada na Proposicio B.2.
Dem. Para mostrar a convergéncia dos estimadores R7(s,j) e S7(s,j) para os res-

T
é¢ AN

pectivos limites R7*(s,7) e I7%(s,j), com 0 < j < h, € suficiente mostrar que quando

N — oo
Ro* (s, — sk3 J) Ro(sk, — sk: )
N2 | R (s1,0i) | = Ao | Ro(sr,0:) | = o0p(1)
R¢*(0, — s;7) R (0, — 513 7)

(e similarmente para parte imagindria), onde ¢*(u,v;j) = N71N | exp(i(uXiy; +
vX)) , du,w;j) = (N — ) ' Sr? exp(i(uXey +vX,)) e Ay = [—1 1 1}. O resul-
tado necessario, em sequida, decorre do Teorrema de Slutsky (por exemplo, o Teorema
5.1.1 em Lehmann 1999).
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Apds dlgebra simples temos, para 0 < j < h,

§R¢*(Sk‘7 _Sk).]> éRgb(Sk, _Skaj)
NYVZE Do | RO (se0:5) | = Ao | Ro(s1,0:5)
Re*(0, — 513 J) R0, — 513 )
iy et cos(isi(Xewy — X0)) = vy ten—jn co8(is(Xeyj — X))
= N2E |\, (Nj_j)% SN cos(ispXirj) — ﬁ Y i1 Cos(iskXij)

&y e cos(—iskXy) = gy Sitn—je cos(—isX;)

. N N 1/2
< 6j(N —j)71/? (N—]) :

O resultado desejado ¢ obtido a partir de 3j(N —j)~"/? — 0 e N/(N —j) — 1 quando
N — oo. Utilizando os mesmos arqgumentos, resultados similares podem ser obtidos

para a parte imagindria. A conclusao do Teorrema em sequida, seque da Proposicdo
B.5. 1

Dem (Teorema 3.3). Seja g(.) uma fungio no espago RUWHDX2 parg RM2T definida

por

onde para 0 < j < h e #(0) # 0, temos que RI(s;, —s;;7) = % e SI(s;,—si17) =

,parai =1,...,r. Ao aplicar o método delta e Teorema B.1 acima, podemos

RisD) (Ris2))  (Rism)]
Sis1)) \SIs,2)) " T\Si(sh)

tem distribuicao normal assintoticamente com média

R (s,0) Rr(s,1) wr(sh)\ ]
SO) ()
(1) 11(2) L\

Vo) o Vo) Lo

e varidncia N"'DMD?. Aqui a matriz M é como indicada na Proposicio B.2, D € a

S7(si,—8i35)
7(si,—5i;0)

mostrar que

matriz Jacobiana de g( - ) el, = [1,1,...,1]" € R". Para obter os elementos de matriz
D, sequimos os sequinte passos. Primeiro, observe que a funcao codiferenca na lag 0 é

uma fungao real. Portanto, para 0 < j < h e7(0) # 0, temos que RI(j) = 937(53) =1(j)
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e SI(j) = U — 0. E simples obter a matriz Jacobiana D como

D11 D12 0 0
D 0O D 0
D: .21 . .23 ' . ’ <B16>
Dy 0 0 -+ Dypgy
onde
DI o
Dp=|% B.17
R .
e
Dll Or
Dyps1y = [ S ] (B.18)
0,  Djjy

para l =1,...,h, onde

D}llzlrl —I(1) —I(I) 1) O)V

T(s1, = 51;0) " 7(s2, = 52;0)" 7 (s, — 5y

Db, =1 ! : : T
WD = sy, — 5130) (52, — 52:0) 77 7 (s, — 5,30) |

Aqui 1, denota a matriz identidade de tamanho r. Vamos denotar w;j, para i,j =
0,1,...,h como o bloco (i,j) da matriz M. Temos que

o cov(RI(s,3),RI(s,5)) cov(RI(s,i),3I(s,j))
T Leoun(ST(s,),RI(s,5))  cou(S(s,6),S(s,5))
= DitmooDj1 + Djy1ymioDj1 + Diimoj D1y + Digip1ymii Dj41)
[ DR+ DA Dl DDl
0- Digip1ymij Djis 1)
(B19)

. RR II o~ . . .
Aqui m;;* e m;; denotam as particoes de m;; correspondente as partes reais e imagi-

ndrias, respectivamente. B
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APENDICE C — Demonstracio do

Corolario 3.1

Como o MA(0) é um caso especial do processo linear (3.8), aplicando o Teo-

rema 3.3, pode-se concluir a normalidade assintotica de

RisD))  (RIs2))  (Riem\]
SI(s1)) " \SI(s,2))’ T\ Si(s,h)

para k € 1,2,---. A funcao codiferenca do processo i.i.d. X; é

7(k) =7(s, — s;k) = —In Eexp{is(Xitr — Xt)} + In Eexp{isXiir} + In E exp{—isX;},
—20%|s|*  para k =0,

0 para k > 0.

que nos permite concluir que as partes reais e imagindrias de I(k) = 0 para qualquer
k> 0.

A partir de (B.19), temos que wgg, k > 0 reduz a

Wk = Dy 1yMik Di(ry1) (C.1)

onde a matriz Dy41) € dada em (B.18) com

o g 1 1 1 ’
WD [ 22005107 =200 sl T =200 s, |
e onde
mpe = ALEV  LEAT (C.2)

com X dado em (B.3), e os elementos da matriz LY e da matriz de covariancia Vyy,

serao apresentados abaixo. Vamos denotar

Vlef(lvj) = [ COU(%¢p(Sivk)>%qbq(sj?k))]p,q:l,z?)

Véi(%]) = [ COU(%QSP(Si?k)’ %¢Q<Sj7k>>]p,q:1,2,3’

como o bloco (i,j) da matriz VEE e VI respectivamente. Usando as identidades
(B.7)-(B.9) (e depois as respectivas identidades para as partes imagindrias) obtemos

0S8 componentes a sequir
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cou(R(d1(si,p)), R(¢1(s5,9))) = cov(cos(—s:Xy), cos(—s;X;)

_*{6 o%|s;+s;] +e o%|si—s;j| }—6 o (Isi|*+]s;] )’

2
cov(R(d1(s:.p)), R(¢2(s5,q))) = cov(R(¢2(si.p)), R(¢1(s5,4)))
= cov(?R((bl(Sz,p)), %((ﬁl(sjaq)))a
COU(%<¢2(SZJ)))7 §R(¢2(SWQ))) = COU(%(¢1<Si7p)>7 3%@51(3]7(1)))7

+ cov(cos(—s; Xiyq), cos(—s;(Xipq — Xt))

— o0 (sil*Hlsi=si|) 4 o= (85" +lsi+s;|*)
e sz 1),
cov(F(p3(si,p)), R(91(s5,q))) = cov(cos(—s;Xy), cos(si(Xirq — Xt)))
+ cov(cos(—s;Xitp), cos(si(Xiyp — Xi)))

oo sl Hsimsy1®) | mo (il lsitay|*)

_ 9o (siloH2sil)

Y

cou(R(a(si,p)), R(¢s(s5,q))) = cov(cos(siXiyg), cos(s;(Xerg — Xi)))

+ cov(cos(siXeip), cos(8;(Xisprg — Xisp)))
oo syl i)y o (| sk 1)

e (sl iz 1),
cov(R(P3(si,k)), R(p2(s;,k))) = cov(cos(s; Xitk), cos(si(Xerr — Xt)))

+ cov(cos(s; Xiik), cos(s;(Xeror — Xevr)))
—e 0 (sil*+lsi=s;1%) 4 o= (Isil*+lsi+s;|*)

cov(R(¢3(s:,p)), R(¢s(s;,9))) = cov(cos(si(Xisp — Xi)), cos(s;(Xisg — Xi)))
+ cov(cos(8i(Xtprg — Xtrq)), c08(8j(Xipq — Xi)))
+ cov(cos(si(Xiyp — Xi)), cos(8j(Xitprqg — Xitp))) +

_O-Dé S_Q+2S_Dt
96~ (15| +[25:1%)

onde

0 se€p =g,
3 =1 covfcos(s:(Xerq — Xirg-p))scos(si(Xerg — X)) 5¢.0> .
cov(cos(s;(Xirp — Xt)), cos(8;(Xerp — Xitp—gq))) sep > q.

Quando p = q, temos

CZ;EQ

Y
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1 —20%|s; 45| 1 —20%|s;—s;|* —0(2]si|* 4255
cou(R(s(s:.p)), R(3(s5,q))) =oe 72l 4 Ceartnmalt — gemen Gl

+ e Usil s Hlsi=s;*) | oo (Isil*+1sj|* +lsi+s;|%)

e para p # q

Coo(R(Ds(500)), R(Bs(7,0))) =2 (5" I Hs=851%) | =" G +lsl™ 151
_ gt @il H2s,]?)

cou(3(pr(sip)), S(¢1(s5,9))) = covl sen(—s;Xy), sen(—s;X;)

_*{6 o%s;—s;| —e° [si+s;| }’

sip)), S(d1(s5,9)))

cov(3(91(5:,p)), S(2(55,9))) = cov(S(ga(
%<¢1(5i7p>>7 %((bl(SJHQ)))»

= — cou(

cou(3(da(si,p)), S(¢2(s5,9))) = covo(S(¢i(si,p)), S(¢1(s,9))),
cou(S(6a(5:.0)), S(@a(55:0))) = cou( sen(s(Xivp — X)), sen(s;(Xerg — X1)))
+ cov( sen(si(Xipprqg — Xitq)), sen(s;j(Xirq — Xi)))
+ cov( sen(si(Xipprqg — Xitp)), sen(sj(Xepp — X)) + &,
onde
0 sep=q,
g = couf sen(si(Xirg — Xirgp)), sen(s;(Xirq — X3)))  seq>p,

cov( sen(s;(Xipp — Xt)), sen(sj(Xerp — Xitp—q))) seD>q.

Quando p = q, temos

cov((P3(si,k)), S(P3(s;.k))) :;€QU&SiSj|a

1

. 56720a\5¢+5j|°‘ + efaa(|si\“+|3j|°‘+\si+5j|°‘)

= (il s | +si=s;1%)

e cov((s(si,k)), S(ps(s;,k))) = 0 para p # q. Os outros elementos sdo iguais a zero.

Os elementos de L’; sao dados em (B.10), onde os elementos de df,i =1,...,r sdo
f(171> = (§R(I)(0, —Si; k’))il — €Ua|5i‘a’
df(272> = (R®(s;, 0; ]{:))_1 = e”a\si|a7
k(3,3) = (RB (s, —si; k)~ = 2"l
A partir da equagao (C.2) obtemos

mkRkR = cov(R7(s,k), R7(s,k)) = (I, ® Al)dek]Zde(Ir ® A1)
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mis = cov(S7(s,k), 37(s,k)) = (I, @ A\ )d*VER" (1, @ AT).

Logo, o bloco (i,j) de mEE e mll ¢ encontrado a partir de

mpe(i,4) = Md; ViR (i) dEN]

mig = Mdf Vil (.5)diAT
que apos um pouco de dalgebra simples, obtemos
ml@f@ﬂ) :eaa(SilaHSjalSiSj|a){;eoa(|Si|a+5j|a|8¢Sja) — 1}

+ eU‘*(Sz‘I"‘HS;‘“—|5i+8j|a){;60“(|5i|“+Sjl”‘—Si+8j0‘) —1}+1

Y

1
II (. -\ _ o%(|si|*+]sj|¥—|si—s;|* o%(|si|*+|s;|*—]si—5;]
mkk(zvj) —e (Ise]*+]s5]1%=]si—s;] ){56 (Isa]®+][s5]%—1ss ]‘)_1}

1

+ 6U°‘(\Si|°‘+|8j\a—|8i+5j|“){1 _ 760"(|8i\“+|Sj|a—\8i+8j|")}_

O resultado necessdario seque diretamente da equagdo (C.1)
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APENDICE D - Continuacio resultados

da Simulacao



Tabela 13 — Valores da funciio codiferenca I(.) e sua estimativa I(.) para séries simulada - Modelo 2

N  a Méodo s 1(1) I*(1) MAD, 1(2) I*(2) MAD, 1(3) I*(3) MAD;
100 1 Simples {0.01} -0,6667 -0,3341 0,3395 0,3333 0,2031 0,1383 0  0,0014 0,0671
Exp.  {0.01} -0,3303  0,3428 0,2050 0,1371 -0,0081 0,0710

2 Simples {0.01,0.1} -0,6667 -0,6630 0,0436 0,2222 0,2078 0,0942 0  0,0040 0,1116
Exp.  {0.01} -0,6594  0,0435 0,2145 0,0929 -0,0019  0,1093

1000 1 Simples {0.01} -0,6667 -0,0339 0,6328 0,3333 0,1995 0,1340 0  -0,0001 0,0219
Exp.  {0.01} -0,0317  0,6349 0,1998 0,1336 -0,0004 0,0207

2 Simples {0.01,0.1} -0,6667 -0,6671 0,0135 0,2222 0,2205 0,0303 0  0,0026 0,0356
Exp.  {0.01,0.02,...,0.1} -0,6662 0,0137 0,2212  0,0295 0,0000  0,0371

(DTabela com os valores de I(.) e sua estimativa I(.) a partir do processo MA(2), onde X; = a; — a,_; + 0.5a,_5 para T = 1000
replicagoes em amostras de tamanho 100 e 1000. O processo a; é SaS para alguns valores de av e 0 = 1. Na tabela,

I*(i) = 31 RI(i);, e MAD; = 3 ’%f(z)J - [(z’)’, i = 1,2, onde RI(i); ¢ a estimativa no lag i da j-ésima repeticio.
2 A funcdo I(.) ndo ¢ definida quando a é nio inteiros e pelo menos um coeficiente ¢; é negativo.

¢8



Tabela 14 — Valores da funco codiferenca I(.) e sua estimativa I(.) para séries simulada - Modelo 3

N o Método s 1(1) I*(1) MAD, 1(2) I*(2) MAD, 1(3) I*(3) MAD;
100 2 Simples {0.01,0.1,0.2} 0,4425 0,4301 0,0600 0,0383 0,0095 0,0897 0  -0,0140 0,0911
Exp.  {0.01} 0,4293 0,0140  0,0899 -0,0049  0,0883

1,8 Simples {0.01} 04317 0,4263 0,0571 0,0345 0,0104 0,0827 0  -0,0175 0,0828
Exp. {0.01,0.1,0.5} 0,4199 0,0064 0,0819 -0,0021  0,0820

1,5 Simples {0.01,0.5} 0,4128 0,4065 0,0484 0,0300 0,0113 0,0707 0  -0,0204 0,0702
Exp.  {0.01,0.5} 0,4122 0,0112 0,0701 -0,0213  0,0686

1,3 Simples {0.01,0.1,0.2} 0,3985 0,4004 0,0453 0,0287 0,0120 0,0643 0  -0,0157 0,0635
Exp.  {0.01,0.1,0.5} 0,4008 0,0085 0,0626 -0,0207  0,0611

1 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,3750 0,3705 0,0399 0,0313 0,0102 0,0563 0  -0,0199 0,0549
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,3695 0,0369 0,0565 0,0135  0,0526

0,8 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,3590 0,3504 0,0364 0,0384 0,0176 0,0558 0  -0,0185 0,0520
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,3531 0,0211 0,0559 0,0170  0,0525

0,5 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,3381 0,3297 0,0342 0,0633 0,0404 00672 0  -0,0273 0,0730
Exp. {0.01,0.02,...,0.2} 0,3294 0,0384  0,0666 -0,0193 0,0717

€8



Tabela 14 - Continuagao.

N o Método s (1) [*(1) MAD, 1(2) [*(2) MAD, 1(3) I*(3) MAD;
1000 2 Simples {0.01,0.2} 0,425 0,4410 0,0183 0,0383 0,0374 00294 0  -0,0005 0,0286
Exp.  {0.2} 0,4395 0,0189 0,0303 0,0264 20,0038 0,0284

1,8 Simples {0.1,0.3,0.5} 04317 0,4310 0,0172 0,0300 0,0288 0,231 0  -0,0027 0,0232
Exp.  {0.01,0.2} 0,4345 0,0165 0,0270 0,0188 -0,0031  0,0191

1,5 Simples {0.1,0.3,0.5} 04128 0,4117 0,0161 0,0313 0,0294 00184 0  -0,0027 0,0185
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,4144 0,0161 0,0366 0,0178 20,0027 0,0188

1,3 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,3985 0,3992 0,0148 0,0633 0,0615 0,0194 0  -0,0025 0,0213
Exp.  {0.1,0.3,0.5} 0,3976  0,0146 0,0365 0,0290 0,0000  0,0306

1 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,3750 0,3745 0,0122 0,0345 0,0337 0,0256 0  -0,0015 0,0256
Exp.  {0.01,0.02,...,0.2} 0,3751 0,0123 0,0288 0,0211 -0,0030  0,0209

0,8 Simples {0.01,0.02,...,0.2} 0,3590 0,3576 0,0110 0,0287 0,0258 0,231 0  -0,0044 0,0225
Exp.  {0.01,0.02,...,0.1} 0,3580 0,0109 0,0302 0,0174 -0,0003  0,0181

0,5 Simples {0.01,0.02,...,0.1} 0,3381 0,3381 0,0107 0,0384 0,0360 0,0203 0  -0,0036 0,0181
Exp.  {0.01,0.02,...,0.1} 0,3375 0,0106 0,0603 0,0216 10,0034 0,0211

Tabela com os valores de I(.) e sua estimativa I(.) a partir do processo MA(2), onde X; = a;, + 0.55a,_ + 0.05a,_5 para T = 1000
replicagoes em amostras de tamanho 100 e 1000. O processo a; é SaS para alguns valores de av e 0 = 1. Na tabela,

I(i) = FY RI(i);, e MAD; = DI ’?R.f(z)] - I(z’)’, i = 1,2, onde RI(i); é a estimativa no lag i da j-ésima repeticao.
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Tabela 15 — Valores da funciio codiferenca I(.) e sua estimativa I(.) para séries simulada - Modelo 4

N  «a Método s 1(1) (1) MAD, 1(2) I*(2) MAD, I(3) I*(3) MAD;
100 1 1{0.01,0.1} -0,2353 -0,1361 0,1455 0,4118 0,3517 0,0792 0 -0,0168 0,0643
100 1 2{0.01,0.2} -0,1360 0,1362 0,3530 0,0729 -0,0220  0,0694
100 2 1{0.01,0.2} -0,4121 -0,4236 0,0894 0,4242 0,4091 0,0669 0 -0,0065 0,1044
100 2 2{0.01,0.1,0.2} -0,4159  0,0880 0,4082 0,0716 -0,0068 0,1009
1000 1 1 {0.01,0.2} -0,2353 -0,0175 02178 0,4118 0,3354 0,0764 0 -0,0007 0,0203
1000 1 2 {0.01} -0,0321  0,2151 0,3352 0,0796 -0,0018 0,0198
1000 2 1 {0.01,0.1} -0,4121 -0,4107 0,0287 10,4242 0,4236 0,0214 0 0,0014  0,0331
1000 2 2{0.01,0.06,0.11,0.16,0.21} -0,4130  0,0284 0,4228 0,0218 0,0011  0,0330

Tabela com os valores de I(.) e sua estimativa /(.) a partir do processo MA(2), onde X; = a; — 0.4a;_1 + 0.7a;_o para T"= 1000

replicagoes em amostras de tamanho 100 e 1000. O processo a; é SaS para alguns valores de o e 0 = 1. Na tabela,
I*(i) = 31 RI(i);, e MAD; = 3 ’%f(z)J - [(i)’, i = 1,2, onde RI(i); ¢ a estimativa no lag i da j-ésima repeticio.

2 A funcdo I(.) ndo ¢ definida quando a é nio inteiros e pelo menos um coeficiente ¢; é negativo.

g8
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