~
Universidade de Brasilia

Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Estatistica

Dissertacao de Mestrado

As Distribuicoes Beta Burr XII e
Beta Weibull Exponenciada:
uma abordagem Bayesiana

por

Alex Felipe Rodrigues Lima

Orientadora: Prof. Dra. Cibele Queiroz da Silva

Dezembro de 2016



Alex Felipe Rodrigues Lima

As Distribuicoes Beta Burr XII e
Beta Weibull Exponenciada:
uma abordagem Bayesiana

Dissertacao apresentada ao Departamento de
Estatistica do Instituto de Ciéncias Exatas

da Universidade de Brasilia como requisito
parcial & obtencao do titulo de Mestre em

Estatistica.

Universidade de Brasilia

Brasilia, Dezembro de 2016



TERMO DE APROVACAO

Alex Felipe Rodrigues Lima

As Distribuicoes Beta Burr XII e
Beta Weibull Exponenciada:
uma abordagem Bayesiana

Dissertacao de Mestrado apresentada ao Departamento de Estatistica do Instituto de Ciéncias
Exatas da Universidade de Brasilia como requisito parcial & obtencao do titulo de Mestre

em Estatistica.

Data da defesa: 05 de Dezembro de 2016

Orientadora;:

Profa. Dra. Cibele Queiroz da Silva
Departamento de Estatistica, UnB

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Helton Saulo Bezerra dos Santos

Instituto de Matematica e Estatistica, UFG

Prof. Dr. Eduardo Yoshio Nakano
Departamento de Estatistica, UnB

Brasilia, Dezembro de 2016



Ficha Catalografica

LIMA, Alex Felipe Rodrigues
As distribuicoes Beta Burr XII e Beta Weibull Exponenciada:

uma abordagem Bayesiana, (UnB - IE, Mestre em Estatistica, 2016).

Dissertagao de Mestrado - Universidade de Brasilia. Departamento de Estatistica

- Instituto de Ciéncias Exatas.

1. Beta BurrXII 2. Beta Weibull Exponenciada 3. Abordagem Bayesiana

E concedida a Universidade de Brasilia a permissao para reproduzir cépias desta dis-
sertacao de mestrado e para emprestar ou vender tais cpias somente para propoésitos
académicos e cientificos. O autor reserva outros direitos de publicagao e nenhuma

parte desta monografia pode ser reproduzida sem a autorizagao por escrito do autor.

Alex Felipe Rodrigues Lima



Agradecimentos

A minha esposa e minha filha, Tamara e Heloisa, a quem tenho grande amor,
por sempre estarem sempre do meu lado, mesmo nos momentos mais dificeis, me
apoiando, me concedendo todo carinho e, também, por toda paciéncia que tiveram
comigo. Obrigado por tudo! Amo voceés.

A meus pais, Bertolino e Ester, meus irmaos, Guilherme e Leticia, meus sogros,
Lucimar e Monica, meus sobrinhos, Davi e Miguel, meu afilhado, Guidson, meus tios,
Joao e Nalcisa por todo carinho, estimulo e por suportarem minha auséncia varias
vezes durante todo esse periodo de dedicacao aos estudos. Obrigado por tudo! Amo
VOCes.

A minha orientadora, Cibele Queiroz da Silva, que sem ela, nada disto teria sido
possivel, pois soube sempre me ajudar a ultrapassar os obstaculos que surgiram, alids
nao foram poucos. Sempre me incentivou, teve muita paciéncia, e foi, sem duvida
nenhuma, sempre muita dedicada a este trabalho. Obrigado por tudo e desculpa pelas
minhas falhas.

A meus amigos e colegas da pods-graduagao, Luciana, Marcilio, Vanessa, Felipe
e Evelyn; do IMB, Sérgio, Murilo, Guilherme, Luiz Batista e Paulo; da UFG, Prof.
Mario e Prof. Valdivino; de infancia, Vinicius, Mauro, Dirceu, Rogério e Bruno pelos
conselhos e motivagao em todos os momentos.

Por fim, agradeco a todas as pessoas que de uma forma direta ou indireta con-

tribuiram para o meu crescimento profissional e académico.



Lista de Tabelas

4.1
4.2

5.1

5.2

5.3

0.4

2.5

0.6

6.1

6.2

7.1

7.2

Estimativas do WinBUGS com a=16, b=8, k=6.0,s=1.0, ¢=5.0.

Estimativas marginais a posteriori obtida pelo JAGS. . . . . . . . ..

Estimativas marginais a posteriori (MCMC) dos parametros da Dis-
tribuicao BBXII com tamanho amostral 300. . . . . . .. .. ... ..
Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII com amostra
200, .
Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII utilizando a
abordagem da Segao 5.2.2. . . . .. ... o
EMYV e estimativas bayesianas obtidos para a Distribuicao BBXII com
prioris Beta e Qui-Quadrado. . . . . . ... ...
Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII utilizando a
abordagem da Secao 5.3. . . . . .. ..o

EMVs e estimativas bayesianas obtidas para a Distribuicao BBXII.

Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BEW utilizando a
abordagem da Subsecao 6.1. . . . . . . ... ... ... ...
EMVs e estimativas bayesianas obtidas para a Distribuicao BEW. . .

EMYV dos parametros dos modelos BBXII, BurrXII, Beta Weibull, Log-
logistica e Weibull para os dados de melanoma (Ibrahim et. al., 2001)
e intervalos de confianga (95%) correspondentes. . . . . . . . . .. ..
AIC, BIC e CAIC das distribui¢bes BBXII, BurrXII, Beta Weibull,

Log-logistica e Weibull para os dados melanoma. . . . . . . . . . . ..

38

46

52

56

29

64
67

72
75

78



7.3

8.1
8.2

Estimativas Bayesianas dos parametros dos modelos BBXII para os
dados de melanoma, intervalos HPD (95%) correspondentes e taxas de

aceitacan. . . ... L L 83

Estimativas a posteriori (MCMC) da BBurrXII. . . ... ... .. .. 97

Estimativas marginais a posteriori da BBurrXII. . . . . . .. . .. .. 108



Lista de Figuras

1.1
1.2

5.1

5.2
2.3

5.4

2.5

0.6

6.1

7.1

7.2

Grafico da densidade BBXII . . . . .. .. ... ... .. ...... 11
Grafico da densidade BEW . . . . ... ... ... ... ... 14
Traco, densidade e autocorrelagao em amostras MCMC para os parametros

a, b, k e ¢ da distribuicao BBXII. . . . .. .. ... ... .. ... .. 47
Curva associada a densidade verdadeira e a curva estimada. . . . . . 48
Traco, densidade e autocorrelacao das amostras MCMC para os parametros
a, b, k e ¢ da distribuicao BBXII. . . . . . .. ... ... ... .. .. 53
(a) Histograma dos dados e a Curva estimada (b) Box-plot e o valor

do verdadeiro parametro (linha horizontal). . . . . . ... ... ... 54
Traco, densidade, autocorrelacao e boxplots associados as amostras
MCMC para os parametros pu, v, k e ¢ da distribuicao BBXII sob a
proposta da Secao 5.2.2. . . . . ... 57
Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplot’s das amostras MCMC

para os parametros pu, 7, k e ¢ da distribuicao BBXII sob a proposta

da Secao 5.3. . . . .. 65

Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplots das amostras MCMC
para os parametros p, v, a, A e ¢ da distribuicao BEW sob a proposta

da Secao 6.1 . . . . . .. 74

Funcao empirica de sobrevivéncia para os dados de Melanoma (Ibrahim

et al, 2001). ... 79
Analise grafica dos residuos de Cox-Snell dos modelos Weibull, Bur-

rXII, Log-logistica, Beta Weibull e BBXII ajustado aos dados de melanoma
(Ibrahim et al, 2001). . . . . . . ... ... o oo 81



7.3

7.4

7.5

7.6

8.1
8.2

8.3

8.4

Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplots das amostras MCMC

para os parametros u, v, s, k e ¢ da distribuicao BBXII obtido via
aproximagao gaussiana dos parametros e vetor de candidatos - Metodolo-

gia proposta na Secao 5.3. . . . . .. ..o 84
Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplots das amostras MCMC

para os parametros u, 7, s, k e ¢ da distribuicao BBXII obtido via
aproximacao gaussiana dos parametros e candidatos univariados- Metodolo-
gia proposta na Secao 6.1 . . . . .. ... L 85
Funcao empirica de sobrevivéncia ajustada aos dados de Melanoma
(Ibrahim et al, 2001). . . . . . ... ... oo 86
Analise gréafica dos residuos de Cox-Snell do BBXII obtidos pelas abor-
dagens das Se¢oes 6.1 e 5.3 e ajustados aos dados de melanoma (Ibrahim

etal, 2001). ... 86

Grafico dos valores iniciais e dos estimados . . . . . . . ... ... .. 98
Histograma dos dados e a curva estimada com os valores iniciais (curva
pontilhada) . . . . ... 108
Histograma dos dados e a curva estimada com os parametros ver-
dadeiros e estimados . . . . ... ..o 109
Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplot’s das amostras MCMC
para os parametros a, b, k e ¢ da distribuicao BBXII . . . . . . . .. 110



Lista de Abreviaturas e Siglas

AIC Critério de informacao de Akaike
BBXII Beta BurrXII

Beta-G Beta Generalizada

BEW Beta Weibull Exponenciada

BIC Critério de informacao de Bayesiano
CAIC Critério de informacao de Akaike corrigido
EMV Estimativa de maxima verossimilhanca
EW  Distribuicao Weibull Exponencializada
fda  Funcao de densidade acumulada

fdp  Funcao densidade de probabilidade
fem  Funcao geradora de momentos

HPD highest posterior density (intervalo de credibilidade de maior densidade a pos-

teriori)
JAGS Just Another Gibbs Sampler
KM  Kaplan-Meier
MCMC Monte Carlo via Cadeia de Markov
ME  Modelo especifico

TRV Teste de razao de verossimilhanga



Lista de Cdédigos

1.1
1.2
4.1
4.2
4.3
5.1

Cédigo para geracao de dados da Distribuicao BBurrXII . . . . . . . 12
Cédigo em R para geragao de dados da Distribuicao BEW . . . . .. 16
Modelo BBurrXII no JAGS e no WinBUGS . . . .. ... ... ... 36
Comandos para insercao de dados no WinBUGS . . . . . . .. .. .. 37

Comandos para insercao de dados e obtencao dos resultados no JAGS 39
Algoritmo para gerar um candidato pela aproximagao da Normal com

restrigdo no intervalo (a, b). . . . ... o o oL 46



Sumario

Agradecimentos
Resumo
Abstract
Introducao

1 As Distribuicoes BBXII e BEW

1.1 Distribuicao BBXII . . . . . . . . .. ..o
1.1.1 Geragaodedados . . . . . . . .. ..o
1.2 Distribuicao BEW . . . ..o
1.2.1 Geragaodedados . . . . . . ...

2 A Abordagem Frequentista
21 Caso BBXII . . . . . . . .
22 Caso BEW . . . . ..

2.3 Verossimilhanca com dados censurados

A0 ACASO  « o o e e,
2.3.1 Caso BBXII . . . . . . . . s,
2.3.2 Caso BEW . . . s,

3 Inferéncia Bayesiana

3.1 Inferéncia Bayesiana . . . . . . . .. ... ... L.
3.2  Estimativa Pontual . . . . . . ... ... o000
3.3 Estimativa Intervalar . . . . . . . ... ..o oo
34 MCMC. . . .. e

12
13
16

17
17
19

20
22
23



3.4.1 Metropolis-Hastings . . . . . .. . ... ... ... ... ... 29

3.4.2 Amostrador de Gibbs . . . . . ... 0oL 30
3.5 Avaliaggo do MCMC . . . . . . . . ... 31
3.5.1 Analise Grafica . . . . ... .. ... 31
3.5.2 Método de Gelman e Rubin . . . . ... ... ... ... .. 31
3.5.3 Método de Geweke . . . . . ... 32
3.5.4 Taxade Aceitacao . . . . . . . . ... 33
A Abordagem Bayesiana via JAGS e WinBUGS 34
4.1 Distribuigao a Posteriori e Condicionais Completas . . . . . . . . .. 35
4.2 JAGS e WinBUGS . . . . . ... .. 36
4.2.1 Dados e Resultados no WinBUGS . . . . . .. ... ... ... 37
4.2.2 Dados e Resultados no JAGS . . .. .. ... .. ... .. .. 39

Implementagoes Bayesianas da distribuicao BBXII utilizando o R 41

5.1

5.2

2.3

Utilizacao de prioris Gama . . . . . . . . .. ... ... ... 41
5.1.1 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o Parametro a 42
5.1.2  Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o Parametro b 43
5.1.3 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o Parametro k& 43
5.1.4 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o Parametro s 44
5.1.5 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o Parametro ¢ 45
5.1.6 Resultados . . . . . . .. ... 46
Nova parametrizacao da Distribuicao Beta . . . . . . . .. .. .. .. 49

5.2.1 Distribuicao a posteriori da BBXII com a Nova Parametrizagao

da Beta e Funcao Geradora de Candidatos . . . . . . ... .. 50
5.2.1.1 Resultados . . . .. .. ... ... oL 52
5.2.2  Prioris Beta e Qui-Quadrado . . . . . . .. ... 55
5.2.2.1 Resultados . . . .. ... ... oL 5D

5.2.2.2  Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista

e Bayesiana . . . . ... ... Lo 56
Aproximagoes Gaussianas para os parametros da distribuicao BBXII. 60
5.3.1 Funcao Geradora de Candidatos Conjunta . . . . . . . . . .. 62



5.3.2 Resultados . . . . . . . .. 64

5.3.2.1 Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista

e Bayesiana . . . . ... ... Lo 64

6 Implementacao Bayesiana da distribuicao BEW utilizando o R 68
6.1 Aproximacoes Gaussianas para os parametros da distribuicaio BEW . 68
6.1.1 Funcao Geradora de Candidatos Univariado . . .. ... ... 71

6.1.2 Resultados . . . . . . ... ... 71

6.1.3 Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista e Bayesiana 72

7 Aplicacao a dados reais 76
7.1 Abordagem Classica . . . . . . . . . . ... ... 7
7.1.1 Resultados . . . . . . .. ... ... 78

7.2 Abordagem Bayesiana . . . . ... ... ..o 80
721 Resultados. . . . . . . . . .. ... 82

8 Discussao 87
Referéncias Bibliograficas 90
Apéndice 93



Resumo

O interesse principal do trabalho esta na proposta de uma abordagem Bayesiana
adequada para a estimagao dos parametros das distribuigoes Beta BurrXII (BBXII)
e Beta Weibull Exponenciada (BEW). Essas distribuigdes pertencem a classe de dis-
tribuigoes Beta Generalizadas (Beta-G). Sendo a distribuicdo Beta uma parte inte-
grante da distribuicoes BBXII e da BEW, constatou-se que a sua reparametrizagao,
proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), fornece vantagens computacionais para a
convergencia das estimativas Bayesianas. Foram propostas duas abordagens Bayesianas
para a estimagao dos parametros da distribuicao BBXII e uma abordagem para a
distribuicao BEW. Para a BBXII, a primeira abordagem considera prioris e fungoes
geradoras de candidatos Beta, para o parametro u, e Qui-Quadrado para os demais
parametros. A segunda abordagem considera transformacoes logit para p e log para
os demais parametros. As prioris e funcoes geradoras de candidatos adotadas foram
Beta para 1 e Gama para os demais parametros. Nessa abordagem, obtém-se um
vetor de candidatos Gaussianos de acordo com uma adaptacao da proposta Gaus-
siana de Gray(2001). Para a BEW, considerou-se as transformagoes, prioris e fungoes
geradoras de candidatos equivalentes a segunda proposta da BBXII, diferindo na
obtencao de candidatos, que somente puderam ser obtidos de forma univariada para
cada parametro.

Palavras Chave: Beta BurrXII, Beta Weibull Fxponenciada e Abordagem Baye-

siana.



Abstract

The aim of this work is the development of an adequate Bayesian approach for
the estimation of the parameters of the Beta BurrXIl (BBXII) and Beta Exponen-
tiated Weibull (BEW) distributions. Both of these distributions belong to the Beta
Generalized Class (Beta-G). Since the Beta distribution is used in the construction
of the BBXII and the BEW distribution, It was observed that the Beta distribution
reparametrization proposed by Ferrari and Cribari-Neto (2004) provides computa-
tional advantages with respect to the convergence of the Bayesian estimates. Two
Bayesian approaches were proposed to the estimation of the parameters of the BBXII
distribution and one approach was proposed to the BEW one.In the case of the BBXII
distribution, a first approach incorporates both beta priors and beta proposal distri-
butions for the parameters p and both Chi-square priors and Chi-square proposal
distributions for the other parameters. In the second approach it was applied a set
of transformations to the original parameters in order to make possible the use of
Gaussian approximations. It was applied a logit transformation to p and a log trans-
formation to the others parameters. The proposal distributions were set up according
to an adaptation of the Gaussian approaches proposed by Gray (2001). In the case
of the BEW distribution it was also used Gaussian approximations to the original
parameters, with the difference that for the proposals it only possible the use of
univariate distributions.

key words: Beta BurrXIl, Beta Fxponentiated Weibull, Bayesian approach.



Introducao

A familia de distribuigbes Beta-G (Eugene et al., 2002) tem motivado um ex-
tenso numero de pesquisas no desenvolvimento de novas distribuicoes de probabilidade
desde sua criagdo. Eugene et al. (2002) postularam que, para a fungao distribuicao
acumulada G de uma dada varidvel aleatéria (em que a fungao de densidade de prob-
abilidade e acumulada sao denotadas por g(x) e G(x), respectivamente), a func¢ao

distribuigao acumulada beta-G é definida por

G)
Flz) = B(; 3 /0 W@ D(1 — 1) Dy (1)

e, consequentemente, sua funcao de densidade de probabilidade é dada por

) = 4o Fla) = pr s Gl (1= Gla))™, )

em que B(a,b) é a fungao Beta.

Tahir e Nadarajah (2015) fazem uma compilacao dos artigos de desenvolvimento
relativos a distribuicao Beta-G. Esta relacao inclui, entre outras, a distribuicao Beta
Burr XII (Paranaiba, et. al., 2011) e a distribuicdo Beta Weibull Exponenciada
(Cordeiro et al., 2013), que foram descritas ao considerar-se, respectivamente, as
fungoes distribuicao G relativas a distribuigao Burr XII (Burr, 1942) e a distribuigao
Weibull (Weibull, 1951), que sao de interesse central nesta dissertacao.

Apesar de haver uma extensa literatura sobre as distribuicoes na familia Beta-
G e sobre os procedimentos frequentistas, via maxima verossimilhanga, adotados na
estimagao dos parametros dos modelos propostos, sao escassos os trabalhos que uti-
lizam o paradigma Bayesiano no processo inferencial. Uma das vantagens do uso da

abordagem Bayesiana é a obtencao de intervalos de credibilidade para os parametros



do modelo beta-G em estudo sem a necessidade do uso de argumentos assintéticos.

Neste trabalho de dissertacao objetiva-se o desenvolvimento de metodologia Bayesiana
adequada para a estimacdo dos parametros dos modelos Beta BurrXIl (BBXII) e
Beta Weibull Exponeciada (BEW). A dissertacao esta organizada como a seguir: no
Capitulo 1 apresenta-se as defini¢oes dos modelos BBXII e BEW assim como os pro-
cedimentos necessarios para a simulacao de dados a partir de tais distribuicoes.

No Capitulo 2 descreve-se os procedimentos frequentistas para a estimacao dos
parametros das distribuicoes BBXII e BEW e as formas funcionais das respectivas
verossimilhancas para o caso de dados censurados com censuras ao acaso.

No Capitulo 3 sao apresentados conceitos basicos de inferéncia Bayesiana e no
Capitulo 4 algumas tentativas de abordagem de estimacgao Bayesiana das distribuicoes
BBXII e BEW utilizando-se os softwares WinBUGS e JAGS. No entanto, tais ini-
ciativas mostraram-se infrutiferas de modo que foram necesséarios a implementacao
varios codigos computacionais em R para viabilizar a exploracao dos métodos que
propusemos nesta dissertagao.

No Capitulo 5 sao apresentadas novas metodologias Bayesianas para a estimacao
dos parametros da distribuicao BBXII. Constatou-se que o uso da forma reparametrizada
da distribuicao Beta, como descrito em Ferrari e Cribari-Neto (2004), traz vantagens
computacionais e conduz a convergencia das cadeias de Markov geradas via método
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC).

Os modelos BBXII e BEW incorporam elementos da distribuicao Beta e, ini-
cialmente trabalhou-se com os parametros desta ultima distribuicao em sua forma
original. No entanto, em intmeras estratégias que foram tentadas, ou nao obteve-
se a convergéncia das cadeias MCMC ou os resultados obtidos das estimativas dos
parametros para dados simulados foram muito insatisfatorios.

Constatou-se (Capitulo 5) que o uso da parametrizacao da distribuicao Beta, como
descrita em Ferrari e Cribari-Neto (2004), traz vantagens computacionais e conduz a
convergencia das cadeias de Markov geradas via método MCMC, além de conduzir a
valores estimados muito mais préximos aos valores reais dos parametros.

Na tentativa da obtencao de procedimentos mais robustos e precisos das dis-
tribuicoes BBXII e BEW foram propostos, nos Capitulos 5 e 6, aproximacoes Gaus-

sianas da distribuicao a posteriori conjunta de transformagcoes dos parametros origi-
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nais de modo a trabalhar-se com espacos paramétricos descritos nos reais. Obteve-se
resultados satisfatorios com tal estratégia.

No Capitulo 7 descreve-se as analises Bayesianas para o modelo BBXII utilizando
os dados de melanoma de Ibrahim et al. (2001). Acreditamos que os métodos desen-
volvidos nesta dissertacao conduzem a um avanco em relacao a proposta Bayesiana
de Paranaiba et. al. (2011) para a distribuigao BBXII. Além disso, propusemos um

método Bayesiano (que acreditamos seja o primeiro) para a distribuigao BEW.



Capitulo 1

As Distribuicoes BBXII e BEW

Nesta secao serao apresentados as Distribuicoes BBXII (Paranaiba et. al. 2011)
e BEW (Cordeiro et al. 2011) e algumas propriedades. Também serd provado que
a funcao de distribuicao de probabilidade de ambas distribui¢cdes podem ser escritas

como uma combinacao linear da distribuicao BurrXII e Weibull, respectivamente.

1.1 Distribuicao BBXII

A distribuigao BBXII foi proposta por Paranaiba et.al (2011). Ela é uma com-
posicao da distribuicao Beta generalizada com a distribuicao Burr XII. A primeira foi
proposta por Eugenne et. al. (2002), que definem uma classe de distribuigdes beta
generalizadas (beta-G), que consiste numa generalizagao da distribui¢ao Beta. Con-
sidere G(z) denotando uma fun¢ao de distribuicdo acumulada (fda) de uma variavel
aleatéria continua e a > 0 e b > 0 (parametros de forma) da distribui¢ao beta. Tem-se

que a fda da beta-G é dada por

F(x) — ; /G(z) w(a—l)<1 _ w)(b—l)dw (1'1)
B(a,b) J, ’

em que B(a,b) = ['(a)I'(b)/T'(a + b) é a fungao beta e I'(.) é a fungdo Gama. Pelas
propriedades de probabilidade tem-se que a funcao densidade de probabilidade fdp

associada a F'(z) é dada por:

) = o Fla) = s Gl (1 = Gl (12)

dx



onde g(z) = dG(z)/dx é fungao densidade da distribuigao de probabilidade (fdp) a
ser definida.

Dessa forma, a distribuicao BBXII é obtida ao assumir G(z) e g(z) sendo a fda
e fdp da distribuicao BurrXII, respectivamente. A distribuicao BurrXII foi proposta

por Burr (1942), possui 3 parametros (s > 0,k > 0 e ¢ > 0) e tem a seguinte forma:

G(z;s,k,c)=1— [1 + (g)c} _k, x>0, (1.3)

g(x; 8, k,c) = cks™® [1 + <§>C} - et x> 0. (1.4)

Diante disso, assumindo G(x) a fda da BurrXII e substituindo na fda da beta-G,

tem-se que a fda da distribui¢ao BBXII é dada por (z > 0)

1 (2)=1-[1+(z/s)°] . -
F(z) = Ii_j14(as)e)-+y (@, b) = Blab) /0 w* (1 —w)" ldw (1.5)
e sua fdp é
Ckxc_l —(kb+1) _gyoe—1

Dessa forma, a Fungao de Risco da distribui¢ao BBXII é dada por (z > 0):

chat (14 (a/8)] ML [1+ (a/5)] !

hix) =
() s¢B(a,0)[1 — If1_j14(z/s)e]-+}(a, )]

Na Figura 1.1 ilustra-se algumas formas possiveis da distribuicao BBXII.

Uma caracteristica da distribuicao BBXII é que podemos obter uma série dis-
tribuigoes em casos particulares. A exemplo, quando a = b = 1, obtém-se a dis-
tribuicao BXII; quando b = 1, temos a distribuicao BurrXII exponencializada; e
quando temos @ = ¢ =1 ou a = b = ¢ = 1, temos a Beta-Pareto tipo II (BPII) e
Pareto tipe II (PII), respectivamente.

Outra caracteristica dessa distribuicao é que a fdp pode ser escrita como uma

combinacao linear de distribui¢des BurrXII. Considerando a expansio de (1 — z)>~!
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Figura 1.1: Grafico da densidade BBXII

quando b > 0 e |z| < 1 (Nadarajah; Kotz, 2004),
— (—1)IT'(b) ;
(L—2)t=>" (—()'z] (1.8)

Substituindo (1.8) em (1.5), temos que

1 & (-1T(h) 1=(1+(z/5)) " it
F(x) = Bl ; F(b—j>j!/o w7 dw, (1.9)
Logo,
N {1—<1+(:L‘/s)) e
Z TR R 10

Aplicando a derivada expressa em (1.2), tem-se:

0 hepc=1(_1)i r/8)e)~(B+D) '
o) = 3 O o e )

=0
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Usando a expansao (1.8) em {1 — [1 + (z/s)]7%}2+9~1 tem-se que

s B SRR e
i Bla )T ﬁrr(b);iii?fkf)ﬂw[1+(:c/s)J K1)~
= i wy(a,5) B Lt (5] e
= iwr(a b)g(x; s, k(r +1),c), (1.12)

em que g(x;s,k(r +1),¢) é a fdp da distribuigao Burr XII com parametros s, ¢ e

k(r +1) e w, é dado por:

(=) TO)T(a + )
B(a,b)T'(b— )T (a+j—7r)(r+ 1)V

w, = w,(a,b) = (1.13)

Por integragao de (1.13), para a e b positivos reais nao-inteiros, obtém-se a fda da
distribuicao BBXII, que pode ser escrita como combinacao linear da funcoes de den-

sidade da distribuicao BurrXII,
= Z w;, G(x; s, k(r+1),c) (1.14)
7,r=0

em que w, foi definido em (1.13). Do mesmo modo, a fungao geradora de momentos
(fgm) da distribuigdo pode ser escrita em termos da fgm da distribui¢do BurrXII

reparametrizada.

1.1.1 Geragao de dados

Os dados da distribuicao BBXII podem ser gerados pelo método da inversao. Se
X ~ BBXII(a,b,k,s,c) e V ~ Beta(a,b), uma amostra de tamanho n pode ser

gerada conforme o Cédigo 1.1.

Cédigo 1.1: Codigo para geracao de dados da Distribuicao BBurrXII

Ger .VA.BURRXII<-function(a,b,s,k,cc,n)
{

12
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set.seed (8982229)

x<-c ()

V<-rbeta(n,a,b)

x<-s*x (((1-V)~"(-1/k)-1)"(1/cc))
return (x=x)

}

Na préxima Secao, apresenta-se a distribuicao BEW e sera provado que a fungao

de distribuicao pode ser escrita como uma combinacao linear da distribuicao Weibull.

1.2 Distribuicao BEW

A distribuigao BEW foi proposto por Cordeiro et al (2011). Ela é uma composicao
da distribuigao Weibull com a distribuigado Exponencializada (ou Exponenciada) e
a Beta generalizada. A primeira é uma distribuicdo muito conhecida e tem sido
amplamente utilizada em estudos nas areas médicas, engenharia e confiabilidade.

A distribuigao Exponencializada é obtida quando a distribui¢ao acumulada (G(z))
¢ elevada a um expoente arbitrario (o > 0). Entdo a nova distribui¢do acumulada é
dada por F(z) = G(z)* e pode ser chamada de distribuicdo G exponencializada (ou
exponenciada). Logo, a fda dessa distribuicao é f(r) = aG(z)* 'g(x).

Assumindo que G(z) seja a fda da distribuicio Weibull, tem-se a fda da dis-
tribuicao Weibull Exponencializada (EW), que foi proposta por Mudholkar e Srivas-
tava (1993) e é dada por

Ghroc(r) ={1 —exp[-(A2)|}*, x>0, (1.15)

onde a > 0 e ¢ > 0 sao parametros de forma e A > 0 é parametros de escala. Nota-
se que um caso particular da distribuicao EW ¢é a distribuicao Exponencial, quando
a=c=1.

A distribuigao Beta-G foi proposta por Eugenne et al (2002) e foi definida em (1.1).
Assumindo G(x) dada em (1.15) e substituindo em (1.1) obtém-se a distribui¢ao Beta

13



Weibull Exponencializada (BEW) que possui a seguinte forma:

F(ZL’) — [17(1767()\z)c)a (a, b)
1 /Gx,a,c(w)={1—cxp[—(M)c]}a

a—1 1— b—ld
Bl J, w* (1 —w)” Hdw,w > 0,

e sua fdp é dado por:

)\C c c\ aa— e\ a b—1
fz) = %IHG_(M (1 _ () ) 1 {1 _ (1 _ () ) }

Logo, a Funcao de Risco da distribuigao BEW é dada por (z > 0):

D e M t el S i i
- B(a,b)];_(1-¢-0wre)a

h(z) (a,),

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Na Figura 1.2 ilustra-se algumas formas possiveis da distribuicao BEW. Uma car-

—— Alpha=5, Lambda=1, a=2, b=10 e c=3
----- Alpha=0.05, Lambda=0.10, a=1, b=2.5 e c=2.5
Alpha=1, Lambda=1, a=2, b=2.5 e c=2

------ Alpha=2, Lambda=1, a=2.5, b=2.5 e c=2
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Figura 1.2: Grafico da densidade BEW

acteristica interessante dessa distribuicao é a possibilidade de obtencao de varias

distribuicoes como caso particular da BEW. Por exemplo, se « = a = b =1 tem-se a
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distribuicao Weibull, se a = b = 1 tem-se a distribuicao Weibull Exponenciada e se
a =b=c=1 obtém-se a distribuicao Exponencial Exponenciada.

Outra caracteristica interessante dessa distribuicao é que sua fdp ou fda pode ser
escrita pela soma ponderada de fdp ou fda da Weibull, respectivamente. Primeira-
mente, se b > 0 real e ndo inteiro, pode-se substituir (1 —w)*~! da integral pela série

de poténcia e obter a seguinte integral:

T > (=1 J b_'l )
/0 w1 — w)"dw = Z ng“ﬂ, (1.19)

J=0

quando o termo binomial (bgl) =T(b)/T'(b — j)! é definido para todo nimero real b.

Da equagao (1.16), tem-se que

F(z) = ab Z ;a( ) {1 — exp[— (Az)] ) (1.20)

Agora, da expans@o binomial e de (1.15), tem-se que

o (—1)itk (b—}) (a(a+j))

F(z) = J P2 = Gy, e 1.21
(.Z') £ (CL —|—j)B(CL, b) [ Ak, 1, ((IJ)] ) ( )
7,k=0
quando G, 1.(z) é uma fdp da Weibull com parametro de escala A\, = ke) e

parametro de forma c. Diferenciando (1.21) tem-se uma expansao ttil para a funcao

de densidade que é dada por

() = > wi kgxe(2), (1.22)

quando gy, 1, = dGy, 1..(x)/dr denota a densidade da Weibull com parametro de
escala )\, parametro de forma c e wy j = Z;’io wjk, onde w;y sao dados por:
(_1)j+k+1 (bfl) (a(a+j))

@ +j)é(a,b) . (1.23)

Wk =
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1.2.1 Geracao de dados

Os dados da distribuicao BEW podem ser gerados pelo método da inversao. Se
X ~ BEW(a,b,a, A\, c) e V ~ Beta(a,b), uma amostra de tamanho n pode ser gerada

conforme o Codigo 1.2.

Cédigo 1.2: Codigo em R para geracao de dados da Distribuicao BEW

Ger .VA.BEW<-function(a,b,alpha,lambda,cc,n)
{

set.seed (8982229)

x<-c ()

V<-rbeta(n,a,b)

x<-(1/lambda)*(-log (1-V~{1/alphal})) ~(1/cc)
return (x=x)

}
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Capitulo 2

A Abordagem Frequentista

Nesta secao serao apresentadas as fungoes score das distribuicoes BBXII e BEW,
além de um teste de razao de verossimilhanca para avaliar a adequacao das respectivas

distribuicoes e qualquer outro de seus sub-modelos.

2.1 Caso BBXII

Seja 1, xq,- -+ ,x, uma amostra aleatéria de uma distribuigao BBXII (vide (1.6))
com vetor de parametros 0=(a, b, s, k, ¢)T, entao a correspondente funciao de verossim-

ilhanga ¢é dada por,
L(0) = [ ot 1t (/)] 0 {14 /) @)

e, consequentemente, a funcao log-verossimilhanca é:

[(8) = nlog(c) + nlog(k) + (¢ — 1) Zlog(xi) — nclog(s) —nlog (B(a,b)) — (2.2)

i=1

(kb+1)Y log (1+ (/) + (a — 1) Y log (1 1+ (zi/s)crk) .

=1 =1

17



Fazendo u; = 1 — (1 + (2;/s)¢)7%, as funcoes score dos parametros a,b, s,k e ¢ sao

dadas por
2D = ) = —n ) — vl + D]+ Y og(u), 23)
i = U0 = —n[60) —v(a+ ] + Y log (1), 24
ol(8) re "o —ke(1 —w) c(kb+1)
s =V = a3 (SCH) [ S | 29)
% = UB)=T - > log(1 — ) [(“ - 1)151 — ) _ b} , (2.6)
e - (2.7)
00 )
oc ¢
_ g—r log(S)Jr; (%)iog (9 [<a - Dk(uli_ )k (1(%)1)1/’@ , (2.8)

em que t(.) é a fungdo digama. Entao o estimador de méxima verossimilhanca 0
de 6 é obtido resolvendo o sistema de equagoes nao lineares tomado pelas equacoes
Uy(0) =0, Uy(0) =0, Ugs(0) =0, Ug(0) =0 e U.() =0.

Também é possivel realizar um teste para verificar se a BBXII pode ser reduzida a
algum submodelo. Para tanto, obtém-se a log-verossimilhang¢a restrita ao submodelo
a log-verossimilhanca irrestrita maximizada e calcula-se a estatistica de razao de log-
verossimilhanga (TRV'). Um exemplo é o teste para avaliar as distribui¢oes Burr XII

exponencializada (b = 1) e a BBXII. Dessa forma as hipdteses sao

Holbzl,

H1 ) 7é 1.
Com isso, a estatistica de teste é dada por
w =2 {l(&, b5 k,¢) —1(a 1,3k, 5)} , (2.9)

onde a,b, s, k, ¢ sao estimados sob H; e a,1,§,k, ¢ sao estimados sob Hy. Sob essa
%

hipétese w X2, onde m é a diferenga entre o niimero de parametros do espago
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paramétrico sob Hy (0y,) e do espaco paramétrico sob Hy.

2.2 Caso BEW

Seja x1, Ta, -+ , T, uma amostra aleatéria de uma distribuicao BEW (vide (1.17))
com vetor de parametros 0= (a,b, o, A, ¢)T, entao a correspondente fungao de maxima

verossimilhanca é dada por,

L) = H [%x“le_(’\@c (1 B 6_(,\gc)C)aa—l {1 B (1 _ 6—(Ax)c)°‘}b1] , (2.10)

a correspondente funcao log-verossimilhanc¢a é dada por:

[(0) = log(a)+ log(c) + clog(A) — log [B(a,b)] + (¢ — 1) log(z) +
— (M) + (wa — 1) log {1 — exp [— (A\z)]}

+ (b—1)log {1 —[1 —exp {— (\2)°}]"}. (2.11)

Logo os componentes do vetor score U = (9l/da,dl/Ob,dl/dc,dl/ON,dl/c)T sao

dados por
g—i = é + alog{1l —exp[— (A\x)]} —
{1 — exp [~ (\2)]}" log {1 — exp [~ (A7)}
B T T VoL
o ¢ 1 e cx A\ Lexp [—(Ax)]
o~ e o
o na{l—exp =) 2 eA  exp [ (M)
-1 1= {1 - exp - 0w IF° e
O~ (at )~ vla) + Mog {1 — exp [~} (2.14)
% = P(a+b) — () +log {1 — (1 — exp[—(Aa))"}, (2.15)
oL 1 . (Az)log(Ax) exp {—(Az)°}
3 = ot log(\) +log(z) — (Ax)¢log(Az) + (Aa — 1) 1= exp (= (\2)°)
e Lo B O O los e (<0,

1—[1—exp{—(Az)}]" ’
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onde ¢(.) é a funcdo digama. Entdo o estimador de méxima verossimilhanca 6 de 6 é
obtido resolvendo o sistema de equagoes nao-lineares U, (0) = 0, U,(0) = 0, U,(0) = 0,
Up(0) =0e U.(0) = 0.

Também é possivel realizar um teste para verificar se a BEW pode ser reduzida
a algum sub-modelo. Para tanto, obtém-se a log-verossimilhanca restrita ao sub-
modelo e a log-verossimilhanga irrestrita e calcula-se a estatistica de razao de log-
verossimilhanga (TRV'). Um exemplo é o teste para avaliar se a BEW se reduz a

distribuicao Beta Weibull. Dessa forma, as hipoteses sao

Hy:a=1,

Hl:a#l.

Com isso, a estatistica de teste é dada por
w =2 {l(d, b\, G, é) —1(a b1, 5)} , (2.17)

onde a, b, A\, &, ¢ sao estimados sob H; e a, 1, A\, &, ¢ sao estimados sob Hj.

2.3 Verossimilhanca com dados censurados
ao acaso

Seja t; o tempo decorrido até a ocorréncia de um dado evento em estudo para o
i-ésimo individuo. Logo, a variavel aleatoria que designa o “tempo até a ocorréncia

do evento” serd denotado por T; . Considerando-se a varidavel indicadora

1, se t; éo “tempo” associado ao individuo i,

5 =
0, se o tempo esta censurado,

onde os tempos censurados serao considerados aleatoérios, denotados por C;. Dessa

forma, t¢; é, entdo, uma observagao da varidvel aleatéria 7; = min (7;, C;), em que
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T;, C; sao independentes. Considerando dados censurados, tem-se que

= P(Ci=t)P(T;>1), (2.18)

e para o caso em que os dados nao sao censurados

= P(T,=t)P(C;>1), (2.19)
= P(Ci=t,T,>t)+P(Ti=t,C; > 1)
— P(C;=t)P(Ty>t)+ P (T, =t)P(C; > 1). (2.20)
Logo,
P (i =1) = fe,(t)St,(t) + fr,(t)Se,(1). (2.21)

Considerando que o par (t;,6;) é observado, entdo, para cada individuo, apenas uma

das duas partes de (2.21) ocorre

fC,(t)STl(t)a Se 62 = 0,

sz‘(t)SCi(t)a S€ (52 =1

Logo, a verossimilhanga associada a (7;, 7,) é dada por

L(O) = H P(r =t

=[] 1fn(t)Sc,(t)) [fe, (t:) Sp (t)] (2.22)
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Logo,

n

LT el 1Se, ()™ < [T fn ()™ [Sn ()] ™. (2.23)

i=1 i=1

Sob o pressuposto de que a censura ¢ nao informativa, os parametros envolvidos
no primeiro produtério nao envolverda qualquer parametro que esteja relacionado no

segundo produtorio. Dessa forma, a verossimilhanca dos dados observados é propor-

cional a
£(6) H ()" [Sren] ™ (2.21)

m que
Su(t) = P(T>t)=1—P(T<t)=1— Fp(t). (2.25)

2.3.1 Caso BBXII

A verossimilhanca para dados censurados para a distribuicao BBXII possui a

forma dada em (2.24), onde

Sr(t) = P(I;>t)=1—P(T,<t)=1— Fr(t)

1 b
= 1-1, (a,b)=1— 11— w)d 2.2
wlah) =1 w0 e, (220

em que u; = 1— [1+ (%)°] - Seja ¢; = 1 —1I,,, (a,b). Substituindo (2.26) em (2.24),

tem-se que
L) o H[fT( DI L= L, (a,0)]'"
o JLUn () la] ™ (2.27)

1

.
Il

A log-verossimilhanc¢a (com n = 1) é dada por

1(6) = §log (fr(t)) + (1 — 6)log (q) . (2.28)

22



2.3.2 Caso BEW

A verossimilhanga para os dados censurados para a distribuicao BEW ¢é da forma

dada em (2.24), em que

Sp(ti) = P(T;,>t)=1—-P(T; <t)=1-Fr(t)

1 " —1 b—1
a1 — d
b(a,b>/o W) dw,

= 1-1,(a,b)=1—

(2.29)

onde r; = [1 —exp (—(A\x)9)]". Seja p; = 1 — I,(a,b). Substituindo (2.26) em (2.24),

tem-se que

=

L(#)

i=1

[fr ()] [pi] 7

%
=

i=1

A log-verossimilhang¢a (com n = 1) é dada por

1(0) = dlog (fr(t)) + (1 —0)log (p).
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Capitulo 3

Inferéncia Bayesiana

Neste Capitulo, serd apresentada uma introdugao a teoria da Inferéncia Bayesiana.
Na Secao 3.1, sao descritos os aspectos tedricos da Inferéncia Bayesiana e seus ob-
jetivos. Na Secao 3.2 e 3.3 sao apresentadas as estimativas bayesianas pontuais e
intervalares. Na Secao 3.4, sao apresentadas algumas técnicas para a obtencao da
densidade marginal a posteriori pelo método de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMC). Sao elas: os métodos de Metropolis-Hastings e Amostrador de Gibbs. Por
fim, na Segao 3.5 sao apresentadas algumas formas de avaliacao das estimativas obti-

das pelo MCMC.

3.1 Inferéncia Bayesiana

A Inferéncia Bayesiana é uma abordagem estatistica em que toda e qualquer
incerteza sobre um fenomeno em estudo é expresso em termos estocasticos. Inicia-se
a descricao probabilistica do problema com a formulacao de um modelo estatistico
adequado, estabelecendo-se as distribuicoes a priori dos parametros desconhecidos do
modelo em questao. Isso tem por objetivo a descri¢ao probabilistica do conhecimento
prévio do pesquisador acerca dos parametros do modelo.

Dessa forma, essa abordagem apresenta dois objetivos fundamentais: o primeiro
é a realizacao de inferéncias sobre o parametro nao observavel 6; o segundo é a
possibilidade de, a partir de um conjunto de observacoes, realizar predigoes sobre o

conjunto de observagoes ainda nao observados.
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Diante disso, o primeiro objetivo é, ao mesmo tempo, coincidente e conflitante
com a abordagem classica. Pois, de um lado, a abordagem classica é baseada em
probabilidades associadas a diferentes amostras que poderiam ocorrer para algum
valor fixo, mas desconhecido, do parametro #. Por outro lado, o Bayesiano esta
baseada em probabilidades subjetivas, associadas a diferentes valores do parametro 6
e condicionadas a amostra observada.

O’Hagan (1994) afirma que os Bayesianos podem emitir enunciados probabilisticos
sobre os parametros, pois o consideram variaveis aleatdrias, mas isso nao se torna
possivel para os classicos.

Nesse contexto, na abordagem Bayesiana, o valor de 6 é desconhecido e aleatério.
Portanto, # possui uma distribuicao de probabilidade associada. Assim, toda a in-
formacao disponivel a priori em relagao ao parametro 6 é traduzida na forma de uma
distribuicao de probabilidade 7 (#).

Vale ressaltar que 7(f) pode ser informativa ou ndo. Quando se tem algum
conhecimento prévio sobre os parametros usa-se prioris informativas. Caso contrario,
quando existe pouca ou nenhuma informacao, usa-se as prioris nao-informativas.

Considere z=(z1, 79, -+ , z,)? um vetor com n observacoes, com vetor de parametros
6=(01,0s,--- ,0,). Assuma-se que a informacao disponivel sobre 6 pode ser resumida
probabilisticamente, de acordo com alguma funcao de densidade de probabilidade
F(a16).

Dessa forma, combinando a informacao a priori w(6), que é o conhecimento prévio

do pesquisador, e a verossimilhanga (que é fungao dos dados) obteve-se a distribuicao

a posteriori m(f|x), que é obtida pelo Teorema de Bayes:

_ x@0r0)
(Bla) = P o f(alf)n (o), (1)

onde

fX(x):/fX(X|0)7r(6’)d0 o /ﬂ(0|x)d6’:1. (3.2)

Intuitivamente, observa-se que 7(6|x) incorpora toda e qualquer informagao disponivel

sobre os parametros, além de ser usado como a regra de atualizacao para quantificar
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o aumento de informagao.

Em linhas gerais, a Inferéncia Bayesiana segue um esquema basico. Primeira-
mente, formula-se o modelo matemadtico (experimental), entdo de posse dos dados, a
fungao de verossimilhanga (f(z|f)), que mede toda informagao sobre 6, é fornecida pe-
los dados. Define-se as distribuigoes a priori m(f) sobre os parametros e, utilizando-se
do Teorema de Bayes, obtém-se a distribuicao a posteriori.

Uma vez construida a posteriori, alguns interesses residem em:

e Avaliar o efeito marginal de um conjunto de parametros no modelo multivari-
ado. Suponha que 6= (6y, ..., 6,) denote um modelo p-dimensional. Entao, nosso

interesse esta em obter 7(6;|z) onde 6; € 0, e

r(O) = / (0:,0.4]2)d0_
= /W(0i|9_,~,m)W(H_Z-|x)d0_Z-. (3.3)

e Previsoes a posteriori de alguma quantidade de interesse sao obtidas de forma
natural. Denote por ¥ a quantidade a ser predita, entao a funcao preditiva a

posteriori é dada por

- /W(:i:|€,x)7r(0|x)d9
_ / (]0)7(6])do. (3.4)

Note que, T e x sao condicionalmente independentes, dado #. Na maioria dos
casos, a posteriori obtida nao possui distribui¢ao conhecida e nem ¢ trivial a sua esti-
mativa por métodos nao iterativos. O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

representa uma boa alternativa, sendo a mais utilizada em problemas Bayesianos.

3.2 Estimativa Pontual

Sabe-se que a distribuicao a posteriori de um parametro € contém toda a in-
formacao probabilistica do referido parametro. Dessa forma, se faz necessario re-

sumir a informacao contida no parametro através de valores numeéricos, entre eles, as
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medidas de tendéncia central.

Na abordagem bayesiana, adota-se o conceito de Funcao Perda, como auxilio, na
escolha do estimador de 6, enquanto na abordagem classica o problema é resolvido,
por exemplo, encontrando-se o estimador de maxima verossimilhanca da quantidade
desconhecida (porém fixa) 6.

Segundo Ehlers (2007), a Funcao Perda, denotada por L(a, 6), determina a perda
sofrida ao se tornar a decisao o dado o real estado 8 € ©. Esta perda é expressa

como um numero real e é definida por

B(L{a,0ly)) = [ L Olu)h(6ly)o6 35)

onde a é escolhida de tal forma que a perda esperada a posteriori seja minimizada.
a ¢é chamado de estimador de Bayes e depende da funcao perda que é adotada.

Se a Fungao Perda ¢ definida como L(a—0) = (a—60)? entao o estimador de Bayes
é a média a posteriori. Se adotar a Fungao Perda absoluta (L(a—60) = |a—60|) tem-se
que o estimador de Bayes é a mediana a posteriori. Se a Func¢ao Perda denominada
0-1 é adotada, o estimador de Bayes sera a moda a posteriori. Esse estimador de
0 também é chamado de estimador de maxima verossimilhanca generalizado e é o
mais de facil de ser obtido dentre os apresentados. No caso continuo, deve-se obter a

solucao da seguinte equacgao

or (0|x)

5 =0 (3.6)

3.3 Estimativa Intervalar

No entanto, a principal restricao da estimacao pontual se deve ao resumo de
toda a informacao da distribuicao a posteriori a um tnico nimero. Dessa forma,
faz-se necessaria associar alguma informacao sobre o quao precisa ¢ a especificagao
deste numero, objetivo do intervalo de credibilidade, ou “intervalos de confianca”

bayesianos.

Definicao 3.3.1. C ¢ um intervalo de credibilidade de 100(1 — o)%, ou nivel de
credibilidade (ou de confian¢a) 1 — o, para 6 se P(6 € C) > 1 — «.
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Pela definicao acima é possivel obter uma infinidade de intervalos, mas o in-
teresse estd naquele intervalo que possui o menor comprimento possivel. Segundo
Ehlers (2007), pode-se mostrar que os intervalos de comprimento minimo sao obtidos
tomando-se os valores de # com maior densidade a posteriori. Esses intervalos sao

denominados intervalos Highest Posterior Density (HPD).

Definigao 3.3.2. Intervalo HPD: Um intervalo de credibilidade C de 100(1 — )%
para 0 € de mdzima densidade a posteriori se C={0 € © : w(0|z) > k(a)} onde k()

¢ a maior constante tal que P(f € C') > 1 — a.

Por essa defini¢ao, todos os pontos dentro dessa intervalo terao maior densidade do
que qualquer ponto fora dele. Além disso, no caso de distribui¢ao bicaudal (exemplo:
Normal, ¢ de Student) é obtido de modo que as caudas tenham a mesma probabilidade.
De forma equivalente a abordagem classica, esses intervalos de credibilidades nao sao
invariantes a transformacoes 1 a 1, a nao ser para transformacoes lineares.

Se a distribuicao em estudo for simétrica e unimodal, esse intervalo corresponde
ao intervalo simétrico. Se for assimétrica e unimodal corresponde ao intervalo cuja a
posteriori apresenta o mesmo valor nos limites. Em geral, nesse caso, o HPD nao é
obtido numericamente e, assim, deve-se empregar métodos numéricos para construi-

los.

3.4 MCMC

O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) tem a finalidade
de obter uma amostra da distribuicao a posteriori, com o objetivo de calcular as
estimativas amostrais das caracteristicas da distribuicao em estudo. Esse ¢ um método
alternativo aos métodos nao iterativos em problemas complexos. Esse método se
constitui numa integragao numérica baseada em simulagoes estocasticas.

Os métodos de Metropolis-Hastings (Metropolis et. al., 1953; Hastings, 1970) e
amostrador de Gibbs (Geman e Geman, 1984; Gelfand e Smith, 1990) sao tipos es-
pecificos do MCMC. Em linhas gerais, nesses métodos, simula-se um passeio aleatorio
no espago de 6 que convergira para uma distribui¢ao estacionaria, que ¢é a distribuicao

de interesse no problema. Diante disso, Kruschke(2014) propoe 3 objetivos principais
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na geragao de uma amostra da distribuicao a posteriori pelo MCMC:

e Os valores da cadeia devem ser representativos da distribuicao a posteriori. Eles
nao devem ser influenciados, de forma indevida, por valores iniciais arbitrarios

da cadeia e, ainda, devem varrer o espaco paramétrico do parametro em estudo;

e A cadeia deve ter tamanho suficiente para que as estimativas se tornem precisas
e estdveis. Principalmente, as estimativas de tendéncia central (tais como a
mediana ou moda), além dos limites do intervalo HPD 95%, nao devem ser

muito diferentes se a andlise MCMC é executada novamente;

e A cadeia deve ser gerada de forma eficiente com tao poucos passos quanto

possivel, de modo que nao exceda o poder de computacgao;

Diante disso, esse algoritmo de MCMC nos dd um método geral para construir
uma cadeia de Markov com distribuicao estacionaria, dada por uma funcao de proba-
bilidade arbitraria f(z) (geralmente é a distribui¢ao de interesse, ou alvo). Na maioria
das vezes a complexidade de f(z) faz com que a geracao de dados a partir dela nao

seja trivial.

3.4.1 Metropolis-Hastings

O método de Metropolis-Hastings é a juncao de dois trabalhos, o primeiro de
Metropolis et al. (1953) e o segundo de Hastings (1970). Estes s@o considerados como
os principais artigos para a caracterizacao do método, embora outros apresentaram
contribuigoes relevantes. O primeiro artigo foi proposto para resolver um problema
da area da fisico-quimica e somente mais tarde foi verificado o grande impacto na
area da Estatistica.

Em termos gerais, esse método usa a mesma ideia dos métodos de rejeicao, de
forma que um valor é gerado (f') de uma distribuicao ¢(.|f) e é aceito de acordo com

uma dada probabilidade «, dada por

N m(60)q(0]0")
a(f,0) = min {1, W} : (3.7)
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onde 7() ¢ a distribuicao de interesse. Esse método é de grande importancia nos casos
em que a distribuicao a posteriori nao é conhecida.
Dessa forma, o algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser realizado conforme os

seguintes passos:
e 1. Inicialize o contador de iteracoes t = 0 e especifique um valor inicial 6°;
e 2. Gere um novo valor §' da distribuicao ¢(.|0);

3. Calcule a probabilidade de aceitacdo a/(6,6') e gere U ~ Uniforme(0, 1).

~ . / , . o .
e 4. Se u < a, entdo o novo valor deve ser aceito (9" = §'), caso contrario rejeite

e faca 0!t = 0;

e 5. Facat =1+ 1 e volte ao passo 2.

3.4.2 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs (Geman e Geman,1984; Gelfand e Smith,1990) é um
caso especial do algoritmo de Metropolis-Hastings com probabilidade de aceitacao
igual a 1. Logo, é um esquema MCMC onde as transi¢oes sao dadas por condicionais
completas com formas totalmente conhecidas.

A ideia basica de Gibbs é a possibilidade de tornar um problema multivariado
numa sequéencia de problemas univariados, para o quais itera-se e assim produza
uma Cadeia de Markov. Isso nos mostra que a mudanca de estado depende apenas
do estado atual. Temos também que a distribuicao de equilibrio é a distribuicao a
posteriori desejada.

Assumindo que a distribui¢ao conjunta de interesse é dada por 7 (0) = 7 (61, ..., 04)’
e que pode ser caracterizada pelas densidade condicionais completas ;(6;) = m;(6;]0;_1),

t=1,...,d. Logo, o algoritmo de Gibbs pode ser descrito da seguinte maneira:

e 1. Inicialize o contador de iteragao da cadeia e o valor inicial 8° = (69,69, ..., 09)
)

e 2. obtenha os novos valores 69 = (67,6, ..., 9&) dado AUV através da geracgdo
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sucessiva de valores

0] = w(0,065", ... 657"
9% - W(92’9{>eg_1a"'79§_1)

0, = w(046),65,...07_);

e 3. Fazer j < 7+ 1 e retorne ao passo 2 até que a convergencia seja alcancada;

Quando a convergéncia é alcancada, a amostra de # converge para a distribuicao
estacionaria. Ressalta-se que, mesmo num problema multidimensional, em alguns
casos, todas as simulacoes podem ser univariadas, o que pode ser uma vantagem

computacional.

3.5 Avaliacao do MCMC

Nesta secao, objetiva-se apresentar alguns métodos para avaliar a convergéncia
das estimativas obtidas pelo MCMC. Na literatura, existem varias estratégias. Aqui

serao apresentados os métodos mais utilizados.

3.5.1 Analise Grafica

Na andlise grafica, primeiramente, temos que supor a estratégia de cadeias multiplas
(com valores iniciais diferentes) no método de MCMC. Dessa forma, as observagoes
serao geradas e a trajetoria monitorada ao longo dos passos.

Com isso, a analise serd realizada através da andlise grafica da sobreposicao da
trajetéria das cadeias. Se as estimativas forem graficamente indistinguiveis, existe

indicativo de convergéncia (Gelfand et. al., 1990).

3.5.2 Meétodo de Gelman e Rubin

O segundo método apresentado se da pela descricao numérica da convergéncia.

Gelman e Rubin (1992) propuseram um critério baseado na analise de variancia. Em
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linhas gerais, nesse método utiliza-se duas ou mais cadeias paralelas, com diferentes

pontos iniciais e realiza-se a comparacao da variancia dentro e entre as cadeias.
Suponha que existem m cadeias paralelas, de tamanho n cada. Seja ¢;;, com

1=1,....,nej=1,..,m, onde 7 representa a observacao e j a cadeia. Denotando Vp

e Vg as variancias entre e dentro das cadeias, respectivamente, entao

Vp = ﬁ SN (65— 6,5)7, (3.9)

i=1 j=1

onde ¢; é a média das observagdes da cadeia j, e ¢ é a média dessas médias. Logo,
a variancia marginal a posteriori de ¢ (V' (¢ly)) é estimada pela média ponderada de

VE (§] VD

n

) —1 1
V(¢ly) = —=Vp + V. (3.10)

Entao, o monitoramento da convergéncia da cadeia é denotado ”fator de reducao

potencial de escala” (R),

V(&ﬂy)_

R pum—
Vb

(3.11)

de forma que a medida que n cresce, R tende a 1. Se R &~ 1, tem-se o indicativo de

que o periodo de burn-in pode terminar e o processo iterativo pode continuar.

3.5.3 Meétodo de Geweke

Esse método é baseado em aplicagoes de técnicas usuais de séries temporais para
averiguar a convergéncia do método de MCMC (Geweke, 1992). Seja ¢(#) a funcao
do parametro de interesse. Sabe-se que o objetivo do MCMC ¢é atingido quando
simula-se valores de 6" de uma determinada Cadeia de Markov.

O valor esperado da estimativa marginal a posteriori de ¢g(f) é dada pela média
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ergédica dos g(AY)). Com isso, considerando que g(#) é uma funcio real e sua tra-
jetéria gl g2, -+ -, obtida a partir de g' = ¢("), define uma série temporal.

Assim, observa-se a série ao longo de n simulacoes, suficientemente grande, e
calcula-se a média das n, primeiras iteracoes g, = i > g(0%), bem como a média
das ultimas ng iteragoes (g = n_1,3 Zf:n_nBH g(6")).

Logo, se a cadeia é estaciondria, entdo a média da primeira parte da cadeia (das
ne iteracoes) deve ser semelhante & média da segunda parte da cadeia das dltimas ng

iteracoes. Entao, se n — oo temos que

(ga - gﬁ)

V(53/ma) + (s3/ns)

— N(0,1), (3.12)

admitindo n, e ng fixos e s2 e s% sao estimativas independentes das variancias
assintoticas de g, e gg. De acordo com o valor da estatistica dada por (3.12) pode se

verificar se ocorre ou nao a convergencia.

3.5.4 Taxa de Aceitacao

Por final, pode-se verificar a taxa de aceitagao do algoritmo MCMC (no caso do
Metropolis-Hastings) para cada parametro. Gelman et. al. (2003) propoem que a

taxa de aceitacao do algoritmo deve ser proxima de 30%.
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Capitulo 4

A Abordagem Bayesiana via JAGS
e WinBUGS

A seguir, apresenta-se todas as tentativas desenvolvidas para aprimorar o pro-
cesso de estimacao dos parametros da distribuicao BBXII utilizando a abordagem
Bayesiana. Em cada se¢ao, apresenta-se uma descri¢ao da metodologia a ser exposta,
bem como os resultados obtidos e uma breve discussao sobre as limitagoes e vantagens
do método em estudo.

Na Secao 4.2 sao apresentados os procedimentos utilizados para implementar a
distribui¢ao BBXII nos softwares JAGS e WinBUGS, bem como a estimacao e os
resultados.

No Apéndice sao apresentados algumas tentativas de processos de estimacao baye-
siano para os quais nao logrou-se sucesso. No Apéndice A, é apresentada uma possi-
bilidade de inclusao, ao algoritmo de MCMC, dos momentos da distribuigao BBXII e
os resultados das simulacoes. No Apéndice B, é apresentada uma abordagem baseada
em McCormik (2012).

Na Apéndice C é apresentada uma forma alternativa de obtencao das estimati-
vas bayesianas dos parametros relacionados a distribui¢ao Beta(a, b) por uma apro-
ximagao da moda a posteriori pelo estimador de maxima verossimilhanca da funcao

de distribuigao condicional completa bivariada do vetor (a,b) e os resultados obtidos.
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4.1 Distribuicao a Posteriori e Condicionais Com-
pletas

A distribuigao a posteriori dos parametros associados ao modelo BBXII é dada

por

ﬂ-(a7 b? S? k? C|X) X [H f(l'l|a‘7 b? S’ k’ C)] ﬂ-(a’7 b7 87 k? C)? (4'1)
i=1

onde f(x;) é dado pela expressao (1.6).

Assuma que os parametros do modelo sejam independentes a priori de modo que
m(a,b, s, k,c) = m(a)m(b)m(s)m(k)m(c). (4.2)

As distribuicoes condicionais completas a posteriori de cada um dos parametros

sao dadas por:

Hf(xi\a, b, s, k,c)] x 7(a)

m(alb, s, k,c,x)
i=1

—=

< [Bab) T (1= 1+ @/s)] ™) x (), (4.3)

1

<.
Il

n

IIﬂ@ma&hd]xﬂm

=1

m(bla, s, k,c,x)

< [B(a, )] " T+ (2:/5)7 " x w(b), (4.4)

=

1

f(z;|a, b, s, /{;,c)] X 7(s)

.
Il

m(sla,b,k,c,x)

n
i=1
a—1

x s " H [1+ (w/s)]*0+D (1_{1 +<xi/8)c]—k) « 7(s), (4.5)

i=1
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2

n(kla,b,s,c,x) [ﬁf(xﬁa,b,s,k,c)] x (k)
i=1

n

o B T+ Gaaf) T (1= 1+ (/5] ) k), (4.0
m(cla, b, s, k,x) o« [Hf(xﬂa,b,s,k,c)]x m(c)
s M [ [0 4G /5) T (1 (/)] ) (). (47)

i=1

4.2 JAGS e WinBUGS

Uma primeira implementacao do problema de estimagao Bayesiana da distribuigao
BBXII foi realizada utilizando-se os programas JAGS e WinBUGS, considerando-
se prioris Gama independentes para todos os parametros do modelo. No entanto,
nao foi possivel trabalhar com tais prioris devido a problemas numéricos. Entao
aplicou-se a transformacao log nos parametros, na tentativa de evitar tais problemas
numéricos. Com os parametros expressos na escala log, trabalhou-se com prioris
uniformes restritas ao intervalo (=5, 5).

O primeiro desafio foi encontrar a forma correta de programar uma nova dis-
tribuicao (nao padrao) nos referidos programas. Isso porque a distribuigao BBXII
ainda nao estd implementada em ambos os softwares.

Depois de algum tempo de pesquisa, constatou-se que a forma correta para a
implementacao de um modelo nao padrao, assim como a inser¢ao de dados, e também
para obtencao dos resultados, deve seguir os procedimentos descritos por Lunn et. al.
(2013). Tanto no JAGS quanto no WinBUGS, utiliza-se o que se denomina “Bernoulli
ones trick” ou “Poisson zeros trick” (e.g, Lunn et al., 2013).

Novas fungoes de verossimilhanga podem ser descritas de maneira semelhante nos
dois softwares, conforme o Cddigo 4.1. A tunica diferenca é que no JAGS deve ser
inserida mais uma linha com o comando #monitor#c, s, k, a, b, que tem por objetivo

informar quais sao os parametros de interesse no MCMC.

Cédigo 4.1: Modelo BBurrXII no JAGS e no WinBUGS

model{
for(i in 1:N){
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zeros [1]<-0

phi[il<- -log(yl[il)

zeros [i] ~ dpois(phil[il)
yl[il<-exp(loggam(exp(rl)+exp(r2))-loggam(exp(rl))
-loggam(exp(r2))+rb5+r3-exp (rb) *r4+
(exp(r5)-1)*xlog(x[i]) -(exp(r3)*exp(r2)+1) *log(1+
pow (x[il/exp(rd) ,exp(r5))) +
(exp(r1)-1)*log (1-pow (l+pow(x[i]l/exp(r4) ,exp(r5)),
-exp(r3))))

}

r1~dunif (-3,3)

r2~dunif (-3,3)

r3~dunif (-5,0)

r4~dunif (-5,0)

r5~dunif (-5,5)

a<-exp(ri)

b<-exp(r2)

k<-exp(r3)

s<-exp(r4d)

c<-exp(rb)

}

Como mencionado anteriormente, a forma de inser¢ao do novo modelo é equiva-
lente nos dois softwares, que diferem na maneira de inserir os dados e na obtencao

dos resultados.

4.2.1 Dados e Resultados no WinBUGS

O Cédigo 4.2 ilustra a sintaxe de insercao dos dados no WinBUGS, a titulo de
exemplo. Para a obtencao dos resultados, os dados foram gerados no software R, de

acordo com o Cdédigo 1.1, da Secao 1.1.1, com tamanho 300.

Cédigo 4.2: Comandos para inser¢ao de dados no WinBUGS

Data
list (N=10, x=c( 0.7997404 ,0.7836458 ,0.6757031 ,0.8283034
,0.7734923, 0.8068642 ,0.7907033,0.8234490 ,0.7720038 ,0.7909191)

Como ja mencionamos, trabalhou-se com os parametros do modelo expressos na es-
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cala logaritmica, para evitar problemas numéricos. Além disso, utilizou-se prioris uni-
formes independentes. Achcar (2013) obtém estimativas bayesianas dos parametros de
uma nova distribuicao utilizando “zero’s trick” no WinBUGS e considerando prioris
independentes uniformes.

Dentre todas as tentativas, o resultado mais coerente esta apresentado na Tabela
4.1. Isso porque foi verificado uma grande sensibilidade na escolha dos hiperparametros
das prioris uniformes. Nota-se que as estimativas dos parametros apresentadas na
Tabela 4.1 nao sao “préximas” dos verdadeiros valores em todos os casos. Ainda

foram observados problemas de autocorrelagao nas estimativas.

Tabela 4.1: Estimativas do WinBUGS com transformacao log, prioris
Uniformes e dados gerados com a=16, b=8, k=6.0,s=1.0, ¢=5.0

n =300 || Valor real | Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5%

a 16,0 | 1,702 0,864 0,584 1,502 4,013
b 8,0 || 10,280 5,102 2,259 9,965 19,460
¢ 6,0 || 23,760 8,017 12,780 22,300 44,510
k 5,0 || 0,524 0,250 0,099 0,522 0,965
s 1,0 | 0,835 0,024 0,800 0,831 0,889

Vale ressaltar que tentou-se implementar no Winbugs os calculos de forma direta
(sem o uso de transformagoes nos parametros), mas isso nao foi possivel na maioria dos
casos. O programa indicava que os resultados nao eram definidos, com a possibilidade
de erros numéricos dos tipos over flow ou under flow. As razbdes da ocorréncia de tais

erros, conforme a mensagem no software, estao relacionados a seguir:

e Valores iniciais gerados a partir de uma distribuicao a priori “vaga” podem ser

numericamente extremos - especificar os valores iniciais adequados;

e Valores numericamente impossiveis, tais como registro de um nimero nao-

positivo;

e Dificuldades numéricas em amostragem. As solucgoes possiveis incluem: mel-
hores valores iniciais; prioris mais informativas ou utilizacao de prioris uni-
formes, mas com a sua gama restrita a valores plausiveis; melhor parametrizagao
para melhorar ortogonalidade; padronizacao de covaridveis a ter média 0 e

desvio padrao 1.
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Observa-se, de modo geral, que os resultados obtidos nao foram satisfatérios, pois
mesmo com valores iniciais semelhantes aos verdadeiros, as estimativas obtidas sao to-
talmente diferentes dos verdadeiros, ainda com o aumento consideravel do niimero de
simulagoes. Isso pode estar relacionado com problemas numéricos. Além das prioris
Uni formes, também foram investigadas prioris Gama para todos os parametros. No

entanto, os resultados obtidos foram bastante insatisfatorios.

4.2.2 Dados e Resultados no JAGS

No JAGS, em continuidade aos Codigos 4.1 e obedecendo a forma de geragao de
dados da Secao 1.1.1, os dados simulados e os resultados podem ser obtidos através do
Coédigo 4.3. Vale ressaltar que, primeiramente, deve ser instalado o pacote runjags
no R. Utilizou-se 35.000 simulagoes, uma cadeia e burn-in de tamanho 4.000, que sao

as mesmas especificagoes utilizadas no WinBUGS.

Codigo 4.3: Comandos para insercao de dados e obtengao dos resultados no JAGS

require(runjags)

a<-16

b<-8

k<-5

s<-1

cc<-6

x<-Ger .VA.BURRXII(a,b,k,s,cc,n)

N<-length (x)

const <- 10000

z<-rep(0,N)

dados. jags<-list(’x’ = x,’N’ = N,’const’=const,’z’=z)
model <- read.jagsfile(string)

results <- run.jags(string, n.chains=1,data=dados. jags,
method="rjags",sample=35000)

summary (results$mcmc)

Os resultados obtidos no JAGS sao apresentados na Tabela 4.2. Verifica-se que
as estimativas nao sao proximas dos valores verdadeiros dos parametros em todos os
casos, exceto para o parametro s.

Diante das dificuldades, dos resultados insatisfatorios e de limitagoes dos so ftwares
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Tabela 4.2: Estimativas do JAGS com Transformagao log, prioris Uniformes.
n =300 || Valor real | Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5%

a 16,0 || 2,700 0,017 2,653 2,705 2,717
b 8,0 || 2,463 0,210 1,935 2,516 2,710
¢ 6,0 || 25,396 19,800 3,857 18,219 69,431
k 5,0 | 0,038 0,033 0,007 0,026 0,127
S 1,0 | 0,994 0,005 0,978 0,995 0,999

WinBUGS e JAGS, no que diz respeito a falta de flexibilidade para implementacao
de modelagens Bayesianas mais complexas, que fogem a certos padroes no uso desses

programas, optou-se pela implementacao de programas utilizando o software R.
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Capitulo 5

Implementacoes Bayesianas da

distribuicao BBXII utilizando o R

Nesta secao, apresenta-se alguns desenvolvimentos Bayesianos para a estimacao
dos parametros das distribuigoes BBXII. Utilizou-se o software R para o desen-
volvimento de scripts a serem utilizados nas estimacoes frequentistas e Bayesianas da

distribuicao BBXII.

5.1 Utilizacao de prioris Gama

Considerando as expressoes (4.1) a (4.7), nesta segdo apresenta-se o desenvolvi-
mento da proposta Bayesiana para a estimacao dos parametros da distribuicao BBXII,
utilizando-se prioris Gama para os parametros a, b, k e ¢ e distribuicao Gama inversa
para o parametro s, uma vez que todos esses parametros sao nao-negativos. Dessa

forma, as prioris descritas nas equagoes (4.3) a (4.7) sdo tais que

a ~ Gama(ay,by), (5.1)
b ~ Gama(ag,bs), (5.2)
s ~ Gama — Inv(as,bs), (5.3)
k ~ Gama(ay,by), (5.4)
¢ ~ Gama(as,bs). (5.5)
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Tais prioris, quando substituidas nas equagoes (4.3) a (4.7) auxiliam na obtengao
de propostas para a definicao de funcoes geradoras de candidatos a serem utilizadas
nos procedimentos MCMC, para cada um dos parametros acima.

Para tanto, a estratégia foi utilizar aproximacoes para as distribui¢oes condi-
cionais completas obtidas com as escolhas mencionadas de prioris que conduzam
a distribuigcoes conhecidas e fdceis de simular. A seguir, apresenta-se os referidos

desenvolvimentos para cada parametro do modelo.

5.1.1 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o

Parametro a

Tome G(z,s,k,c) =1 — (14 (z/5)°)™" = v como a funcio de distribuigdo acu-
mulada de uma variavel aleatéria BBXII. Logo, a distribuic¢ao condicional completa

de a ¢é dada por:

w(alb, s, k,c,x) o< [B(a,b)] " [H vf] a™ " tembie, (5.6)

Tomando h; = log(v;), entao,

m(alb, s, k,c,x) oc [B(a,b)]™ [ﬁexp(ahi)] am!
x [B(a,b)] " exp <a2h> a1=1p=bia
x [B(a,b)] " a® texp (- [bl—;hi] a)
a™ texp (— [bl — ih] a) , se b=1. (5.7)

Q

Como a distribuigao Gama com parametros («, §) é dada por

Plalo,B) = £ e (5.5)
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tentaremos a fungao geradora de candidatos de a dada por:

i=1 i=1

P(a) = Gama (al, by — i hi> = Gama (al, by — ilog(vﬁ) ) (5.9)

5.1.2 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o

Parametro b

Agora a funcao de distribuicao condicional completa de b é dada por:

7 (bla, s, k, ¢, )  [B(a,b)] ™" [H (1+ (xi/s)c)(kb)] x b2 lembeb, (5.10)

i=1
Como v= G(z, s, k,c)=1—(1+(z/5)°) 7% logo 1 —v = 1-G(x, s, k,c) = (1+(x/s)°) .
Portanto,

w(bla, s, k,c) o [B(a,b)] ™" H(l—vi)b] Lbaz—1,—b2b

Li=1

x [B(a,b)]™" Hexp(blog(l - vz))] ptembeb, (5.11)

Li=1

Entao,
7 (bla s,k c,7) ox [B(a,bﬂ‘"b”‘lexp{‘[brzk’g(l_w)l b}
=1

~ b= Lexp {—[bz_z log (1 — z;i)]b} , se a=1. (5.12)
i=1

Portanto, tentaremos a funcao geradora de candidatos de b dada por:

P(b) =* Gama <a2, by — zn:log(l — vz)> . (5.13)
i=1
5.1.3 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o
Parametro £
Para o parametro k, temos que, de acordo com Paranaiba et. al. (2011), se

a =b=c=1, a distribuicao BBXII reduz-se a distribuicao Beta Pareto, que tem a
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seguinte expressao:

i [1+ (z/s)] "D (5.14)

S

f(xls, k) =

Considerando a distribuicao condicional completa de k baseada na distribuicao Beta

Pareto e uma priori Gama para o parametros k, tem-se que:

P(k|s,x) oc k" [H(l - (:cz/s))k] x kU tembik, (5.15)

i=1

Seja z; = 1 + (x;/s). Entao,

P(kls,x) o< k"exp {—k Z log(zi)} xk bk
i=1
x k"l exp {—(64 + Z log(zi))k} ) (5.16)
i=1

que é o kernel de uma distribuicao Gama. Logo, tentaremos como funcao geradora

de k

P(k) =* Gama <n +ayg, by+ ilog(zﬁ) . (5.17)

=1
5.1.4 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o
Parametro s

Segundo Paranaiba et. al. (2011),se a =b =1 e k — oo, a distribui¢ao BBXII

reduz-se a distribuicao Weibull:

f(zle,s) = g (%)c_l exp (— E} C) . (5.18)
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Considerando uma distribuicao condicional completa baseada na distribuicao Weibull

e uma priori com distribuicao Gama para s, temos que:

n

P(sle,x) oc s7" [f[ <H($z/8)81> exp (_ [%]C)] « g—a3—1,ba/s

i=1

o s "xs M Dy exp (—S_CZ@) g Lgba/s
i=1
x s " lexp (—sc Z T; — Slbg> ) (5.19)
i=1

No caso de ¢ = 1, temos que

P(s|z) oc s~ el axp (—5_1 (Z x; + b3>> : (5.20)
i=1

que € o kernel de uma distribuicao Gama-Inversa. Logo,

S ~ Gama—Inversa (n + az, bs+ Z a:z> ) (5.21)

=1

5.1.5 Proposta de Funcao Geradora de Candidatos para o

Parametro ¢

No caso do parametro ¢, nao foi possivel obter nenhuma forma funcional conhecida
para ser utilizada como funcao geradora de candidatos. Nesse caso, utilizaremos a
proposta de Hoff (2009, pg 214), que é baseada na construcao de uma funcao geradora
de candidatos utilizando-se a distribuicao Normal. Em linhas gerais, a proposta de
Hoff é dada a seguir.

Seja X ~ N(u,c?). Para gerar dados sujeitos a restri¢ao de x € [a, b], entdo faca:
a. 1w~ Unif(®[(a” — 1) /o], ®[(b" — )/o])

b. x = p+ c® 1 (u);

Seja § um parametro nao-negativo, isto é, § € (0,00). Como ®(c0) =1 e a > 0,
a* < 0.000001

u < runif(1, pnorm(a* — p), 1)

x 4 [+ qnorm(u),
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onde p é o dltimo valor aceito de x no MCMC. No R, a ideia do algoritmo acima para

o parametro ¢ da distribuicao BBXII é dado pelo Cddigo 5.1.

Codigo 5.1: Algoritmo para gerar um candidato pela aproximagao da Normal com

restri¢do no intervalo (a, b).

a.star<-0.000001
cc.old<-cc
u<-runif (1, pnorm(a.star-cc.o0ld) ,1)

cc.cand<-cc.old+qnorm(u)

5.1.6 Resultados

Implementando-se os desenvolvimentos anteriores num algoritmo MCMC, verificou-
se que as estimativas dos parametros k e s foram ruins, comparativamente as obtidas
para os demais parametros, que foram, de fato, inaceitaveis.

A proposta também conduz a forte autocorrelacao entre os valores gerados nas

cadeias de MCMC. Os resultados sao apresentados na Tabela 5.1

Tabela 5.1:  Estimativas marginais a posteriori (MCMC) dos parametros da Dis-
tribuicao BBXII com tamanho amostral 300

[ Valor Real [ Média Desvio Padrao 2,5%  50,0%  97,5% Taxa de Aceitagao(%)

a 16,000 || 568,547 80,494 449,261 562,260 707,222 73,859
b 8,000 || 287,621 38,290 218,282 291,223 339,991 74,549
s 1,000 0,730 0,017 0,697 0,729 0,767 12,353
k 5,000 1,461 0,050 1.3591 1,453 1,568 4,906
c 6,000 1,195 0,095 1,015 1,193 1,375 4,226

A Figura 5.1 apresenta o traco das estimativas dos parametros via MCMC, a
aproximacao da densidade marginal, além da autocorrelagao. Verifica-se que as tra-
jetorias dos graficos relacionados ao traco nao apresentaram a estacionariedade es-
perada.

Nota-se que as autocorrelacoes sao muito elevadas, nao obtendo-se atenuacao ao
longo do tempo, e as densidades marginais estimadas para alguns parametros nao sao
unimodais, principalmente aos parametros relacionados as distribuigao Beta.

A Figura 5.2 apresenta as curvas verdadeiras e estimadas segundo as estimativas
marginais obtidas pelo MCMC. Apesar de todos os problemas no geral, observa-se

uma boa aderéncia entre essa curva estimada e a curva de densidade verdadeira.
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10

Densidade

Figura 5.2: Curva associada a densidade verdadeira e a curva estimada.

Na préxima secao apresenta-se outros desenvolvimentos visando um tratamento
Bayesiano mais satisfatorio dos parametros, em especial dos parametros a e b associa-
dos a distribui¢ao Beta. Outras abordagens que nao tiveram sucesso sao apresentadas
no Apéndice. Em uma destas abordagens verificou-se uma dependéncia entre as esti-
mativas dos parametros a e b. Numa tentativa de eliminar esse problema, propoe-se

o uso de outra parametrizagao para a distribuicao Beta, que é discutida na Secao 5.2.
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5.2 Nova parametrizacao da Distribuicao Beta

Nesta se¢ao faremos uma mudanca na parametrizacao da distribuicao Beta asso-
ciada a distribuicao BBXII, conforme proposta de Ferrari e Cribari-Neto (2004).

Para uma variavel aleatéria X ~ Beta(a,b), a fdp correspondente é dada por

fBeta(x) = Blad) 21— a) (5.22)

coma > 0,b> 0e B(a,b) descrevendo a func¢ao Beta. Sabe-se que a média e variancia

de X sao dadas, respectivamente, por

E(X) = (5.23)

ab
(a+0)2(a+b+1)

Var(X) = (5.24)

Ferrari e Cribari-Neto (2004) propoem outra parametrizacao da distribuigao Beta,

que consiste em tomar u = a/(a+0b) e v = a+b. Dessa forma a = uy e b =~v(1—p).

Entao,
E(X):aib:u (5.25)
V(X) = ab o= (5.26)

(a+b)2(a+b+1) 1+~

Sendo assim, j corresponde a média da variavel resposta e v é interpretado como
um parametro de precisao, de modo que, dado pu fixo, quanto maior o valor de v,
menor sera a variancia de X.

Diante disso, espera-se que essa parametrizacao elimine a dependéncia nas esti-
mativas dos parametros a e b que foram observadas em alguns estudos. Com essa

nova parametrizacao, a densidade da variavel aleatéria Beta é dada por:

) = 1 (] — g Y(1—p)—1
fBeta—G( ) B (,u'% 7(1 — H})) (]- ) . (527)
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Nessa nova parametrizacao, a fdp da classe de distribuicoes Beta generalizada,

descrita pela expressao (1.2) (Eugenne et. al., 2002) é expressa por:

[Beta—c(x) = 9(@) G(z)" 1 (1 — G(z)) 7t (5.28)

em que G(z) e g(x) sao descritos pelas expressoes (1.3) e (1.4), respectivamente.

Logo, a distribuicao BBXII nessa nova parametrizacao, é dada por

ckxtt

z/s)e]"*rd=m+) fq A ATy
e 1+ (/)] {1— [+ (/977 (529

fx) =

Na proxima Secao apresenta-se a distribuicao a posteriori da BBXII sob a nova

reparametrizacao e uma proposta de fungao geradora de candidatos.

5.2.1 Distribuicao a posteriori da BBXII com a Nova
Parametrizacao da Beta e Funcao Geradora de Can-

didatos

A distribuicao a posteriori dos parametros associados ao modelo BBXII, sob a

nova parametrizagao ¢ dada por:

W(l’[/? 77 S? k’ C|X> X [H f(‘/L"L|l’L7 ’y? S? k? C)] 7T(/’L7 7) 8’ k? C)? (5'30)
i=1

onde f(z;) é dada pela expressao (5.29). De forma andloga a Segao 4.1, por sim-
plicidade, assuma que os parametros desse modelo sejam independentes a prior:, de

forma que

w17, 8,k ¢) = w()w(y)m(s)m(k)m(c). (5.31)
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As distribuigoes condicionais completas a posteriori de cada um dos parametros nessa

parametrizacao sao dadas por:

F s,k ) oc | T] FCeliros. ko c) | 7). (532
Li=1 J

TV, s, ke, ) oc | [ f @il v, s,k 0)| 7(4), (5.33)
Li=1 i

w(klps,,62) o | [l 3o ) | (), (534

.

f (x|, v, k, ¢, x)] 7(e), (5.35)

m(elw,y, s, k, ) [

=1

em que, a principio, as prioris foram definidas da seguinte maneira, exceto para o

A 1
parametro s,

i ~ Beta(l, 1), (5.36)

v ~ Log — normal(0, o.), (5.37)
log(k) ~ N(0,0) (5.38)
e ¢ % (5.39)

Definiu-se a fungao geradora de candidatos dos parametros do modelo BBXII da

seguinte forma

P(u) ~ Beta (u" Dy 4001 — p=1)) (5.40)
P(y) ~ Log— Normal (log(""),0,,), (5.41)
P(log(k)) ~ Normal (log(k‘(t_l)), O s (5.42)
P(log(c)) ~ Normal (log(c(t_l)), 0er) s (5.43)

onde as distribuigoes dadas em (5.38), (5.42) e (5.43) tratou-se do log do parametro,

dai o modelo gaussiano.

IPara evitar problemas numéricos, assume-se nesse caso s = 1
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5.2.1.1 Resultados

Implementando-se os desenvolvimentos das se¢oes anteriores num algoritmo MCMC
e com os parametros k e ¢ da distribuicao BBXII na transformacao “log” foi realizado
o estudo de simulagao com p = 0.66, obtida por (5.25), e v = 24, pois v = a+b, onde
a=16,b=8, k=5 e c= 6 sao iguais as definidas nas simulagoes anteriores.

Vale lembrar que, para a realizacao da simulacao, definiu-se os valores dos hiper-
parametros da seguinte maneira: o, = 0.08, o,, = 2, 0}, = 3, o3, = 0, = 0.055
e o.= 3. Osresultados das estimativas dos parametros sao apresentados na Tabela
5.2. Nota-se que ja ocorre uma “aproximagao” entre as estimativas e os valores ver-
dadeiros em todos os parametros. Embora, a taxa de aceitacao de alguns parametros

ainda nao estejam em niveis aceitaveis.

Tabela 5.2: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII com utilizando
a abordagem da Subsecao 5.2.1
|| Valor Real || Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5% Taxa de Aceitagao(%)

m 0,666 | 0,677 0,005 0,666 0,6775 0,658 6,990
~y 24,000 || 21,178 1,246 18,774 21,145 23,712 61,031
k 5,000 | 5,730 0,314 5140 5,718 6,391 34,436
c 6,000 | 6,405 0,252 5910 6,399 6,902 26,648

A Figura 5.3 apresenta os graficos do trago da estimativa marginal a posteriori
do MCMC, a aproximacao da densidade marginal, além da autocorrelacao para todos
os parametros da distribuicao BBXII. Verifica-se que a densidade apresenta a forma
de uma distribuicao unimodal e as trajetérias dos graficos relacionadas ao trago ap-
resentaram a estacionariedade esperada.

Pela Figura 5.4 (a) observa-se que a curva estimada segundo as estimativas marginais
obtidas pelo MCMC apresenta boa aderéncia com a curva de densidade verdadeira.
Pela Figura 5.4 (b), tem-se que o verdadeiro valor de cada parametro (representado
pela linha horizontal) se encontra dentro do intervalo interquartilico, em todos os
casos. Isso revela que essa abordagem se mostra, a principio, adequada na andlise
bayesiana.

No entanto, a priori e a fungao geradora de candidatos do parametro v revelou-
se instdvel computacionalmente. O algoritmo convergiu somente para valores de o,
(vide expressao (5.37)) tao pequenos quanto 0.08. Considerou-se, entao, a proposta

atual ainda insatisfatoria, de modo que, outras propostas, mais flexiveis, precisam ser
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vislumbradas.
Dessa forma, observa-se a necessidade de novas propostas de prioris e de ger-
adoras de candidatos que sejam mais flexiveis. Na préoxima secao apresenta-se uma

abordagem em que considera-se prioris Beta e Qui-quadrado.

5.2.2 Prioris Beta e Qui-Quadrado

Seguindo os procedimentos descritos nas equagoes (5.32) a (5.35), na tentativa
de descrever prioris e fungoes geradoras de candidatos mais flexiveis, nessa secao as

prioris dos parametros da distribuicao BBXII foram definidas da seguinte maneira:

u ~ Beta(ay,by), (5.44)
v~ Qui— quadrado(as), (5.45)
s ~ Qui— quadrado(as), (5.46)
k ~ Qui— quadrado(ay), (5.47)
¢ ~ Qui— quadrado(as), (5.48)
e as fungoes geradoras de candidatos dos parametros da seguinte forma
po~ Beta(ut=Hyt 40701 — 7)), (5.49)
v~ Qui— quadrado(v' V), (5.50)
k ~ Qui— quadrado(k®™V), (5.51)
c ~ Qui— quadrado(c“™). (5.52)

5.2.2.1 Resultados

Para esta nova proposta considerou-se um algoritmo MCMC, com burn-in de 10
mil e 100 mil simulagoes e com amostra sisteméticas (gap) de tamanho 50. Os valores
iniciais foram definidos como g = 0.6, 79 = 10, kg = 8 e ¢g = 8. Os dados foram
gerados utilizando uma amostra de tamanho n = 200 de uma distribuicao BBXII com
parametros = 0.4, v =18 k=5e ¢ =6, com s = 1 fixo (vide Segao 1.1.1).

A Tabela 5.3 apresenta os resultados das estimativas dos parametros. Observa-se

que, para todos os parametros o intervalo HPD contempla o verdadeiro valor, exceto
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para o parametro u, embora o valor estimado deste parametro esteja préximo do
valor verdadeiro. No entanto, o intervalo HPD para i aparentemente exibe amplitude
estreita demais, o que nos motiva a buscar outras possibilidades de efetuar a estimacao
Bayesiana da distribuicao BBXII. Tais procedimentos estao descritos na Segao 5.3.
Em relacao a taxa de aceitacao, nao foi possivel obter taxas em niveis entre 25% e

50% para todos os parametros.

Tabela 5.3: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII utilizando a
abordagem da Secao 5.2.2.

Parametro || Valor Real [| Mediana Média HPD (2,5%) HPD(97,5%) Tx. de Aceitagao(%)

7 0,400 0,344 0,345 0,328 0,364 8,487
v 18,000 15,070 16,050 7,010 28,163 30,470
k 5,000 5209 5,784 2,273 10,712 7,385
c 6,000 6,782 6,859 4,797 9,102 3,471

Na Figura 5.5 sao apresentados os graficos da trajetoria da cadeia, da densidade
empirica estimada, da autocorrelacao e dos boxplots para cada parametro. Nota-
se que, a densidade estimada possui unimodalidade e a trajetoria possui aparente
estacionariedade. A autocorrelacao possui rapido decaimento para o parametro pu,
enquanto para os outros parametros possui decaimento mais lento. Exceto pelo
parametro p, os boxplots revelam que o verdadeiro valor de cada parametro esta

inserido dentro do intervalo interquartilico.

5.2.2.2 Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista e Bayesiana

Foi realizado um estudo comparativo entre as estimativas obtidas via maxima
verossimilhanca e as obtidas pelo método Bayesiano descrito na Secao 5.2.2. Para
tanto, obteve-se o EMV, para o caso classico, e a média e mediana a posteriori para o
caso Bayesiano. Adicionalmente, obteve-se os seus respectivos vicios e a raiz quadrada
do EQM. Considerou-se os tamanhos amostrais n = 50, 100, 200, 300, 500 e 1000, de
modo a possibilitar a andlise de aspectos assintéticos dos estimadores.

Para obter comparabilidade entre as estimativas, tomou-se o cuidado em trabalhar
com as mesmas amostras, em ambos métodos. Para isso, considerou-se somente as
amostras em que o método frequentista foi convergente. Nesse estudo, as amostras
foram geradas conforme a Secao 1.1.1. Os valores iniciais nesse caso foram: g = 0.6,

’)/0:10,/{30:8600:8.
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Figura 5.5: Traco, densidade, autocorrelagao e boxplots associados as amostras
MCMC para os parametros pu, v, k e ¢ da distribuicao BBXII sob a proposta da
Secao 5.2.2.
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A Tabela 5.4 apresenta os resultados obtidos para 50 amostras da distribuicao
BBXII sob diferentes tamanhos amostrais. Verifica-se que, em linhas gerais, a medida
que o tamanho amostral aumenta, o vicio e a raiz do EQM diminuem, em todos os
casos. Tais medidas (vicio e EQM) apresentam valores menores quando obtidos pelo
método Bayesiano, na maioria dos casos, exceto para o parametro c.

Uma outra alternativa de abordagem de estimacao bayesiana dos parametros da
distribuicao BBXII sera discutida na préxima secao. A abordagem consiste em pro-
ceder a uma transformacao na distribuicao a posteriori. Nesse caso, considera-se
as seguintes transformagoes nos parametros: 7, = log (u/(1+ u)), 7o = log (v),
ns = log (k) e ny = log (c).

Dessa forma, pode-se descrever prioris e fungoes geradoras de candidatos gaus-
sianas, para cada parametro 7;, separadamente ou para o vetor n = (11,12, 73,74)" .

Tal procedimento visa a obtencao de metodologia mais adequada na estimativa de pu.
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5.3 Aproximacoes Gaussianas para os parametros

da distribuicao BBXII

Considere a nova parametrizacao da distribuicao BBXII, proposta na se¢ao 5.2

(vide expressao (5.29)) e o parametro de escala s=1 fixo. Seja © = (u,7,k,c) =

(01,05, 05,0,) e admita que os 6;’s sdo independentes a priori, com as seguintes dis-

tribuigoes:
]
Y
k
c
ou seja,
Pp) =
PR) =
P(k) =
P(c) =

Sejam as transformagoes:

m =
n =
ns =

Ny =

~ Beta(ay, by),
~ Gama(ag,bs),
~ Gama(as,bs),

~ Gama(ay,by),

F(a1 + b1>
['(a1)C(b1)
b(21271 ,}/agflefbg'y
['(ay) ’
bge
’V(as)
byt

v(as)

Mal_l(l - #)bl_lj

az—1 _—bsk
k3™ e 30,

Ca4flefb4c.

| " e
- 1 t A -
og =) istoé, p T om’

log(7),
log(k),

log(c),

isto é, v =emP
isto é, k=em,
isto é, c=¢en.

A distribuigao a posteriori de n = (11, 12,13, 14) € dada por

7Tn(77177727773;774|X) (8 W®(91792793764|X) X ‘J|7
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O_(.C)_‘

ot Ot

[SANENTEN
Y —

(5.57)
(5.58)
(5.59)

(5.60)

—~ ~—~ —~ —~
D D
w [\

~— ~— ~— ~—

(5.65)



em que 61 = exp(n;)/ (14 exp(m)), 2 = exp(n2), O3 = exp(n3) e 04 = exp(ng) e J é

o Jacobiano da transformacao, que é dado por:

[ 00, o0 o o0 | [ _em o g o]
dm  Onz  Onz O (1+em )2
So_ | ek e e |_| 0 e 00
| S G b ol L0 0 0 e

(14 em)? ' '

Admitindo-se a expressao (1.3), a parametrizagdo dos parametros a e b proposta

na Segao 5.2 e as transformacoes (5.61) a (5.64), e por brevidade, denotando-se

G(z) = G(z[1,n3,m)
2 exp(na) —exp(n3)
— 11— {1+ <I> ] , (5.67)

tem-se que a distribuicao a posteriori com respeito a n é dada por:

(e n2 -1
(| X) oc e[l 4 xem] (4 pen=1 | Beta explim + 772)’ ¢ X
(14+em) "1+em

exp(ny +n2)>

X [G(Q;)]( et )7 [1 — Q)] (Fem) 1

a;—1 b1—1
% enl 1 1 1 " [eng]GQ_l 6—1728"2 5
(1+em) (1+em)
N L R exp(1 + 1z + 13 + 1) (5.68)

(1+em)?

Dessa forma, a posteriori de n (para n = 1) é dada por:

exp(n] +772))

r(nlX) oc [G()] T 1 - Ga) e
eXp(nl + 7]2 en4 1 n11a1 12702
X {Beta( 1+ em) 1+e771)] X [e™]™ x [e™]"* x

« [en3]a3+1 « [en4]a4+1 x e —ba[e"2] % e —bs[e”3] x e_b4[en4] x

X (14 em) @t s [ ()] Y (5.69)
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A log-posteriori de n é dada por:

em+mn e

log(m(n|X)) L+em — 1} log (G(x)) + -1—1—6”1

+ (" = Dlog (@) + (e® + 1)log (1 + (2)™) —

— 1] log (1 — G(x)) +

en1+"72 6772
— log (Beta [1 o T e ) + aymy + agne + (as + 1)ns +
4 (a4 + 1)774 _ b2 [6712] _ b3 [6773] _ b4 [6774] _

— (CLl +b1)10g(1+6m) . (570)

Na proxima Segao apresenta-se a forma de obtengao das distribuigoes geradoras
de candidatos para cada um dos parametros. Nesse caso, serd obtido um vetor de

candidatos.

5.3.1 Fungao Geradora de Candidatos Conjunta

Gray (2001) propoe o uso de uma distribuigao geradora de candidatos baseada em
uma aproximagao Gaussiana da distribui¢ao a posteriori com respeito a 7. Assuma

que

n~ Ny (7,17 (7)), (5.71)

descreve a distribuicao geradora de candidatos 7, onde 7 é a moda a posteriori de
7(n|X) e I™' (1) representa o inverso da matriz de informagao observada, que é dada

por menos o inverso da matriz hessiana de log (7(n| X)) avaliada em 7, isto é,

2

1(9) = —%Mg ol X)]| (5.72)

n=1
Considere a decomposigao de Choleski de I(1) de modo que
I(7) = B'B. (5.73)
Portanto,
(7)) =B"B""'=B1B . (5.74)
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De acordo com Gray (2001) os vetores de candidatos de 1 podem ser obtidas a
partir da distribui¢ao descrita em (5.71) e utilizando a seguinte estratégia: considere

um vetor candidato n descrito por

0 = B170) 4 p. (5.75)

onde Z©) = (7, Zy, Z3, Z4) e Z; ~ N(0,1) independentes. A distribuicio geradora

de candidatos é normal multivariada, em que

o) x e (=5 0= )" (@) (- ) (5.70
x exp (—%(n—ﬁ)Tl(ﬁ) <n—ﬁ>). (577)

No processo de Metropolis-Hastings precisa-se calcular:

a o (D ™)) = min{1,r}, (5.78)
onde
S| X old
. W(nlcll ) 9(1™) (5.79)
™ (X)) g(n°)
em que

O (X)) exp{=g (D —0)" 1@) () — 7)) (5.80)

r(n@OX)/m@1X) " exp{—F (n® — @) 1(7) 1 — )}

Como 1'® — ) = (B™'Z®) + /) — 5 = B~'Z°, no denominador da razdo a direita de
(5.80), tem-se:

expl— (1 —1)" 1) (19 —4)} = exp {—



Entao, de (5.80) tem-se:

S (n®1X) /7 (7 X) ) eXp{_% - <Z§°ld>>2}
T eXp{ P <Z.(S))2} |

(5.81)

T2

5.3.2 Resultados

Implementando-se os desenvolvimentos da Se¢ao 5.3.1 num algoritmo MCMC e
considerando os dados gerados utilizando uma amostra de tamanho n=200 de uma
distribuicao BBXII com parametros y = 04, v = 18, k =5ec =6, com s = 1
fixo, adotou-se um cadeia de tamanho 100.000, burn-in de 10.000 amostras e amostra
sistematica (gap) com periodo k=100 .

A Tabela 5.5 apresenta os resultados das estimativas dos parametros. Observa-
se que, em todos os casos, o valor verdadeiro de cada parametro estd inserido no
intervalo HPD. Nota-se que a taxa de aceitacao do vetor de candidatos esta em niveis
aceitaveis. Dessa forma, aparentemente, a proposta desta secao é superior a secao

5.2.2 (com prioris Chi-quadrado).

Tabela 5.5: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII utilizando a
abordagem da Secao 5.3.

Parametro || Valor Real [| Mediana Média HPD (2,5%) HPD(97,5%) Tx. de Aceitagao(%)

7 0,400 0,561 0,557 0,369 0,775 32,700
~y 18,000 16,607 17,943 8,208 30,901 32,700
k 5,000 6,531 7,216 2,653 15,004 32,700
c 6,000 5424 5,467 4,243 6,914 32,700

A Figura 5.6 apresenta os graficos da densidade empirica estimada, do traco, da
autocorrelagao e os boxplots para cada parametro da distribuicao BBXII. Verifica-se
que, em todos os casos, a densidade possui forma unimodal, a trajetéria é aparente-

mente estacionaria e observa-se rapido decaimento da autocorrelagao.

5.3.2.1 Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista e Bayesiana

Foi realizado um estudo comparativo entre os métodos frequentista e Bayesiano.

Para ter comparabilidade entre os métodos, tomou-se o cuidado em utilizar as mesmas
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amostras, tanto para a obtencao das estimativas de maxima verossimilhanga, quanto
das Bayesianas.

Para isso, precisou-se primeiramente obter a moda a posterior: e a respectiva
matriz hessiana sob a decomposi¢ao de Choleski (vide Segao 5.3.1). Logo depois,
obteve-se os EMV’s e as estimativas Bayesianas.

A Tabela 5.6 apresenta os resultados obtidos para 50 amostras da distribuicao
BBXII sob diferentes tamanhos amostrais. Nota-se que a raiz do EQM diminui com
o aumento do tamanho amostral. Outro ponto que se pode observar é que o vicio
e o EQM diminuem mais rapidamente, a medida que n cresce para as estimativas
via EMV, exceto para o parametro c. No entanto, para amostras pequenas (n = 50)
o estimador Bayesiano apresenta, em geral, menor vicio e EQM, conferindo uma
superioridade importante do método Bayesiano neste caso, tao frequente na pratica.

A lenta convergeéncia observada para o verdadeiro valor pode estar relacionado

com a escolha dos valores iniciais.
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Capitulo 6

Implementacao Bayesiana da

distribuicao BEW utilizando o R

Nesta segao, apresenta-se o desenvolvimento Bayesiano para a estimacao dos

parametros da distribuicao BEW.

6.1 Aproximacoes Gaussianas para os parametros

da distribuicao BEW

Considere a distribuigao BEW dada em (1.17) e a nova parametrizacao da dis-
tribuigao Beta-G dada em (5.28). Logo a distribuicao da BEW sob a nova parametrizagao

¢é dada por
OéC)\CSL’C_le_()\x)C

Bluy. (L= 1) - (61

(1 _ ef(Ax)C)awfl {1 B (1 B e(M)C)a}v(l—y)—l

fBEW(ﬂC) =

Tome © = (p, 7y, a, A\, ¢) = (01, 0,,03,04,05) e admita que os 6;’s sdo independentes
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a priori com as seguintes distribuicoes:

p ~ Beta(ay,by),

v ~ Gama(ag,by),
a ~ Gama(as,bs),
A~ Gama(ay,by),
¢ ~ Gama(as,bs),

ou seja,

P — a;—1 1 _ bl*1 6 7
as—1
Ply) = 2 et (6.8)
P(GQ) ’
P(a) _ b§3_1 ag—le—bea (6 9)
I'(as) 7
by 1, —beA
P\ = —/—=\%" e 1
() = gt (6.10)
b5 a1 b
P = =" e A1
© = Frae e (6.11)
Considere as transformacoes
o ILL . , . enl
m = log (m) 1sto €, on = m, (612)
ne = log(v) isto é, y=¢€m, (6.13)
ns = log(a) isto é, «a =eP, (6.14)
ny = log(A) isto 6, A =¢e™, (6.15)
ns = log(c) isto é, c=¢€". (6.16)

Seguindo os desenvolvimentos andlogos ao da Secao 5.3 tem-se que a distribuicao

a posteriori de 1 = (11,72, 13,74, 75) ¢ dada por

7Tn(771,772>773,774,775|X) o 7o (01,02, 03,04, 05| X) x | ]|, (6.17)

em que 0, = exp(n)/ (1 +exp(n)), O = exp(n2), O3 = exp(n3), 04 = exp(ns) e
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05 = exp(ns) e J é o jacobiano da transformagao que é dado por:

901 061 061 961 961 _en
om on2 ons ong ans (1+e’71 )2 0 0 O O
902 002 092 902 902 n2
ont  Onz  Omz  Ong Ons 0 € 0 0 0
J = 90s 003 003 003 0903 | — 3
ont  On2  Onz  Ona Ons 0 0 e 0 0
004 004 004 001 004 N4
Om  Onz Onz  Ona Ons 0 0 0 e 0
905 995 095 905 905 s
| Om Onz Onz Ona Ons B 0 0 0 0 e i
g = exp(m +n2 + 13 + N4+ 15) (6.18)
(1+em)?
Portanto, a distribuicao a posteriori de n é dada por:
n1
6773 6775 6774 e’ N5 1 (o7 N5 (o &5 e'3 liﬁenQ —1
) = g St (oo™ :
2 2 J—
B <1+e7’1 €, € (]' 1+em ))

1 1 _(6"4:1:)5"5 e 6772(17%),1 el ar—1 1 b1—1
X — — % "
( € > (14 em) (14 em)

> [6772]@—1 €—b26n2 « [6173]@3—1 6_b3en3 > [6174]114—1 €_b43774 « [6175](15—1 6_558% x

exp(m + n2 + N3 + N4+ 15)
(1+em)?

. (6.19)

A log-posteriori de 1 é dada por

emn emn
_ ns __ n2 ,n2 _
log (m(n| X)) = n3+n5 + me™ — log (B (1_|_eme e (1 1+e’71))) +
emn

+ (s — 1) log(z) — (e™a)” <e"3 T om e — 1) log [1 — e*(em‘”)ens] +

enl n5 e3
n2(1 _ _ _ _ o (eMx)°
v (e (- 1m) 1) log{l (1 e ) }+

m
+ (a—1log <1+e771) (b= 1) log [l—l—e?h

+ (a3 — 1)n3 — bse™ + (ag — 1)ny — bae™ + (a5 — 1)ns — bse™ +
1 exp(m + 2 + N3 + N1+ 15)
og .

(14 em)?

} + (a2 — 1)m2 — bamp +

n (6.20)

Infelizmente a implementagao do processo MCMC para o vetor n nao apresen-
tou resultados satisfatérios, uma vez que nao obteve-se a convergéncia das cadeias.

Implementou-se, entao, uma estratégia baseada em propostas individuais para cada
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coordenada de 7.

6.1.1 Funcao Geradora de Candidatos Univariado

Considere a proposta de uma funcao geradora de candidatos baseada na aprox-
imacdo Gaussiana da distribuigao a posteriori com repeito a 7, dada por Gray (2001)

na Sec¢ao 5.3.1. Dessa forma tem-se que

0~ Ns(i, 17 (1)), (6.21)

descreve a distribuicao geradora de candidatos de 7, onde 7 é a moda a posteriori de
7 (n|X) e I7(7) representa o inverso da matriz de informagao observada, que é dada

por menos o inverso da matriz hessiana de log (7(n| X)) avaliada em 7, isto é,

2

1) = =g sl (X)) | (6.22)

n="7
Considere a matriz D = diag(I~'(#)). Entdo, teoricamente as amostras podem
ser obtidas a partir da distribuigao descrita em (6.21). No entanto, como mencionado,
nao logramos éxito com esse procedimento para a distribuicao BEW. Considerou-se,
entdo, a estratégia da geragao de candidatos de n; a partir da expressao (6.23)

0 = DaZ + i, (6.23)

7

onde ZZ»(S) ~ N(0,1). No processo de Metropolis-Hastings a regra de aceitagao (r)
para o i-éstmo parametro é dada por
™ (171 X)

T, =

= TR (6.24)

6.1.2 Resultados

Implementando-se os desenvolvimentos da Secao 6.1.1 num algoritmo MCMC
para a distribuicao BEW e realizou-se um estudo para uma amostra gerada com
pw=0.66,v=24 a=3 A=5ec=6 de tamanho 200. Adotou-se uma cadeia

de tamanho 50.000, burn-in de 20.000 amostras e amostras sisteméaticas com periodo
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100.

Os valores iniciais foram escolhidos da seguinte maneira: primeiramente gerou-se
100 valores para cada parametro. Depois estimou-se o EMV para cada conjunto e
avaliou se houve ou nao a convergéncia no ponto estimado. Dentre todos os conjuntos
que tiveram convergéncia, o ponto inicial escolhido foi a média desses valores iniciais.

A Tabela 6.1 apresenta os resultados das estimativas nesse desenvolvimento. Nota-
se que, exceto pelo parametro c, os valores verdadeiros dos parametros estao inseridos
no intervalo HPD. Em relacao a taxa de aceitacao, todos os parametros estao em niveis

aceitaveis.

Tabela 6.1: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BEW utilizando a
abordagem da Secao 6.1.

Parametro || Valor Real [| Mediana Média HPD (2,5%) HPD(97,5%) Tx. de Aceitagao(%)

7 0,666 0,473 0,473 0,428 0,524 24,606
~y 24,000 18,670 18,670 14,191 23,584 45,518
o 3,000 2,382 2,394 2,099 2,780 24,860
A 5,000 4,592 4,591 4,537 4,645 23,374
c 6,000 7,896 7,929 7,097 8,859 47,154

A Figura 6.1 apresenta os graficos da densidade, do trago, da autocorrelacao e os
boxplot para cada parametro. Verifica-se que a densidade possui a unimodalidade
esperada, a trajetéria possui estacionariedade, a autocorrelacao possui decaimento
rapido. Pelos boxplots nota-se a aproximacgao dos valores gerados pela cadeia do

verdadeiro valor em cada parametro.

6.1.3 Estudo Comparativo entre as abordagens frequentista

e Bayesiana

Nesta secao serd apresentado um estudo comparativo entre o método frequentista
e o bayesiano utilizando a abordagem trabalhada nesse capitulo. Tomou-se o cuidado
em utilizar as mesmas amostras nas estimacoes de ambos métodos. Primeiramente,
para a selegao de pontos inicias gerou-se 100 pontos aleatérios para cada parametro
e obteve-se o EMV para cada conjunto de valores iniciais possiveis. Selecionou-se
com ponto inicial a média dos pontos gerados em que as estimativas de maxima

verossimilhanga foram convergentes. Assumiu-se esses valores iniciais em todas as 50
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amostras de tamanhos n=50, 100, 200, 300, 500 e 1000.

Uma vez definido esses valores iniciais, selecionou-se apenas as amostras em que
foi possivel a obtencao de estimativas de moda a posteriori cuja matriz hessiana as-
sociada fosse positiva definida, de modo a permitir o calculo da decomposicao de
Choleski. Feito isso, obteve-se as estimativas de maxima verossimilhanca e as esti-
mativas Bayesianas.

A Tabela 6.2 apresenta os resultados obtidos das 50 amostras. Para ambos
os métodos, nota-se que existe uma lenta convergéncia para o verdadeiro valor do
parametro. O parametro «, no caso Bayesiano, é sistematicamente estimado com
maior vicio e EQM do que o estimado via EMV. Para os outros parametros, as esti-

mativas frequentistas e Bayesianas sao muito préximas.
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Figura 6.1: Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplots das amostras MCMC para
os parametros j, v, «, A e ¢ da distribuicao BEW sob a proposta da Secao 6.1

74



OTSS'T| FISST |F92T T (#299°0|| S2c¥ 0| 92¢F 0 | 6F¢H 0| 86TE 0 (/2020 S|TO'ES | T98S°E [SE69°T|| 9¢FL T | 06SLF | 6T6TF | ¢FCe'T ||0S81°0| 0EST'0 |6ELT 0| L0¥E 0 |000T
6609°T| €0T9'T | STTF T(282.L0|| LFSG'0| 8F]G0 |F2c9'0|68¢E 0(|cF69°C| ¢€69°C | €T6E L (946G T||ST6T TT| 0L6T TT |LEGE 0T| €OLL'O |[#G6T°0| #S6T'0 | TE6T 0| 80620 | 00S
LT6R'T| LTI68T |¥8CET |18TS0|| ¢8LS 0| €84S0 | 146G°0| 68F€0 (| 1886'F| L£46F |STHO'TT|T9SR T|| #2L8'] | LTS8 | 69626 | T¢88'G || TOFT0| T9FT0 |#9F1°0|£98¢2°0| 008
QEFRT| 9CF]'T |66GS°T|GTELO||0TFS 0| TIPSO |SEFS 0| 96CE°0 ||282E‘S| TTTE'S | G88T°6 |6¢FL T||C6T0 LT €9L0°LT |FR6E°LT| €08]'C || L89T°0| L£9T°0 | €€9T°0|SG8¢E0| 00¢
CT6R°T| 9G88°T | LE98°T |GEOS T|| LF6L0| GE6L0 |FTLLO|6STH0||88TL'S| G60L'S | 028E'6 [F66S°T||FSOT GT| €CLT CT |FORTECT| 9628°9 || COST 0| €0GT'0 | L6¥1°0|T2Se'0| 00T
98€¥'c | SGREF'C | 2E00°E [F78¢e]| 1€C9°0 | 0£29°0 | E€LFS'0| 0ESF 0 |[2LE5°E] TOSF'E | #5029 |6L0L°T||SSLL 9T| 96G0°ST |098L°CT| £S9T1°8 || £€91°0| T€9T'0 | 689T°0|6TLE0| 0%
IO op zrey
06S0°T-| 0090°T- [0F0L°0-|0LFT 0|/ 02210 | 0TZI‘0 |OTETI'0|0FS0°0-{|009S T| 06GCT | 0LLTC |0S6%°T|| 06FT'T | 06ST'T | OTOS'0 |00LT'F-||S6F1°0-| £6¥1°0- |S9ET 0-|€89T 0-|000T
00LL'0-| OTLL 0~ [0SSE 0-|0L8E 0|/ 09€0°0 | 09€0°0 |OFTIT'0[0S90°0-||TTOT G| 98GT‘C | 069G°C |0T0LC|| 0€80°T | 0S80°T | 0Z8S 0 [000F 9-||SO9T 0| 8091 0- |90ST 0-|TETZ 0-| 00S
0L¥S°0-| 06%S 0~ [08T0°0-|0TL9°0|| 02€Z0 | 0TEZ'0 | 0SFZ 0 [0T00°0-||0886°T| OFS6'T | OF9T L |0ST9°T||0450°]-| 0£90°]- |00€S ]-|00€6F-||0STT°0-| OSTT 0~ [69TT 0-[FFOT 0-| 00€
02TF0-| 0GTF0- | 0TST'0(0S9Z0|| 0TSO0 | 0TSO0 | 0FS0°0 [0LF0°0-||LFFL T| €2E€L°T | 0666°F |0LLE C||00TLC-| 00FL C- |000L E-|000F F-{|9GF1°0-| GCFT1°0- [¢LFT1°0-|S8TC 0| 00T
0FLL0-| OTSL0- |0662°0-|06ST T|| 0LTT0| 09TT'0 |00ST0[0290°0-||FSce‘F| 950CF | ¥900°S |0¢C9°T|| 0062 F | 00STF | 0088°C [00€E F-||SLET 0-| 8LET°0- [LLET°0-|FCST0-| 00T
0L00°0 | 09T0°0- | 0£96°0 [0¥720‘2||0891°0-| 089T°0- [0T80°0-|0¥2Z 0-||IZIE T| SGLEC'T | 081S'C |0LSG T]| 00EE'G | 008T°C |00€8°0-10002°9-||9LGT°0-| FLST'0- |9281°0-|¢See 0| 0%
OIOIA
0T¥6'7 | 00¥6F | 096¢°G |0LF1°9||0CCT'C | 0CCT'S | 0TET S| 09F6'F ||009SF| 06SST | OLLT'S |0€6F F||0671°GE| 06S1°GT |0T0S FE|00€] 6T || LTG0 | LITS'0 | S6TS 0| LL6F 0 [000T
00€2'C| 062¢'S | 0SF9°G(0L8€°9(| 09€0°C | 0920°G | OFTT'G|0SE6'F || TTIT G| 98GT'S | 06959 [020E G||0£80°CZ| 0G80°CT |0TSS #E|0009°LT|[ ¢G0S 0| €G0S0 |FSIS0|6ESF 0| 00S
02SF'C| OTSF'S | 0286°G|01L9°9(| 0TET'S | 0TET'S | 0SFC S| 0666F ||0886°F| 0FS6'F |0F9T 0T|0ETOF||0SF6'CT| 0LE6°CT |00LF'CT|00L0°6T|| 0SS0 | 0ESS0 | T6¥S0|9T9S0| 00€
088G'G| 0S8S°G | 0TRT Q{0892 9|| 0TSO'S | OTSO'S | OFR0°C | 0€S6'F ||LFFLF| €LELT | 0666°L [0LLE G||006E TZ| 009Z 1T |000£ 0Z|0009°6T || #0ZS 0| S0TS'0 | 8]TS0 | SLFF 0| 002
09¢¢'G| 06TC'S |0TOL'G|06ST L||OLTT G| 09TT'G |00ST G| 08€6'F ||FSCT L] 950 L | ¥900°S |0229 F||0062 ST| 00ST ST |0088°92|00L9°6T|| ¢8TS 0| ¢8TS'0 | £8¢S8°0|9€TS'0| 00T
0L00°9 | 0F86°G | 0£96°9 |[0720‘8|| 0GES'Y | 0GERY | 0616'F | 09LLF || ICIE F| GLEC'T | 081S°G |05 F||00EE 92| 00ST'9Z |00LT €Z|0008°LT|| #805°0 | 980S5°0 | #8050 | 80FF0| 0%
RIPIIN
RIPOIN [euetpagy| epoIy [BIpoIN || RIPRIN [euerpapy | Bpogy | BrpoI [[RipoIN [euetpoyy| epogy [erpoIn || eIpRIN [euwerpay| epoy | BIpoIN || BIpoIN [eueIpoy| epoly [empoIy| U
oueIsoARg [ ANA | oueIsoARg | AN | oueIsoAR( [ AN | oueIsoAR( | Ana | oueIsoAR( | AN |
(9)° | (9) Y | (¢) © I (yg) ~ I (999°0) 17 _

MG oedmqusi(J © ered Seprjqo seurISoAR( SBAI)eWI)Sd 9 SAJNG (GO B[RRI,

5



Capitulo 7

Aplicacao a dados reais

Neste capitulo é apresentado uma aplicacao a um conjunto de dados reais nos
quais se aplicam o modelo BBXII e seus submodelos. O conjunto de dados refere-se a
um estudo que teve por objetivo a prevencao da reincidéncia do melanoma cutaneo.
Segundo Ibrahim; Chen e Sinha (2001), o periodo de coleta de dados dos pacientes foi
de 1991 a 1995 e o0 acompanhamento foi até 1998. A variavel resposta foi o tempo (em
anos) até a morte do paciente. O tamanho original da amostra foi de 427 pacientes,
dos quais 10 nao apresentaram mudanca no tamanho do tumor e forem retiradas da
analise, restando 417 pacientes. Observou-se que 56% dos dados sao censurados.

Dessa maneira ajustou-se a distribuicdo BBXII (definida em (1.6)) e seus sub-
modelos. O objetivo é verificar qual distribuicao proporciona melhor ajuste a esse

conjunto de dados, sendo a distribuicao BBXII dada por

ckxtt

“Ban T (/)] "D LT — 14 (2/5)]7F}" (7.1)

fBBXH(J7> =

Para a = b = 1 a distribuigdo BBXII reduz-se a distribuigao BurrXII (BXII) cuja
densidade é dada por

fexir(z;s, k,c) = cks™ [1 + <§>C] e Lol (7.2)

1

Para a = b =1, s = m™ e k = 1, a distribuicao BBXII reduz-se a distribuicao
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log-logistica (LL) cuja densidade é dada por

Fur(mim,c) = < (f)c_l 1+ (2) }_2. (7.3)

m \m m

No caso de k — 00, a distribuicao BBXII converge para a distribuicao Beta Weibull
(Cordeiro, 2011):

eXatexp {—y(1 — p) (Az)}
B(py, y(1 = )

fw (@3 1,7, A ¢) = [1—exp{—(A\z)}"""". (7.4)

Para uy = v(1 — p) = 1, além de k — oo, a distribui¢ao BBXII reduz-se a dis-
tribuicao Weibull:

Fweivat (75 A, €) = X2 exp {— (zA)°} . (7.5)

Nas proximas secoes serao apresentados os resultados das estimativas de maxima
verossimilhanca para a distribuicao BBXII e seus submodelos, além de seus erros
padrdes e os valores dos critérios de informagcao de Akaike (AIC), Bayesiano (BIC) e o
Akaike corrigido (CAIC). Também serao apresentados os resultados obtidos pela abor-
dagem Bayesiana, ou seja, as estimativas a posteriori da BBXII obtidas via MCMC,
além dos intervalos de credibilidade considerando as abordagens das Segoes 5.3 e 6.1.

Em ambas abordagens assumiu-se valores iniciais diferentes dos adotadas por
Paranaiba (2012). Pois, verificou-se que os valores iniciais nao resultam EMVs con-
vergentes, nem matriz hessiana positiva definida, tanto na distribuicao BBXII, quanto

na BurrXII.

7.1 Abordagem Classica

Para cada uma das distribuicoes apresentadas acima, de acordo com a correspon-

dente fungao de verossimilhanga é descrita pela expressao (2.24):

LOIX) = [T [fn ) [Sr(t:)])

=1
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Para a distribuicao BBXII adotou-se, em ambos métodos (cléssico e Bayesiano),
os seguintes valores iniciais: ay = 0.1,by = 1.2,50 = 0.1,k = 0.02 e ¢ = 5.5,
e consequentemente, p = 0.076 e v = 1.3. Para a distribuicao BurrXII foram os
seguintes pontos iniciais: so = 0.87,ky = 0.14 e ¢y = 2.5. Para a distribuicao Beta
Weibull foram os seguintes pontos iniciais: ag = 1,bp = 0.5, \g = 0.08 e ¢g = 5, e
consequentemente, o = 0.666 e 79 = 1.5. Para a distribuicao Log-logistica foram os
seguinte pontos iniciais: ¢y = 2.5 e s9 = 1, consequentemente, mo = 1/sp = 1/1 = 1.
Por fim, para a distribuicao Weibull foram os seguintes pontos iniciais: \g = 0.1 e

Co = 0.8.

7.1.1 Resultados

A Tabela 7.1 apresenta as estimativas de méaxima verossimilhanga (e os cor-
respondentes limites dos intervalos de confianga entre parénteses) obtidas para a dis-

tribuicao BBXII e outros submodelos.

Tabela 7.1: EMV dos parametros dos modelos BBXII, BurrXII, Beta Weibull, Log-
logistica e Weibull para os dados de melanoma (Ibrahim et. al., 2001) e intervalos de
confianca (95%) correspondentes.

Distribuicao H W v S k ¢
BBXII 0,270 1,069 1,703 0,016 6,077
(0,268;0,272) (1,061;1,076) (1,702;1,704)  (0,015;0,017)  (6,068;6,086)
BurrXII 0,873 0,146 2,566
(0,872;0,874)  (0,145;0,147)  (2,565;2,567)
A
Beta Weibul 0,666 737,531 2,896 0,035
(0,662;0,669) (630,383;884,678) (2,463;3,328) (0,032; 0,037)
¢ m
Log-logistica 1,266 0,210
(1,264;1,267) (0,207;0,212)
«Q Y
Weibull 6,943 1,050
(6,942:6.945) (1,050;1,051)

A Tabela 7.2 apresenta os critérios de informacao de Akaike (AIC), o Bayesiano
(BIC) e Akaike corrigido (CAIC) para os modelos ajustados para os dados de melanoma.
Nota-se que os modelos BurrXII e BBXI possuem os menores valores de AIC, BIC e
CAIC. Por outro lado, a distribuicao Weibull apresenta os maiores valores.

A Figura 7.1 descreve uma andlise grafica comparando a fungao de sobrevivéncia
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Tabela 7.2: AIC, BIC e CAIC das distribuicbes BBXII, BurrXII, Beta Weibull,

Log-logistica e Weibull para os dados melanoma.

Distribuigao H AIC BIC CAIC

BBXII 1057,214 1077,380 1077,392
BurrXII 1058,348 1070,447 1070,455
Beta Weibul 1074,517 1082,583 1082,588
Log-logistica 1086,319 1094,385 1094,389
Weibull 1102,108 1110,174 1110,179

empirica obtida a partir do estimador nao paramétrico de Kaplan-Meier (Kaplan
e Meier, 1958; Lawless, 1982) e a fungao de sobrevivéncia estimada para a dis-

tribuicao BBXII e seus submodelos. Observa-se a boa adequabilidade do ajuste das

distribuicoes BBXII e BurrXII.

Figura 7.1: Fungao empirica de sobrevivéncia para os dados de Melanoma (Ibrahim

et al, 2001).
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0.4
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A adequabilidade dos modelos também sera avaliada através da anélise de residuos
de Cox-Snell (Cox e Snell, 1968). Os residuos de Cox-Snell sao um tipo de residuo
padronizado utilizados em andlises de confiabilidade. Os residuos de Cox-Snell sao
iguais a menos o logaritmo natural da probabilidade de sobrevivéncia para cada ob-

servacao, ou seja,

é, = —log (S(tim)) . (7.6)

Nas analises graficas dos residuos constroi-se graficos de residuos Cox-Snell para o

~

estimador de Kaplan-Meier (S(é;) k) versus os residuos de Cox-Snell para um modelo
ajustado especifico (5' (é;)mr). Para modelos que proporcionam boas descrigoes dos
dados, os pares (g(éi)KM, g(éi)ME> estao proximos de uma reta que passa pela
origem.

Pela Figura 7.2, comparando-de os graficos de todos os modelos ajustados,confirma-

se que o melhor ajustamento foram dos modelos BBXII e BurrXII, por meio da andlise

residual, o que indica a boa adequabilidade do ajuste.

7.2 Abordagem Bayesiana

No caso Bayesiano, considerou-se prioris independentes com distribuicao beta
para o parametro u e distribuicao gama para os demais parametros. Trabalhou-se
com a distribuicao BBXII na escala “log” nos parametros e, consequentemente, a
distribuicao a posteriori é dada por

n

Hf($|77)] X m ()7 (1) 7 (1) (1) (15) X | T |, (7.7)

i=1

P (7717 N2, 13,14, 775|7_Y7 C) X
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Figura 7.2: Anélise grafica dos residuos de Cox-Snell dos modelos Weibull, BurrXII,
Log-logistica, Beta Weibull e BBXII ajustado aos dados de melanoma (Ibrahim et al,
2001).
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onde T ¢ o tempo, C é a censura, |J| =exp(n +m2+m3 + 14 +715) /(1 +e™)? e

7 e
m = log (—), isto é,

1—p T lten’
n2 = log(v), isto é, v =em,
ns = log(s), isto é, s=em,
ny = log(k), isto é, k=em,
ns = log(c), isto é, c=¢eb,

Na secao seguinte apresenta-se os resultados obtidos sob as abordagens trabalhadas

nas secoes 5.3 e 6.1 para a distribuicao BBXII.

7.2.1 Resultados

A Tabela 7.3 apresenta os resultados das estimativas Bayesianas das segoes 5.3
e 6.1 para a distribuicao BBXII. Nota-se que as estimativas pontuais sao similares
em ambos os métodos, mas os intervalos HPD obtido pela abordagem da Secao 5.3
possui amplitude menor do que os obtidos com a abordagem da Secao 6.1. A taxa
de aceitacao do método proposto na Sec¢do 5.3 é bastante alta (66%), ao passo que
as taxas de aceitagao obtidas para o método descrito na Secao 6.1 estao em niveis
aceitaveis.

A Figura 7.3 apresenta os boxplots, a autocorrelagao, o traco e a densidade esti-
mada para todos os parametros obtidos pela abordagem Bayesiana da Secao 5.3. A
trajetoria se manteve estacionaria ao longo dos passos da cadeia, a densidade possui
aspecto unimodal e a autocorrelacao decai rapidamente para todos os parametros da
distribuicao BBXII.

A Figura 7.4 apresenta os boxplots, a autocorrelagdao, o trago e a densidade es-
timada para todos os parametros obtido pela abordagem Bayesiana da Secao 6.1.
Nota-se que a trajetéria se manteve estacionaria ao longo dos passos da cadeia, a
densidade possui aspecto unimodal e a autocorrelacao decai rapidamente em todos
os parametros da distribuicao BBXII.

A Figura 7.5 apresenta a curva empirica de sobrevivéncia obtida com as estimati-

vas Bayesianas, sob as abordagens das secoes 5.3 e 6.1, e de maxima verossimilhanca.
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Tabela 7.3: Estimativas Bayesianas dos parametros dos modelos BBXII para os
dados de melanoma, intervalos HPD (95%) correspondentes e taxas de aceitacao.

Estimativas H I ~y S k ¢
Aproximagao gaussiana e vetor de candidatos (Segao 5.3)
Moda a posteriori 0,440 0,622 1,715 0,052 6,382
Mediana a posteriori 0,441 0,622 1,715 0,052 6,380
Média a posteriori 0,441 0,623 1,715 0,052 6,381
HPD (2.5%) 0,400 0,557 1,704 0,037 6,243
HPD (97,5%) 0,477 0,687 1,727 0,064 7,521
Taxa de Aceitagao (%) || 66,842 66,842 66,842 66,842 66,842

AIC BIC CAIC

1061,151 1089,382 1061,425
Aproximagao gaussiana e candidatos univariados (Secgao 6.1)

Moda a posteriori 0,440 0,622 1,715 0,052 6,382

Mediana a posteriori 0,442 0,613 1,716 0,051 6,403

Média a posteriori 0,442 0,624 1,720 0,053 6,425

HPD (2,5%) 0,387 0,463 1,488 0,027 5,188

HPD (97,5%) 0,508 0,803 1,992 0,084 7,887

Taxa de Aceitagao (%) || 42,276 35,904 48,670 43,706 50,068
AIC BIC CAIC

1061,155 1089,387 1061,429

Nota-se a sobreposi¢ao das curvas e a grande aderéncia com a curva de kaplan-Meier.
Para verificar a adequabilidade do modelo BBXII sob a abordagem Bayesiana
calculou-se os residuos Cox-Snell. Nota-se pela Figura 7.6 que, para ambas as abor-

dagens, os residuos possuem comportamento adequado e muito proximo.
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Figura 7.3: Trago, Densidade, Autocorrelagao e Boxplots das amostras MCMC para
os parametros i, v, s, k e ¢ da distribuicao BBXII obtido via aproximagao gaussiana
dos parametros e vetor de candidatos - Metodologia proposta na Segao 5.3.
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Figura 7.4: Traco, Densidade, Autocorrelacao e Boxplots das amostras MCMC para
os parametros i, 7, s, k e ¢ da distribuicao BBXII obtido via aproximagao gaussiana
dos parametros e candidatos univariados- Metodologia proposta na Secao 6.1
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Figura 7.5: Funcao empirica de sobrevivéncia ajustada aos dados de Melanoma
(Ibrahim et al, 2001).
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Figura 7.6: Anélise grafica dos residuos de Cox-Snell do BBXII obtidos pelas abor-
dagens das Segoes 6.1 e 5.3 e ajustados aos dados de melanoma (Ibrahim et al, 2001).
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Capitulo 8

Discussao

Neste trabalho de dissertacao objetivou-se o desenvolvimento de métodos Bayesianos
para a estimacao dos parametros da distribuicoes BBXII e BEW. O desenvolvimento
de metodologia adequada para tal propdsito revelou-se bastante desafiador, devido a
complexidade de tais modelos.

Tentativas frustradas do uso de alguns pacotes computacionais destinados a es-
timagao Bayesiana, tais como o WinBUGS e JAGS (Capitulo 4) motivaram o desen-
volvimento de nossas proprias rotinas em R. Tais pacotes nao sao dotados de flexi-
bilidade suficiente para permitir a descricao de métodos Bayesianos que nao seguem
determinada construcao padrao.

Uma vez que os modelos BBXII e BEW incorporam elementos da distribuigao
Beta, inicialmente trabalhou-se com os parametros desta ultima distribuicao em sua
forma orginal. No entanto, em nosso estudo (Capitulo 5, Segao 5.2) constatou-se que
o uso da parametrizacao da distribuicao Beta, como descrita em Ferrari e Cribari-
Neto (2004), traz vantagens computacionais e conduz & convergéncia das cadeias
de Markov geradas via método MCMC. No entanto, as distribuigcoes geradoras de
candidatos de alguns parametros ainda necessitavam de maiores desenvolvimentos de
modo a robustificar o método.

De modo a obter estimativas mais precisas dos parametros e cobertura adequada
nos intervalos de credibilidade, foram desenvolvidas métodos baseados em aprox-
imagoes Gaussianas (Capitulo 5, Secao 5.3 e Capitulo 6) para a descrigao de dis-

tribuigoes geradoras de candidatos do parametros, agora expressos ou na escala log
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ou logit e, portanto, definidos nos reais.

Alguns estudos de simulagao foram empreendidos de modo a permitir a com-
paracao entre as metodologias Bayesianas que foram propostas nesta dissertagao e
as estimativas obtidas através de estimacao por maxima verossimilhanca. Em linhas
gerais os métodos Bayesianos e de maxima verossimilhanca conduziram a estimativas
pontuais muito préoximas.

No entanto, as estimativas por maxima verossimilhanca conduzem a intervalos de
confianca estreitos em demasia, o que nos causa a suspeita de que os mesmos sao
irrealisticamente otimistas, implicando em pequena probabilidade de cobertura. Na
prética isso significa que, frequentemente os intervalos de confianga construidos nao
incluirao o verdadeiro valor do parametro. Um exemplo deste comportamento pode
ser observado nos intervalos de confianga (credibilidade) na Tabela 7.3.

Além dos aspectos acima, no calculo dos intervalos de confianca frequentistas faz-
se necessario a inversao da matriz de informacao observada, que, muitas vezes, nao
é positiva definida, impossibilitando o calculo do desvio-padrao das estimativas, por
consequéncia, dos respectivos intervalos de confianga.

Por outro lado, na construcao dos intervalos de credibilidade, para o método
Bayesiano, utiliza-se simplesmente as amostras MCMC ap6s a convergéncia da cadeia,
pois nao se utiliza nenhum argumento assintético, tal como no caso frequentista.

Os desenvolvimentos da Secao 5.2.2, em que se utiliza prioris Qui-Quadrado para
varios parametros, nos parece promissor, no sentido de que o método proporciona
boa varredura do espaco paramétrico.

No Capitulo 7 descreveu-se nossas andlises Bayesianas para o modelo BBXII uti-
lizando os dados de melanoma de Ibrahim et al. (2001). Utilizando o mesmo conjunto
de dados, Paranaiba et. al. (2011), procedeu a andlises Bayesianas para o modelo
BBXII utilizando prioris gama(0.01,0.01) para todos os parametros (com a e b na sua
parametrizacao original).

Os autores utilizaram distribuicoes geradores de candidatos gaussianas para to-
dos os parametros (que sdo nao-negativos), tomando-se o valor absoluto dos val-
ores gerados. No entanto, tais distribuigcoes geradoras de candidatos gaussianas
foram parametrizadas com médias fixadas nos valores estimados dos parametros que

foram obtidos pelo método de maxima verossimilhanca. Adicionalmente, para o
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parametro de dispersao adotou-se um valor extremamente pequeno, conduzindo a
pequena varredura do espaco paramétrico.

Acreditamos que os métodos desenvolvidos nesta dissertacao conduzem a um
avanco em relagdo a proposta Bayesiana de Paranaiba et. al.(2011) para a dis-
tribuicao BBXII. Além disso, propusemos um método Bayesiano (que acreditamos
seja o primeiro) para a distribuicio BEW.

Os trabalhos futuros envolvem a execucao de mais simulagoes e a escrita de um

artigo para ser submetido a um periédico internacional.
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Apeéendice A:
Elicitacao de Funcoes Gerado-
ras de Candidatos Poisson para

os parametros a e b

Nessa secao serd proposto uma outra forma para obtencao das estimativas bayesianas,
em especial para os parametros a e b. Para tanto, serao utilizadas algumas pro-
priedades da Distribuicao BBXII, inclusive relacionadas a familia exponencial.

Objetiva-se criar distribuig¢oes geradoras de candidatos para os parametros a e b,
baseadas na Distribuicao Poisson com parametros definidos através de um processo
de elicitacao a ser detalhado a seguir.

A distribuicao BBXII pode ser escrita através de

fa) = (o) gy G 1= G (8.)

= g(x;s,k,c)h(z;a,b, s, k,c),
G(z;s,k,e) = 1— |1+ g C}k: (x) (8.2)
h(wsa,b, s,k c) — B(i O 1= G (8.3)
g(x) = cksF [1 + (g)c}(kﬂ) et (8.4)

Dessa forma, a distribuicao a posteriori envolvendo os parametros do modelo pode
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ser escrita como

m(a,b, s, k,clr) o H g(x;, s, k,c)h(z;a,b, s, k,c)m(a,b, s, k,c).

(8.5)
i=1
A distribuigao condicional completa conjunta do vetor (a,b) é dada por:
m(a,b|s, k,c,x) [ﬁ h(z;,a,b,s, k,c)] m(a,b). (8.6)
i=1
Logo, a verossimilhancga tem a seguinte forma:
- _ - F<a + b) Na— b—
g h(zi,a,b,8,k,c) = 1:[1 F(a)r(b)G(xZ) Y1 = G(xy))"?
= exp{aTi (G(x;)) + b5 (G(x;)) — v(a,b)} (8.7)
onde
v(a,b) = —n[log (I'(a + b)) — log (I'(a)) — log (I'(b))] ~ (8.8)
Ty (G(z)) =D log(G(z:) e  Ta(G(x) =) log(l—G(x)).
i=1 i=1
Pelas propriedades da familia exponencial,
oy o0
BT) = Slon@@-vle+d),  B(T) =2 =n(d) - vla+D)
0? , / 0? / /
V(T) = Sr=n(V@-v@+D), V(@) =50 =n (')~ a+b)
e
cov(Ty,Ty) = O _ —nap (a, b)
1,+2 3aab sy Uy
onde
_7(?) oy dv(z)
v =15 e vim=L2,
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que sao, respectivamente, as func¢oes digama e trigama. Seja,

= E(1) — E(T2) = n(¢(a) — (b)) (8.9)

e
2 - G(x;) o .
o = Var (izllog (1——63(%))) =Var (T, — Ty)

= Var(Ty) + Var(Ty) — 2Cov (T1,T,) =

= 2 (V@ +¢' ) (8.10)
Para grande valores de z, ¢(z) =~ log(z), enquanto 1'(z) ~ z~'. Com essas

aproximacoes tem-se que:
1w ~ nlog (%) (8.11)
e

1 1
2~ -4+ -]. 12
o n (a + b) (8.12)

Logo,

% 14 exp (g)) ) (8.13)

2
2 (1o (1) ot

Note que as férmulas (8.13) e (8.14) indicam que a e b podem ser elicitadas quando
os valores de i e 02 sao conhecidos. Portanto, faz-se necessério calcular estes valores.

Note que
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onde as G(z;)’s s@o i.i.d.. Entao

E {log (%)1 _ / log (%) f(w)da (8.16)

onde f(x) é a densidade da BBXII. O célculo de (8.16) encontra-se no Apéndice D.

Além disso,

- 2 {e e () -

= nE{ {log (%)T} — 2. (8.17)

Os célculos de (8.17) também s@o encontrados no Apéndice D. Dessa forma, a

condicional de (a,b) é dada por:
m(a,bls, k,c,x) x [H hi(z;, a,b, s, k:,c)] m(a,b). (8.18)
i=1

Tomando 7(a,b) = 7(a)w(b) e fungao geradora de candidatos P(a*) e P(b*), onde
a* e b* sao os valores obtidos na elicitacao de a e b descritos através das férmulas

(8.13) e (8.14), com p e o obtidos por (8.15) e (8.17), respectivamente, tem-se que
"’ =a (s(i), ), k(i)) e b =0 (s(i), . k(i)) ) (8.19)

Uma observacao adicional a ser feita é que, nesta abordagem, os valores gerados

pela funcao geradora de candidatos sao obrigatoriamente inteiros.

Simulacao

De posse dos calculos acima, foram realizadas as devidas adaptagoes no algoritmo
de MCMC na tentativa de melhoria dos resultados bayesianos obtidas nas secoes
anteriores. Diante disso, verificou-se problemas nesse algoritmo relacionado com os

valores iniciais dos parametros de interesse. Como exemplo, se fossem considerados
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os valores iniciais como os verdadeiros, o algoritmo sempre retornava um erro.

Para resolver esse problema, utilizou-se o comando MultStart do pacote BB do
software R, para obter pontos iniciais étimos para a funcao de verossimilhanca de
BBXII. De posse desses pontos iniciais, foi resolvido esse problema, mas observou-se
que no algoritmo MCMC os resultados estimados eram equivalentes aos pontos inici-
ais para alguns parametros, ou seja, os pontos iniciais determinavam as estimativas
marginais a posteriori.

Num estudo de simulacao foram obtidos 20 vetores de pontos iniciais “6timos” e,
assim, realizado o procedimento de MCMC. Na Figura 8.1, visualiza-se que, para os
parametros a e b, as estimativas marginais a posteriori sao iguais aos valores iniciais.

Outro ponto problematico foi que os dados foram gerados com a=16 e b=8 e, nesse
procedimento, os parametros foram estimados proximos de 2, em todos os casos.

Também observou-se problemas relacionados a taxa de aceitacao, conforme é ap-
resentado na Tabela 8.1. Por outro lado, a autocorrelagao ficou em niveis aceitaveis.

Diante dessas constatacoes, resolveu-se tentar outras formas para resolucao desses

problemas.

Tabela 8.1: Estimativas a posteriori (MCMC) da BBurrXII

| Valor Real Média Desvio Padrao  2.5%  50%  97.5%
a 16.0 3.916 0.073 3.844  3.919 3.919
b 8.0 1.666 0.028 1.664 1.664 1.707
s 1.0 0.772 0.003 0.765 0.772  0.780
k 5.0 1.455 0.059 1.341 1.454  1.579
c 6.0 17.217 0.789 15.393 17.242 18.594
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Figura 8.1: Grafico dos valores iniciais e dos estimados
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Apeéendice B: Aproximacoes

Gaussianas para a e b via Método

de McCormick

Como os resultados anteriores nao foram satisfatérios, a nova abordagem é

baseada nos métodos de McCormick (2012) que propoe aproximagdes gaussianas para

distribuicoes a posteriori e estimacao de parametros de interesse utilizando variacoes

do método de Newton-Raphson.

Como j4 descrito anteriormente, a distribuicao BBXII pode ser escrita como

£(@) = 29 Gyt (1 - Q) = fasasb, s ko)

G(x)
onde:
G(x) = G(z;s,k,c)=1— [1 + (%)C} N
g(x) = g(x;s,k,c)=cks™® [1 + (g)c}_(kﬂ) :
Seja
M) = Ol (1= G,

logo, a funcao densidade da BBurrXII pode ser escrita da seguinte forma:

f(z;a,b,8,k,c) = g(x; s, k,c)h(x;a,b, s, k,c).
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Considerando a perspectiva Bayesiana, a posteriori conjunta de § = (a, b, s, k,c) é

dada por:

m(a,b, s, k,clx) [H f(z;a, b,k’,s,c)] m(a,b, s, k,c), (8.25)
i=1

em que a 7(a, b, s, k, ¢) precisa ser especificada. No entanto, trabalharemos com trans-
formacgoes dos parametros a e b.
Considere as transformacoes 1, = log(a) e 7, = log(b). Entao, com base em (8.24)

teremos

Wn(ffﬂhﬂ?z,&k»C) = f(:c,em,e"2,s,k,c)

= g(z;s,k,x)h(z,e™ ™ sk, c). (8.26)

Com base em (8.26), a distribuicdo condicional completa a posteriori de (ny,m2)" é

dada por

7T(771,7]2|8,k3,c,$)0( Hh(maemaemasvkvc) 7T(771,772|S,]{3,C,:E). (827)

i=1

Seja
(7717772|S7 l{?,C, .’L’) ~ N(/L, R) (828)

a ser especificada. Denote,

o n=(m,m)7;

o L(n) =m(n|s, k,c, x)
e I(n) =log (L(n))

Logo de (8.27) e de (8.23) e considerando uma amostra aleatéria de tamanho n

de uma distribuicao BBurrXII, tem-se que:
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n

L(n) :H |:B(67711, p (G(x))(enl—l) (1-— G(g;))(em—l)} X

i=1

X exp {—%(n — )R (n - M)} (8.29)
[(n) = — nlog(B(e™,e™)) + (" — 1) Zlog (G(z:) +
+em =)D log (1= Gla) = 50— w R0 —p). (830
Mas,
(n—w)" R n—p)=n"R'np—20"R '+ p" R (8.31)
log (B(e™,e™)) =log (I'(e™)) + log (I'(e™)) — log (I'(e™ + ™)) . (8.32)
Entao

I(n) = —nlog(e™) — mnlog(e™)+ nlog(e™ + ™)+ ™ Zlog (G(x;)) +

=1

n 1 B -
+ e” Zlog (1—-G(x;)) — 5 (n"R™'n—2n"R™'u) . (8.33)
i=1

Sejam as derivadas

Ol(n) = o ° D(n) = ot (8.34)
em que
di(n) _ ldl(n) dl(n)r AR _ypory o d0TRT) (8.35)
dn dny dnp | dn dr
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Também considere

d ) d?
Y(a) = —log(l(a)) e ¥(a)=——log(l'(a)) (8.36)
que denotam as fungoes digama e trigama, com ¥ (a) = FFI((Q‘)). Logo,
aw __ (e —vensen ) (e Sios (G |,
dn e”Y(e™) — Y(e™ + e™)] em >y log (1 — G(x;))

Além disso,
d2l(n) i)

di?l(n)

— dn% dnidn2
dndn™ di?l(n)  di”l(n)
e dmidn dn3
Considerando os termos de %777), tem-se:
d
a;; = — [emw(em) _ €n1w(em + 6772)]
dm

= eMy(em) + 62n1¢’(6n1) —eMip(eM 4 ™) — 6277177/}’(6771 + e™)

= [em) — v )] e () (e )] (837)

Analogamente,
d
azp = ——[ePP(e®) —ePP(e™ + )]
d772
= R Rp(em) = (e + )]+ [ (7)o (7 + o)
e
d
a1z = ag = an [eMh(e™) — eMap(e™ 4 ™)) (8.38)
2
= My (M e, (8.39)
Entao, temos que
ay a em > log (G(x; 0
D2l(77) . 11 G12 n > iy log (G(3)) _ Rl
a21 Q22 0 ey iy log (1 — G(x;))

em que os a'is sao funcoes de . Com isso a estimacdo de H®) é feita a partir do
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método de Newton — Raphson:
e = Ty — [D*1(—1)] " DI 1) (8.40)

Considerando p = fj_y € Ry, = 31, em que %, = — [D*(1(f,_1))] " . Logo, no MCMC

substitui-se a atualizacao de a e b por esse procedimento.

Simulacao

Para simplificar um pouco nessa simulagao foi assumido o valor de s = 1. Dessa
forma, os calculos acima foram adaptados para a estimacao de todos os parametros,
principalmente aos relacionados a distribuigao Beta (a e b). Nas simulagoes realizadas
foi observada a grande sensibilidade do método a valores iniciais, grande autocor-
relacao em todas as estimativas e a baixa taxa de aceitacao em todos os parametros.

Uma limitacao é que o método depende da especificacao dos valores iniciais de R;
e, em algumas simulacoes, isso apresentou uma forte influéncia nos resultados. Dessa
forma, optou-se por outra abordagem, no qual as estimativas nao dependessem de
R;. Por isso nao serao apresentados os resultados das simulagoes, conforme as secoes

anteriores.
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Apéndice C:
Aproximacoes (Gaussianas para a

Distribuicao Condicional Completa

de 7

Nesta segao, proporemos uma outra abordagem Gaussiana na construgao de uma
fungio geradora de candidatos do vetor n = (n1,1m2)7 = (log(a),log(b))?. A dis-

tribuicao condicional completa a posteriori de n = (ny,7:)* é dada por

71-(7717772|Sv/{;707‘%‘)O( Hh(xi,em,em,s,k:,c) 7(7717772)- (841)

=1

Sejam 7y, 7y independentes a priori com 7; ~ N(0,0?). Logo,
m(n) o exp(—nn"/20%), (8.42)

onde n = (n1,12)T. Logo, a condicional completa conjunta de n é dada por:

(ol k. 2) = {H i G [1—G<xi>r“1}}exp{—%,2n%}

i=1

< L(n)m(n). (8.43)

Para obter uma funcao geradora de candidatos de 7, vamos construir uma
aproximacao Normal para a distribuicao a posteriori de 1. Nessa aproximacao pre-

tendida faremos a média da distribuicao igual a moda da distribuicao condicional
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completa de n () e a matriz de covariancia dada por menos o inverso da matriz

hessiana com respeito a 1. Logo,

(™) ~ No (i, 17H(R)), (8.44)

representa a distribuicao geradora de candidatos de 1 condicional ao valor atual de 7

(denotado por 7¥)) na cadeia MCMC, em que

e 1) é a moda a posteriori de 7, e

10) = 5 Yog (L))
Seja
() = log (x(rs. k.c.)) o log (L(m) + log (x(r).
Entao,

[(n) = —nlog (['(e™)) — nlog (I'(€™)) + nlog (T'(e™ + ™)) +

1 - " 1 ) )
e ZZ:;log (G(zi)) +e™ ;log (1= G) = 55 (ni +n3) (8.45)
e a sua derivada é dada por

difg) _ e llem) —wlem + e+

dn e [h(e™) — (em + e™)]
+ 6771 Zi:l log(G(ajl)) . iQ m ’ (846)
e™ " log(l — G(x)) g 72

com () = Lin(T(a)) e ¢'(a) = %lnf(a) e

Pl d%(n)

?l(n) _ | e omom | _ air a2
T 2 2
om aaml 5(977)2 aaln(gn : 21 A22
em > log(G(w; 0 110
+ 2uit 108G () + = . (8.47)
0 e™ > " log(l — G(xy)) o710 1
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onde

a1y = €M [ih(e™) — h(eM + e™)] 4 > [w’(em) _ z/;l(em + enz)} 7 (8.48)
Ay = €™ [¢(eﬁ2) _ ¢(em + 6772)] 4 g2 [w’(em) _ ¢/(6771 + 6772):| (849)
e
a1g = agp = —eMTPa)(e™ + ™). (8.50)
Logo,
_ dn)

Dessa forma, para obter uma estimativa da moda a posteriori de n, (1), pode-se

recorrer a funcao nlminb ou optim do R.
e Seja 1jp a estimativa de n obtida com a maximizacao de (8.45);
e Obtenha

_ d*l(n)
dndn™

1(770) =

n=ro
Amostrando a partir da Funcao Geradora de Candidatos Proposta

Para selecionar amostras a partir da distribuicao geradora de candidatos

([ ~2 (0, T (1)),
considere 7j, uma estimativa de 7. A decomposigao de Choleski de I~'(rjy) ¢ dada por

I'(n) = BY(B™ Y. (8.52)
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Um vetor candidato é gerado calculando-se
n* = B Z" +1j (8.53)
onde Z* é um vetor de varidveis aleatérias N (0, 1) independentes.

Resultados

Nesta simulacao, os dados foram gerados com s = 1 fixo e conhecido, a = 16,
b =8, k =5ec=6numa amostra de tamanho 300. Primeiramente, foi verificado que
os valores iniciais obtidos pelo comando MultStart do pacote BB do software R nao
eram razoaveis, pois nao indicavam valores consistentes com os verdadeiros. Dessa
forma, propos-se uma alternativa para a obtencao dos valores iniciais que leva em
consideracao a média de uma amostra de valores iniciais, que conduzem a resultados
convergentes em estimativas de maxima verossimilhanca.

De posse da média desses pontos iniciais, foi estimada a curva de densidade com
esses valores (Figura 8.2), com objetivo de verificar se hd alguma coeréncia entre
esta e a curva obtida com os parametros verdadeiros. Verificou-se que os valores
sao razoaveis, pois a moda da curva estimada com a média dos valores inciais nao é
excessivamente distante da moda observada no conjunto de dados.

Verificou-se que outro ponto relevante é a especificacao do parametro o da dis-
tribuicao a priori conjunta (vide equagao 8.42), pois exerce influéncia na estimativa
da moda a posteriori. Optou-se pela especificagao de uma priori vaga, fixando-se
o = 300.

Os resultados das estimativas marginais a posteriori sao apresentados na Tabela
8.2. Verifica-se que esses resultados apresentam severos vicios relativamente aos val-
ores verdadeiros. Além disso, as taxas de aceitacdo sao muito altas.

Adicionalmente, observa-se que as autocorrelacoes das estimativas sao muito altas.
Outro ponto importante é que as estimativas de a e b foram parecidas em todas as sim-
ulagoes realizadas, mesmo nos casos em que os pontos iniciais foram bem diferentes.
Ou seja, observou-se uma espécie de comportamento “geminado” nas estimativas de
aeb.

Vale ressaltar que, mesmo com as estimativas dos parametros a e b bem diferentes
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—e— Curva com os parametros Verdadeiros
—e— Curva com os valores iniciais
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Figura 8.2: Histograma dos dados e a curva estimada com os valores iniciais (curva
pontilhada)

Tabela 8.2: Estimativas marginais a posteriori da BBurrXII
[ Valor Real Média Desvio Padrao  2.5%  50%  97.5% Taxa de Accitacio(%)

a 16 5.072 1.872 2.819 4.625 9.804 82.169
b 8 5.074 1.870 2.814 4.616  9.797 82.272
k ) 8.975 3.188 4.268 8437 15.531 70.802
¢ 6 10.561 1.656 7.429 10.577 13.364 56.318

dos verdadeiros, a curva ajustada para essas estimativas nao é ruim, conforme Figura
8.3, pois quase esta sobreposta a curva obtida com os verdadeiros valores.

A Figura 8.4 apresenta o traco, a densidade estimada e a autocorrelagao obtida no
algoritmo de MCMC. Verifica-se que no grafico do trago das estimativas marginais nao
observa-se uma estabilizacao da cadeia construida. Ainda que se aumente o ntimero
de simulagoes MCMC, a estabilizacao do traco nao ocorre.

Notoriamente, constata-se problemas de autocorrelacao em todas as estimativas.
Algumas densidades empiricas das estimativas marginais apresentam varias modas,
indicando problemas de convergéncia nas cadeias MCMC.

No intuito de resolver o problema das estimativas “geminadas” de a e b, na préxima

implementacao utilizaremos uma nova parametrizacao para a distribuicao beta.
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—e— Curva com os parametros Verdadeiros
—e— Curva com os parametros Estimados
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Figura 8.3: Histograma dos dados e a curva estimada com os parametros verdadeiros
e estimados
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Figura 8.4: Trago, Densidade, Autocorrelacao e Boxplot’s das amostras MCMC para
os parametros a, b, k e ¢ da distribuicao BBXII
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Apeéendice D

Célculos dos valores esperados no Apéndice A

5 (v () - v () >
x (1—G(2)" " g(x)dx (8.54)

fazendo u = G(x) e du = g(z)dx

1 58)) [ ()0

= ﬁ[/o log(u)u® (1 — u)*'du —

- /0 log(1 — w)u~" (1 — u)"du] (8.55)

fazendo —log(u) = z, u = e * logo du = —e* e —log(l —u) =z, u =1—e€e* e

du = e *dz, entao

111



_ . - —(a—1)z 1 — e ? b—1 —z(
B(a,b)( /0 ze (1—e*)""e?dz+

—i—/ 2(1 — e7?)e tem 072072 y)

1 b1 atj)z
= Bla b)(_ ]Zo( 1)'C5 /0 z dz +
e / g
_ ! _i( ot +Z o1 (8.56)
Bah | 2 @ R

O Segundo momento é dado por:

)) ) (1= G(2)"g(x)de (8.57)

=Maw/ﬁ%@ummmﬂa—mwwwwm+
+ [ o1 = G Gla)* ! (1= G gla)de) -
~2 [ QoG] 1~ og(0)] Ga)* (1 = Gl))*gfe)do(5.59)

i—1

Da parcela da integral dada em (8.58) serd feito a substituigao z = —log(G(x)),
dz = (—1/G(x))g(z)dx, G(x) = €* e g(x)dr = —e*dz, da parcela de 8.58 serd feito
a seguinte substituigdo —log(1 — G(z)) = 2z, G(z) =1 — e * e g(x)dx = e *dz e da
parcela (8.58) serd feito G(x) = u e g(z)dz = du, logo
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—_

_ (/ z267(a71)z(1 . efz)bflefzdz .
(CL, b) 0

22<1 . efz)aflef(bfl)zefz .

(1og () [log (1 — u)] u~(1 — w)*~du)

|
S—— W

1 > . o0 .
_ -1 ]Cl?—l/ 2,—(ati)z g
Blab) [Z( ) ] i 2%e z 4+

J=0
o]

+ ) (-1yce! / 2rem Otz 4
0

J=0

00 1 1 ih
+ 22% /0 log (w)uH =1 du) (8.59)
k=1

Assumindo que Z e W possuem distribuigdes exponenciais com parametros (a+j) e

(b-+j), respectivamente, entao

/000 2e” D2y = Var(Z) + (E(2)* = @ fj)Q’
/000 2oty = Var(W)+ (E(W))? = ﬁ,
logo
G@) N\ _ 1 S gy 2 1yl 2
E <<log<1—G($))) > = B(a,b)[;( 1) C; CEIE -I—JZ:;( 1) C5 b+)3
_2i - (_kl)j C]b_l /oo ze_(a+j+k)zdz],
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