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Resumo

Modelos de Regressao Linear Classica sao comumente utilizados para descrever a
relacao existente entre uma variavel resposta e um conjunto de variaveis explicativas.
Entretanto, esse modelo assume que a variavel resposta segue distribuicao normal
com varidncia constante e que as relagoes se dao de forma igualitiria no espaco.
Dessa forma, esse modelo nao é o mais adequado para ajustar dados provenientes
de taxas ou proporcoes que possuam variacoes pelo espaco.

Para lidar com as taxas e proporgoes, o modelo de Regressao Beta tem se mos-
trado como uma boa alternativa, j4 que acomoda naturalmente varidveis restritas a
algum intervalo da reta real e que possuem heterocedasticidade, caracteristica co-
mum em dados de taxas e proporcoes. I para atender a heterogeneidade espacial,
o modelo de Regressao Geograficamente Ponderada, por meio de uma extensao do
modelo de regressao linear, permite que haja variacoes locais nos parametros e com
isso proporciona melhor conhecimento do fenémeno espacial em estudo.

Neste trabalho propomos o modelo de Regressao Beta Geograficamente Ponde-
rada, de modo que, ao unir as caracteristicas dos dois modelos supracitados, possa
fornecer melhor ajuste no estudo de dados restritos a algum intervalo da reta real
e que possuem heterogeneidade espacial. Esse modelo foi aplicado a proporcao de
domicilios que possuem telefone fixo no estado do Espirito Santo e apresentou re-
sultados mais apropriados que os resultados dos modelos globais e do modelo de

Regressao Geograficamente Ponderada.

Palavras-chave: taxas; proporcoes; heterogeneidade espacial; distribuicao beta;

andlise espacial; regresao beta; regressao geograficamente ponderada.



Abstract

Linear Regression Models are often used to describe the relationship between a
dependent variable and a set of independent variables. However, these models are
based on the assumption that the response variable is normally distributed with
constant variance and the relations are equal through space. Thus, these models
may not be the most appropriate to adjust spatially varying rates and proportions.

Beta Regression model deals with rates and proportions and has shown to be
a good approach to model these kind of data, since it naturally adapts to varia-
bles constrained to a interval of the real line and exhibit heteroskedasticit, common
characteristic in these type of data. And to deal with spatial nonstationarity, Geo-
graphically Weighted Regression allows variability in the parameters by an extension
of the linear regression model, providing a better understanding of the spatial phe-
nomena.

Therefore, we propose Geographically Weighted Beta Regression model which
puts together the features of the above models such that a better fit is provided
in the study of spatial varying continuous variables that are restricted to a interval
of the real line. We applied this model to the proportion of households that own
telephones in the state of Espirito Santo, Brazil. The results were more appropriate

than the global models and Geographically Weighted Regression model.

Keywords: rates; proportions; spatial nonstationarity; beta distribution; spa-

tial analysis; beta regression; geographically weighted regression.



Introducao

Modelos de regressao linear (Neter et al.l [1996) sdo a forma mais comum para
descrever a relacao existente entre uma variavel resposta ou dependente e um con-

junto de variaveis explicativas ou independentes. Esses modelos geralmente possuem

a forma:
k
yi = Po+ g BiTij + € (1)
j=1
em que y; € a i-ésima observacao da variével resposta, i = 1,...,n, x;; ¢ o valor da
J-ésima variavel explicativa para a i-ésima observacao, j = 1,...,k, e g; € o erro rela-

cionado & i-ésima observacao. Supoe-se nesse modelo que os erros sao independentes
e normalmente distribuidos, com média 0 e variancia o2 (g; ~ N(0,0?)).

Os coeficientes 3 sao chamados de parametros do modelo e representam a taxa de
mudanca que uma alteragao na variavel explicativa acarreta na média condicional da
variavel resposta. Cada §; é determinado por meio de uma amostrade i =1,...,n
observagoes, geralmente utilizando a técnica de Minimos Quadrados Ordinérios -
MQO (ou do inglés, Ordinary Least Squares - OLS), cujas estimativas que minimizam

a soma dos erros ao quadrado sao obtidas matricialmente da seguinte forma:
B = (X"X)"'X"y, (2)

em que X é uma matriz n x (k + 1) com o valor das variaveis explicativas para
cada observacao e o intercepto, y ¢ um vetor de tamanho n com o valor da variavel
resposta para cada observacao e ,B ¢ um vetor de tamanho k£ + 1 que contém as
estimativas para os parametros.

Para casos em que a variavel resposta esta restrita a um intervalo da reta real,



como por exemplo para taxas e propor¢oes, restritas ao intervalo (0, 1), esse modelo
nao é o mais adequado, pois pode levar a valores ajustados que ultrapassam esses
limites. Uma alternativa seria realizar uma transformacao dos dados para a reta real
e modelar a média da variavel transformada, como sugestao de |Dyke e Patterson
(1952). Contudo, surgem alguns inconvenientes, a depender dos objetivos do pesqui-
sador: a interpretacao dos parametros nao ocorre de forma direta e, pela natureza
dos dados de taxas e proporgoes, espera-se que exista uma certa assimetria (Fleiss
et al.,|2013) e heterocedasticidade (Cribari-Neto e Zeileis| 2010)), o que poderia violar
as suposicoes de normalidade e de variancia constante dos erros e levar a inferéncias
erroneas.

Tendo em vista essa dificuldade, foi proposto por [Ferrari e Cribari-Neto (2004)
um modelo de regressao beta com inspiracao na abordagem de Modelos Lineares
Generalizados (Nelder e Wedderburn, [1972)), em que a variavel resposta segue uma
distribuicao beta e acomoda naturalmente os dados restritos a um intervalo qual-
quer. Uma vantagem em relacao a alternativa proposta acima é a interpretacao
direta dos parametros. Por exemplo, quando se utiliza a fungao de ligacao logito, é
possivel calcular as razoes de chances. Também, como a distribuicao beta é conhe-
cida pela sua versatilidade (Gupta e Nadarajah, 2004), a depender da escolha dos
parametros, ela pode assumir varias formas e assim, pode ser utilizada para modelar
inimeras relagoes. Inclusive, de acordo com Meaney e Moineddin (2014)), quando
a distribuigao ¢ simétrica e unimodal, semelhante a distribuicao normal, o modelo
de regressao linear classico pode ter performance igual ou melhor que a regressao
beta, visto que nao ha grande fuga as suposicoes do modelo, embora possa ainda
apresentar valores preditos ligeiramente fora do intervalo.

Esse modelo, entretanto, assume que os parametros sao constantes no espaco,
o que pode nao ser verdade em alguns casos, como, por exemplo, o preco de um
mesmo produto pode ser influenciado por uma variavel positivamente em determi-
nado lugar e negativamente em outro, ao contrario de um experimento fisico, que
sempre trard o mesmo resultado independentemente do lugar onde o experimento for
realizado, desde que respeitados os mesmos requisitos (Fotheringham et al.l 2002).

Essa caracteristica dos dados espaciais é chamada de nao estacionariedade, que pode
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ser ocasionada pela simples aleatoriedade das amostras ou por alguma outra razao
intrinseca dos dados.

Para lidar com essa problematica da nao estacionariedade com dados espaciais,
Fotheringham et al.| (1996), Brunsdon et al| (1996) e Brunsdon et al.| (1998) su-
geriram a técnica de Regressao Geograficamente Ponderada - RGP (ou do inglés,
Geographically Weighted Regression - GWR), que, segundo os autores, nada mais
é do que uma extensao do modelo de regressao linear tradicional, que permite que
haja variacoes locais nos parametros e apresenta uma medida dessa variacao. Por
essa razao, o modelo de RGP é classificado como um modelo local, e 0 modelo (1)
como global, pois, dentre outros aspectos, fornece apenas estimativas gerais dos da-
dos. A Tabela|l] adaptada de Fotheringham et al. (2002), resume as caracteristicas

que diferem esses dois tipos de modelo, em se tratando de dados espaciais.

Tabela 1: Caracteristicas dos modelos globais e locais

Modelos Globais

Modelos Locais

- Resumem os dados para toda a regiao
em estudo

- Geram uma tnica estatistica

- Estatisticas nao podem ser mapeadas
ou analisadas por Sistema Geografico
de Informacao

- Enfase na similaridade no espaco

- Procuram por regularidades ou pa-
droes

- Desagregam localmente as estatisticas
globais

- Geram uma estatistica para cada local
- Estatisticas podem e devem ser ma-
peadas ou analisadas por Sistema Geo-
grafico de Informagao

- Enfase nas diferencas no espaco

- Procuram por excecoes ou regioes em
destaque

Fonte: adaptado de [Fotheringham et al.| (2002)

A Figura [I] ilustra um caso nao raro em que a utilizacdo de um modelo global,
quando na verdade as relacoes sao locais, podem levar a um resultado bastante
equivocado conhecido como Paradoxo de Simpson (Simpson, [1951; |Appleton et al.,
1996), em que, ao se desconsiderar a localidade dos dados, o resultado é contrario
a0 que se teria se a localidade fosse considerada.

Observe que, em um exemplo bastante simplificado, foi possivel mostrar que a
utilizacao de modelos locais em dados espaciais pode trazer resultados que retra-

tem melhor a realidade. Dessa forma, o proposito deste trabalho é apresentar uma
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(a) Dados agregados — modelo global

250
|

-

50
|

(b) Dados desagregados — modelo local

150
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. "
$ o
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50
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Figura 1: Exemplo do Paradoxo de Simpson

Fonte: adaptado de [Fotheringham et al.| (2002)

técnica que permita modelar dados de taxas ou proporcoes e que apresentem nao
estacionariedade espacial, por meio da juncao das duas técnicas supracitadas.

Assim, & luz dos trabalhos de |Atkinson et al. (2003), Nakaya et al. (2005) e
Silva e Rodrigues| (2014), que introduziram o modelo de RGP com as distribuigoes
Binomial (logistica), Poisson e Binomial Negativa, respectivamente, o objetivo deste
trabalho é propor a Regressao Beta Geograficamente Ponderada (RBGP), ja que, até
o momento, essas adaptacoes ao modelo RGP beneficiam apenas variaveis respostas
discretas, ou seja, nao sao adequadas para o caso em que a variavel resposta esta
restrita a um intervalo continuo, como é o caso das taxas e proporcoes.

Com isso, pretende-se proporcionar um melhor ajuste a trabalhos como o de
Comber et al| (2012) e Lawson et al.| (2015), que analisam taxas pelo modelo de
Regressao Geograficamente Ponderada classico, ou seja, assumindo que a variavel
resposta continua e restrita ao intervalo (0, 1) segue uma distribui¢do normal, que,

como elucidado acima, nem sempre ¢ uma suposi¢ao verdadeira.
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Com esse objetivo, nos Capitulos 1 e 2 serao especificados o modelo de Regressao
Beta e 0 modelo RGP tradicionais, bem como suas respectivas peculiaridades. O
modelo de Regressao Beta Geograficamente Ponderada serd exposto no Capitulo 3.
O Capitulo 4 traz uma aplicacao com dados sobre a proporcao de domicilios que
possuem telefone fixo no estado do Espirito Santo. Por fim, no Capitulo 5 serao
apresentadas as consideracoes finais e os possiveis estudos futuros. Nos Apéndices

podem ser encontradas partes dos algoritmos que foram utilizados nas anélises.
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Capitulo 1

Regressao Beta

1.1 Introducao

Vem de longa data a procura por métodos para modelar apropriadamente dados
provenientes de taxas ou propor¢oes. Como ja salientavam Dyke e Patterson (1952)),
o modelo de regressao linear nao é o mais adequado para esses dados, pois podem
levar a valores ajustados fora do intervalo (0,1). Entdo, a proposta dos autores
era utilizar esse modelo, mas com uma transformacao da variavel resposta. Porém,
dessa forma a interpretagao dos parametros nao seria direta e, além disso, quando
o nimero de observagoes nao é grande o suficiente ou quando a proporcao p esta
muito proxima de 0 ou 1, a distribuicao dos dados de taxas e proporcoes podem
apresentar uma certa assimetria, e assim a suposicao de normalidade do modelo de
regressao linear tradicional (Equagao (1)) ndo seria satisfeita. Também, esses tipos
de dados estao sujeitos a maior variacao em volta do valor médio e menor variacao
nas extremidades do intervalo, caracterizando a heterocedasticidade, o que também
violaria a suposicao de que os erros do modelo possuem a mesma variancia.

Mais tarde, como citam Kieschnick e McCullough! (2003)), outros artificios sugeri-
dos foram, por exemplo, manter a distribuicao normal para a variavel resposta, mas
com uma estrutura de regressao nao linear (Cox, 1996), ou entdo, em uma analogia
ao modelo de regressao Tobit (Tobin, 1958) para modelar dados continuos nao nega-
tivos, Barclay et al|(1997) utilizaram o modelo de regressao classica, mas censurada

aos casos em que o preditor linear esta dentro do intervalo (0, 1). |Jorgensen| (1997)
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sugere ainda um modelo de dispersao que tem por base a utilizagao da distribuicao
simplex.

A ideia de utilizar um modelo de regressao fundamentado na distribuicao beta
possui sustentaculo em diversos trabalhos aplicados, como por exemplo, [Falls (1974)
e Sulaiman et al.| (1999)), os quais apontam que essa distribui¢do se ajusta bem a
dados de proporgoes, e tem seus primordios nos trabalhos de Brehm e Gates| (1993)
e McDonald e Xu| (1995)). O primeiro assume que a variavel segue uma distribui¢ao
beta cujos parametros sao funcoes das varidveis explicativas, ja o segundo emprega
uma distribuicao beta generalizada que depende de cinco parametros.

Mais tarde, Ferrari e Cribari-Neto| (2004) propuseram o modelo de regressao beta
adotado neste trabalho, o qual tem por objetivo modelar varidveis continuas, po-
rém restritas ao intervalo (0, 1), como seria o caso de taxas, propor¢oes ou indices,
em fungao de um conjunto de varidveis explicativas por meio de uma estrutura de
regressao. O modelo proposto pelos autores em tela tem por base uma reparametri-
zacao da distribuicao beta, que depende de apenas dois parametros e, principalmente
devido a sua versatilidade, utilidade e implementacoes computacionais disponiveis
(Cribari-Neto e Zeileis, 2010; Swearingen et al., 2011), vem sendo aplicado em di-
versas areas do conhecimento, como na medicina (Peplonska et al, 2012), economia
(Castellani et al., 2012), gestao publica (Pereira et al., 2014), engenharia florestal
(Eskelson et al.l 2011), dentre outras, nas quais tem provado ser uma boa alternativa
na modelagem desses dados.

Nas proximas secoes, o modelo serd abordado, bem como os métodos de esti-
macao e de inferéncia e diagnoéstico a ele relacionados. A tultima se¢ao apresenta
ainda um estudo com dados simulados, para melhor compreensao do desempenho

do modelo.

1.2 O Modelo de Regressao Beta

A fim de contornar os impasses citados anteriormente para descrever relagoes
que envolvem variaveis restritas a um intervalo da reta real, Ferrari e Cribari-Neto

(2004) partiram do modelo tradicional , mas considerando que a variavel resposta
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segue uma distribuicao beta, tendo por base os Modelos Lineares Generalizados -
MLG (Nelder e Wedderburn), |1972; McCullagh et al., [1989)). A distribuicdo beta foi
escolhida pela sua versatilidade, ja que pode assumir diversas formas a depender dos
valores dos parametros, e pela propria definicao da funcao beta, que naturalmente

j& esta restrita ao intervalo em questao:

B(a,b) = jglt“—l(l — )b at. (1.1)

A densidade da distribuicao beta é dada por

I'(a+0b)

fly) = T(a)T(b) y 1=yt (1.2)

emque 0 <y<1,a>0,b>0eTI(.)¢éafuncdo gamma.

Vale citar que na abordagem dos modelos lineares generalizados, formulados para
as distribuigoes da familia exponencial, existe uma estrutura que relaciona a média
da distribuicao aos preditores lineares. Embora a distribuicao beta nao pertenca
de fato a familia exponencial de distribui¢oes, uma abordagem semelhante foi uti-
lizada. Assim, para se obter uma estrutura de regressao para a média da variavel
resposta, seguindo a abordagem de MLG do modelo de Ferrari e Cribari-Neto| (2004]),
¢ necessario que haja uma reparametrizagao dessa densidade apresentada em (1.2)).
Porém, cumpre citar que [Vasconcellos e Cribari-Neto| (2005) sugeriram um modelo
alternativo que utiliza a propria distribuicao, sem reparametrizar.

Para a parametrizacao , sabe-se que a média e a variancia da distribuicao

beta sao dadas, respectivamente, por:

E(y) = (1.3)

ab
a+b32a+b+1)

var(y) = ( (1.4)

Fazendo = E(y) e ¢ = a+ b, tem-se que a = pu¢ e b = (1 — pu)¢. Segue entao,
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a partir das Equagoes (1.3) e (1.4)), que

E(y) =p (1.5)
var(y) = %, (1.6)

em que V(p) = u(l — p). Tem-se entdo a reparametrizacao da distribuicao beta em
fungdo da média p e do parametro de precisdo ¢ (no sentido de que, para u fixo, a

variancia de y decresce quando ¢ cresce):

_ I'(¢) o101 _ o \(A—p)o—1
TV = om0 0

emque 0<pu<leg>0.

Com essa nova parametrizacao, foram construidos os painéis na Figura [L.1] os
quais mostram quao flexivel pode ser a distribuicao beta pela combinagao dos valores
(i, @), podendo ser simétrica (u = 1/2) ou assimétrica (u # 1/2), assumir “forma
de J”, “J invertido” e até “forma de U”. E possivel observar ainda que para p fixo, a
dispersao da distribuicdo diminui se ¢ aumenta, e vice versa. Adicionalmente, para
p=1/2e ¢ =2, tem-se o caso da distribui¢ado uniforme.

Para a definicdo do modelo, sejam entao yi, s, ..., ¥y, variaveis aleatorias inde-
pendentes que seguem a distribui¢do beta dada pela parametrizagdo em (1.7, com
média y; e precisao ¢, para t = 1,2,...,n. O modelo de regressao beta de |Fer-
rari e Cribari-Neto| (2004) é entao obtido ao se assumir que a média de y; pode ser

representada por

k
9(pu) = thzﬂi =, (1.8)
i=1
ou seja, (; = g~ (1), em que Ty, . .., Ty sao os valores para as k variaveis explica-

tivas com seus respectivos parametros [, (k < n), lembrando que para o intercepto
xy = 1Vt, e g(.) é uma fungao estritamente mondtona e diferenciavel até a segunda
ordem que associa o intervalo (0,1) na reta real, é a chamada fun¢ao de ligagao.

Como os valores extremos do intervalo nao sao suportados pelo modelo, frequente-

17



(a) Formas (b) Simetria

© o ]
N
(0,05;5) (0,95;5)
o
8 © A 8 o
@ ©
P € w |
uQ ' —
RS o
> >
2 a2 <
= =04
= =
L L
o o~ 0
(0,4;0,4) o
o
o - S
(¢) u=0,5 (d) u=0,25
o _] o ]
— =
g @ 7 g % 7
s it}
) ©
m [}
Q © - =100 o © - =100
o] ug
o o2
=1 =
2 < 4 2 < 4
= =
R @
o ~ 4 =15 o ~ - ¢=15
@5 @5
o - o -

Figura 1.1: Distribuicao beta para diferentes (u, @)

mente se faz a transformacao (y;(n — 1) +0,5)/n na variavel resposta para eliminar
problemas na estimacao, entretanto, caso haja muitas ocorréncias desses valores, o
mais indicado seria a aplica¢ao do modelo inflado (Cook et al.l 2008).

Observe que, a partir de (L.6), pode-se verificar que a varidncia dos y; esta
definida em funcao das médias i, logo, também depende do valor das variaveis ex-
plicativas pela rela¢do (1.8). Dessa forma, o modelo acomoda naturalmente variaveis
respostas com variancias nao-constantes, resolvendo o problema da heterocedastici-

dade existente no modelo de regressao tradicional:

(=) g ' (xB)1 — g7 (x1,8)]
1+¢ 1+ ¢

var(y:) = (1.9)

em que X; corresponde a t-ésima linha da matriz X de varidveis explicativas e 3 é o

vetor de parametros do modelo.

18



Também vale citar que o modelo proposto pode ser utilizado para dados que sao
restritos a qualquer outro intervalo (¢, d) para ¢ e d conhecidos, bastando para isso
modelar (y; — ¢)/(d — ¢) no lugar de y;, com ¢ < d.

Sobre as funcgoes de ligacao, é importante destacar que existem varias opcoes de

escolha. As mais comuns sio:

e logito: g(u) = log (ﬁ—;t),

e probito: g(u;) = @7 !(1), em que ®(.) ¢ a fungao de distribuigdo acumulada

normal padrao;

e log-log: g(ps) = —log(—log(u));
e complemento log-log: log(—log(1 — s)).

Dentre essas funcgoes de ligagao, no contexto da regressao beta, a logito é bastante
util, pois permite que sejam calculadas as razoes de chances (exp(f;)), que represen-
tam em quanto a mudanca em determinada variavel modifica a chance, mantendo as
demais variaveis constantes. Mas independentemente da fun¢ao de ligacao escolhida,

o método de estimacgao é o mesmo, que segue na proxima Sec¢ao.

1.3 Estimacao dos parametros

Para estimar os parametros do modelo de regressao beta via maxima verossimi-
lhanca, utiliza-se a funcao de log-verossimilhanca, que tem por base uma amostra

de n observacoes independentes, como segue:

t=1
em que 3 = (B, Ba,...,B) € o vetor de tamanho k com os parametros do modelo

e, pela definicao,

(e, @) = log I'(¢)—log I'(1:¢) —log I'((1—pus ) )+ (p1:p—1) log ye+((1—p1¢ ) 9—1) log(1—yy)
(1.11)
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desde que as médias i, satisfacam a relagao (1.8).
A fungao escore UL (8B, ¢) = (Us(B, ¢), Us(B,®)) é obtida pela diferenciagio da
funcdo de log-verossimilhanga com respeito aos 5; (Us(3,¢)) e a ¢ (Up(B,¢)). As

diferenciacoes sao iguais a

Us(B,¢) = ¢X'T(y" — ") (1.12)

Us(B:0) = > Aply; — 1) +1og(1 = ye) — (1 = ju)o) + ¥(9)}, (1.13)

em que X é uma matriz n X k que contém os valores das variaveis explicativas para
cada uma das observacoes, y* e p* sao os vetores de tamanho n com elementos
iguais, respectivamente, a

yi = log(y/(1 — i) (1.14)

pi = V() — (1 — 1) @), (1.15)

sendo 9(.) a funcao digamma, e

T = diag(1/g' (1), - - 1/9'(ptn)), (1.16)

sendo ¢'(y) a derivada de primeira ordem da funcao de ligacao escolhida.
Para obter a matriz de informacao de Fisher K, é preciso diferenciar a funcao
escore com respeito aos parametros, obtendo
Kgs K
K= "7 7 (1.17)
Kos Koy
com Kgg = ¢XTZX, Kpy = Kj3 = X"Tc e K4y = tr(D), em que Z e D sio

matrizes diagonais de tamanho n com elementos:

1

PITAE (1.18)

2 = o{Y (o) + ¥ (1 — ) @)}
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dy = ' (ud) i + ' (1= p)d) (1 = pu)* = 4 (9), (1.19)

sendo que ¢/(.) é a func¢ao trigamma e ¢ é um vetor de tamanho n cujos elementos

sao ¢; = ¢{Y' () pe — /(1 — pe)9)(1 — pue) }-

Os estimadores de méxima verossimilhanca para 3 e ¢ sao obtidos ao se igua-
lar as Equacoes e a zero. Observe que, ao contrario do que acontece
nos Modelos Lineares Generalizados, 3 e ¢ nao sao ortogonais. Como nao possuem
forma fechada, os estimadores B e é podem ser encontrados ao se maximizar nume-
ricamente a funcao de log-verossimilhanca a partir de algum algoritmo nao-linear de
otimizacao, como Newton ou Quasi-Newton, por exemplo. Em geral, esses algorit-
mos envolvem a especificacao de um valor de partida ou valor inicial para o processo
iterativo, para os quais [Ferrari e Cribari-Neto| (2004)) sugerem que sejam utilizados
os valores da regressao linear tradicional dos valores transformados 3; = g(y;)

em X para os 3, ou seja, (XTX) !XTy, e para ¢, o valor
1 (1 — fir)
SN TRy (1.20)

em que ji; ¢ obtido ao se aplicar g~1(.) aos valores ajustados pela regressao linear
tradicional de ¢; em X, isto &, fi; = ¢~ (x:(XTX)"1X”y), sendo x; a t-ésima linha
da matriz X, e

(1.21)

Oy = 7 7~ o>
! (n —k 9’(/:%)2

sendo & o vetor de residuos da regressdo linear, ou seja, € =y — X(XTX) X'y,
Assim, para um ntmero de observacoes grande e sob as devidas condicoes de
regularidade para os estimadores de maxima verossimilhanca, tem-se que, assintoti-

camente,

~

ﬁ ~ NkJrl 16 ) Kil )
¢

~

¢

em que K~! pode ser obtido utilizando inversio de matrizes particionadas, como
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segue:

. KBB8 KB
K = (1.22)
K98 oo

com
X Tec' TTX(XTZX) !

Y ’

1
KPP = 5(XTZX)*1 I +

K = (kP)T = —%(XTZX)leTc
g

e K% = ~71 considerando que v = tr(D) — ¢ ' TIX(XTZX) ' XTTc e I é a
matriz identidade de tamanho k. A fim de facilitar a implementacao em qualquer
plataforma computacional, construiu-se a Tabela que apresenta o algoritmo de
estimacao para a regressao beta utilizando a funcao de ligacao logito. Lembrando
que, para outras fungbes de ligagao, deve-se alterar os valores ¢, i e ¢'(.) de acordo
com a funcao escolhida. O algoritmo completo encontra-se no Apéndice A, incluindo
inferéncia e algumas medidas de diagnoéstico.

Vale lembrar que, de acordo com o trabalho de |Ospina et al.| (2006)), esses estima-
dores de méaxima verossimilhanca estao sujeitos a viés quando a amostra é pequena.
Nesse sentido, os autores apresentam corregoes para os estimadores, porém, ponde-
ram que a magnitude do viés a que esses estimadores de maxima verossimilhanca
estao sujeitos é desprezivel quando o tamanho da amostra é grande. Ainda sobre
pequenas amostras, |[Bayer e Cribari-Neto| (2013) abordam o problema da inferéncia
nesses casos.

Na proxima secao, serao discutidos métodos de inferéncia e medidas de diag-
no6stico para o modelo de regressao beta, considerando os estimadores de maxima
verossimilhanca expostos nesta secao, cujas demonstracoes podem ser encontradas

no apéndice do trabalho de |[Ferrari e Cribari-Neto| (2004).
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Tabela 1.1: Algoritmo de estimagao da Regressdao Beta com funcao de ligagao logito

n = nuamero de linhas de y

ytransformado = y = g(y) = 1Og(y/(1 - Y))

IBinicial = (XTX)iley

€= 5’ - Xﬁz’m’cial

p’ = gil(X/Binicial) = e'rp(Xﬁim'cial)/(l + ezp(XIBinicial))
g' (1) = (1/p) + (1/(1 — @)

2 = &fe

(n—k)g'(n)#g’ (ix)

¢’iniciul =0

Para i =1 até n faca{

(bim,'cial = (bim'cial + p’[ }(1 - p’[ ])/(na [ D

}
IB = IB inicial
¢ = ¢inicial -1

Funcao de Maxima Verossimilhanca:
max_like(3, ¢)={
logverl = lgamma(op)
logver2 = lgamma((1 — @)o)
logver3 = (pp — 1)#log(y)
loguerd = (1 — )6 — 1)#log(1 — y)
logver =0

Para i = 1 até n faga {
max_like = logver + lgamma(¢) — loguerl[i] — logver2[i] + logver3[i] + logverd]i]
1

}
it=0
dif—1
Enquanto (\d1f| > 1078 e it < maxit) faga {
Y(XB) = exp(XB)/(1 + exp(X3))
(u) (1/p) + (1/(1 — )
*=log(y/(1-y))
p= (o) —P'((1—p)e)
T = diag(1/g' (1))
= o (ud)#p — " (1 — p)o)#(1 — p))
Z = diag((o¥" (o) + o0 (1 — pw)¢))/ (9" (1)#9 (1))
D= dmg(t/}”( "()o)#g () #g (1) + 0" (1 — g'(m)o)#(1 — ¢ () #(1 — ¢’ (1)) — ¥"(¢))

kys = 6X!ZX
k[gd) XTTC

k¢¢ = t’f’(D)

km = (k55\|k5¢)//(k5¢\ Ikoo)
k' =km™!

Us(B,¢) = o(XTT(y* — p"))
Us(B,¢) =0

Para i = 1 até n faga {
Us(B,0) = Us(B, ¢) + pulil(y*[i] — p[i]) +log(1 — yli]) — ¢'((1 — plil)9) + ¢/ (9)

}
U = Us(B,0)||Us(8B. ¢)
param = B¢
param™ = param +k~'U
dif = maz_like(param) — max_like(param™*!)

B=p

¢ = gt

=t +1
}

lgamma(.) = log(T'(.))
#: multiplicacao elemento por elemento
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1.4 Diagnostico e inferéncia

Apo6s a estimacao do modelo, boas praticas em andlise de regressao incluem
a verificacao da qualidade do ajuste e a andlise dos residuos como um requisito
para a validade das inferéncias realizadas a partir dele. Com esse foco, [Ferrari e
Cribari-Neto| (2004) sugerem a utilizagdo de uma medida semelhante ao coeficiente
de determinacao, chamada de pseudo R? (Rf;), que ¢é calculada como a raiz quadrada
da correlagdo amostral entre 7 e g(y) e esta definida no intervalo 0 < Rf, < 1. Quanto
mais proximo de 1, maior é a variacao dos dados explicada pelo modelo.

Também para a qualidade do ajuste, os autores utilizam o conceito de De-
viance (D(y;p,¢)), definida como duas vezes a diferenca entre a maxima log-
verossimilhanca que pode ser atingida pelo modelo saturado e a log-verossimilhanca
do modelo sob anélise, ou seja, D(y; p, ¢) = > 1 2(le(fir, ¢) — L(pt, ¢)), em que fiy
¢ o valor tal que 94;/0u; = 0, isto é, ¢(y; — ui) = 0, com y; dado por e [y por
(L.15). Se ¢ ¢ grande o suficiente, os autores provaram que pf & log(p/(1 — 1)) e
entao [y ~ Y.

Se ¢ é conhecido, entdo a deviance é D(y; f, ¢), sendo @ o estimador de maxima
verossimilhanca de p obtido pelo modelo em analise. Ja se o valor de ¢ nao é

conhecido, pode ser utilizada a aproximacao D(y; [, gﬁ) =31 (rh)?, em que

r = sgn(ye — i) [12(6 (s, 6) — €(fu, 9NV (1.23)

é chamado de “deviance residual”, que é uma medida que também pode ser utilizada
para identificar observacoes discrepantes, tendo em vista que a t-ésima observacao
contribui em (7¢)? na deviance do modelo.

Para a analise de residuos, |Cribari-Neto e Zeileis (2010) nao aconselham a uti-
lizacao dos residuos puros, devido a heterocedasticidade inerente ao modelo (1.9).
Nesse sentido, o trabalho de |[Ferrari e Cribari-Neto| (2004) traz também os residuos
padronizados do modelo:

o Pt P (1.24)

Y Ve

com ji; = g~ (x:8) e var(y) = (u(1—fir))/(1+¢). O ideal para um bom modelo é
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que o grafico desses residuos pelo indice t nao mostre tendéncias ou padroes. Tam-
bém pode ser utilizado o gréafico dos residuos pelo preditor estimado 7; para verificar
se a funcao de ligacao foi bem especificada, caso em que nao havera padroes. Como
a distribuicao dos residuos nao é conhecida, os autores sugerem ainda a utilizacao de
half normal plots com envelope simulado. Espinheira et al.| (2008b)) propdem ainda
mais dois residuos para o modelo de regressao beta.

Para a identificacao de observacoes influentes na estimacao dos parametros, [Fer-
rari e Cribari-Neto| (2004) sugerem a aproximacao para a distancia de Cook, dada

por
2
httrt

Cooky — — "t
O T kA = ha)?

(1.25)

que é uma combinagao dos residuos padronizados e da matriz de influéncia (ou

“matriz hat’), tal que y = Hy, isto é:
H = Z'/?X(XTZX)"'XTZ7!/? (1.26)

em que Z é a matriz diagonal com elementos dados por (|1.18]).
Os autores sugerem ainda a utilizagdo da medida de influéncia generalizada (ge-

neralized leverage), definida para cada observacao pela diagonal da matriz

GL(B,¢) = TX(XTZX) ' X "TM+

%TX(XTQX)1XTTf(fTTX(XTQX)1XTTM —b?), (1.27)

em que Q = diag(qy,...,q,) com

9" () 1
9" () | 19/ (pe) ]

G = | () + ' (1 — pe) ) + (i — 1)

M = diag(my,...,m,) com my = 1/y,(1 —y;), £ & o vetor com elementos f;, =
¢ — (yf — pf) e b é o vetor com elementos by = —(y; — 1)/ (y:(1 — y¢)). Espinheira
et al. (2008a) sugerem ainda outras medidas de influéncia.

Se a andlise dos residuos e da qualidade do ajuste for satisfatoria, entao os

resultados da inferéncia para grandes amostras sao confidveis. Nesse sentido, o
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trabalho de |Ferrari e Cribari-Neto| (2004) traz algumas op¢oes para a construgao de
intervalos de confianga e trés testes sobre os parametros, com hipotese Hy : 3, = 650)
contra Hy : B, # ﬁgo), em que By = (B1,...,0m) € 550) = (ﬁ{o), e ﬁ,?))’ sao dados,
para m < k.

O primeiro teste é o da razao de verossimilhancas, com estatistica w; = Q[E(B, ngS)—
K(B, qg)], em que £(B, ¢) é a maxima log-verossimilhanca restrita aos valores da hipo-
tese nula. Sob Hy, w 2, X2, ou seja, a estatistica do teste segue assintoticamente
uma distribuicao qui-quadrado com m graus de liberdade.

O segundo teste ¢ o de escore, com estatistica wy = ﬁlTBKfl’Bleg, em que ij =
dXTT(y*—p*) é o vetor que contém os m primeiros elementos da fungio escore para
(B, com a mesma particao de 3, para X = [X;Xy] e Kflﬁ ¢ a matriz formada pelas
m primeiras linhas e m primeiras colunas da matriz K—! . O til indica que os
valores sao avaliados sob a hipdtese nula. Considerando Hy, tem-se que wy L 2.

Por fim, o trabalho traz a estatistica para o teste Wald sob a mesma hipotese H,
ws = (B, — BOTK)-1(3, — BY), em que K ¢ o valor para K/ irrestrito e 3,
é a estimativa de maxima verossimilhanca de 3;. Tem-se que sob Hy, ws N X2
Para testar a significancia de apenas um parametro, pode-se utilizar a adaptacgao da
estatistica de Wald Bl-/se(ﬁ’,»), em que se(Bi) é o erro padrao do estimador de maxima
verossimilhanca obtido pela inversa da matriz de informacao de Fisher, nos valores
estimados, com distribuicao aproximadamente normal padrao sob a hip6tese nula.

Para a construcao de intervalos de confianca para os (3;, Ferrari e Cribari-Neto
(2004) sugerem a inversao dos testes citados acima ou a aproximacao B + 11—
a/2)se(f;), com confianca de (1 — a)100%. Da mesma forma, um intervalo apro-
ximado para o parametro de precisio ¢ pode ser ¢ =+ o1 — 04/2)86(95), em que
ngﬁ = 4712 Para o valor médio da varidvel resposta p para uma dada combinacio

de variaveis explicativas X, tem-se o intervalo
g7 (7 — @71 — a/2)se(7); g (7 + @THL — /2)se())),

com 7) = XB e se(f)) = \/XTéov(B)X, sendo a covariancia estimada obtida da

matriz de informacao de Fisher avaliada no valor estimado, excluindo-se a linha e a
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coluna correspondentes ao parametro de precisao.

1.5 Simulacoes

De acordo com Meaney e Moineddin| (2014), a performance do modelo de re-
gressao classica para dados restritos e continuos ¢ razoavel quando os dados sao
simétricos no meio do intervalo em anélise. A fim de melhor compreender a van-
tagem da utilizagao do modelo de regressao beta em relacao ao modelo cléssico,
elaborou-se um estudo com dados simulados nas diversas formas que a distribuicao
beta pode assumir.

Para tal, |Gupta e Nadarajah| (2004) apontaram as condigbes em que a distri-
buicao assume suas diversas formas em termos da parametrizacao usual da beta
. Com essas condigoes transformadas para a reparametrizagdo (1.7) utilizada
no modelo de regressao beta, construiu-se a Tabela [I.2] que apresenta os valores

aproximados de referéncia para obter cada uma das formas da distribuicao beta.

Tabela 1.2: Condicoes para simulagao da regressao beta

Forma Condicoes

Unimodal: a>1leb>1&1/p<u<(p—1)/¢
Simétrica: a=bs pu=0,5

J: O<b<lepu>(@—-1)/¢

J invertido: O<a<lepu<l/o

Ainda, considerando a funcao de ligacao logito, observou-se que para um dado
valor de p que se deseja atingir com ¢ fixo, pode-se utilizar qualquer valor para os
parametros das variaveis explicativas desde que By = log(Ltaivo/ (1 — fhatvo)) — Y BiTi,
sendo que para valores |3;] > 1 apurou-se que o valor de u real tende a fugir do
valor de fi4,, pretendido, de forma que foi possivel simular a distribuicao em forma
de “U”. Assim, os dados foram simulados para a regressao beta em seus distintos
formatos, como descreve o algoritmo da Tabela[I.3] para duas variaveis explicativas.

Para n = 200, 500 e 1000 observacoes, repetiu-se o algoritmo de simulacao 100
vezes para cada uma das formas da distribuicao e utilizou-se como uma medida

de conformidade do modelo a porcentagem de vezes em que pelo menos um valor
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Tabela 1.3: Algoritmo de construcdo dos dados simulados para a regressao beta com
ligagao logito

Defina o ntimero de observacoes n
Defina o valor de g, € de ¢
Assuma uma distribuicao para os parametros:
B1 ~ N(0,5:0,1)
Ba ~ N(-0,2;0,05)
Assuma uma distribuicao para as n varidveis explicativas:
x1 ~ N(4,1)
x9 ~ Poisson(2)
Faca By = log(ttaivo/ (1 — taivo)) — B1T1 — Pon
Para cada observacao, faca:
n = Bo+ frz1 + Baxo
i=e/(1+ )
a = po
b=(1-po
y ~ beta(a,b)

T; é a média de x;

estimado caiu fora do intervalo (0,1). A Tabela apresenta os resultados dessas
simula¢oes. Cumpre informar que, devido as condi¢oes da Tabela [I.2] na simulagao
das distribuicoes em forma de “J” e “J invertido” optou-se por utilizar um valor de ¢
menor, de modo que o valor necessario de i, para atingir essa forma nao tivesse
muitas casas decimais.

Analisando os resultados, note que na regressao beta nao existe a possibilidade
de o valor estimado cair fora do intervalo. J& para a regressao classica, constatou-se
que, de modo geral, quanto maior o niimero n de observagoes, maior ¢ a chance de
os modelos oferecerem predi¢oes fora do intervalo (0,1); e mesmo no caso em que
ela teria seu melhor desempenho para dados continuos e restritos, ou seja, quando é
simétrica em torno de u = 0,5 (Meaney e Moineddin, 2014}, os resultados obtidos
foram contrarios a sua utilizagao, a depender do rigor do pesquisador, tendo em vista
que, na simulacao realizada, entre 11% e 25% dos modelos forneceram pelo menos
um valor predito fora do intervalo. Para as situacoes extremas, em forma de “J”
ou de “U”, a grande maioria dos modelos classicos nao apresentaram conformidade
com as caracteristicas dos dados (91% a 100% dos modelos estimaram dados fora do

intervalo). Nos casos em que os valores estimados permaneceram dentro do intervalo,
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Tabela 1.4: Resultados Simulacao - Proporcao de predi¢oes fora do intervalo

Regressao | Regressao
Forma Classica Beta
n = 200
Levemente assimétrica a direita (1 = 0,25; ¢ = 200) 72% 0%
Simétrica (1 = 0,50; ¢ = 200) 11% 0%
Levemente assimétrica a esquerda (u = 0, 75; ¢ = 200) 60% 0%
J (= 0,97; ¢ = 20) 92% 0%
J invertido (u = 0,04; ¢ = 20) 91% 0%
U (= 0,50;¢ = 200), com B; =3 e s = —1 100% 0%
n = 500
Levemente assimétrica a direita (1 = 0,25; ¢ = 200) 92% 0%
Simétrica (1 = 0,50; ¢ = 200) 23% 0%
Levemente assimétrica a esquerda (u = 0,75; ¢ = 200) 7% 0%
J (1= 0,97; ¢ = 20) 97% 0%
J invertido (u = 0,04; ¢ = 20) 96% 0%
U (= 0,50;¢ = 200), com B3; =3 e s = —1 100% 0%
n = 1000
Levemente assimétrica a direita (1 = 0,25; ¢ = 200) 90% 0%
Simétrica (1 = 0,50; ¢ = 200) 25% 0%
Levemente assimétrica a esquerda (u = 0,75; ¢ = 200) 86% 0%
J (1= 0,97; ¢ = 20) 98% 0%
J invertido (u = 0,04; ¢ = 20) 100% 0%
U (u=0,50;¢ = 200), com B; =3 e s = —1 100% 0%

a analise dos residuos mostrou-se seriamente inadequada.

Evidentemente, essa comparacao nao ¢ a mais justa, posto que os dados anali-
sados pela regressao beta sao transformados enquanto que na regressao cléssica nao
o sao. Todavia, julga-se relevante a anélise a fim de verificar que quanto maior for
a fuga a normalidade, maior serd o distanciamento do modelo classico a realidade
desses dados provenientes de taxas ou proporcoes.

Destarte, o modelo de regressao beta mostra-se mais apropriado tanto conceitu-
almente, considerando a natureza dos dados, como na prética, dadas as evidéncias

fornecidas pelo estudo exposto.
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1.6 Adaptacoes ao modelo de Regressao Beta

As Secoes anteriores abordaram a base da regressao beta. Mas apesar de ser
relativamente recente, esse modelo ja foi bastante explorado e varias adaptacoes
além do que foi exposto foram propostas, como o modelo bayesiano (Branscum et al.l
2007); o modelo inflado, que aceita os valores extremos 0 e 1 (Cook et al., 2008));
o modelo misto, que inclui efeitos aleatorios (Zimprich) |2010)); modelos adaptados
para séries temporais (Rydlewski, 2007; Rocha e Cribari-Neto, [2009)) e para dados
longitudinais ou em painel (Hunger et al., 2012), dentre outros estudos.

Para lidar com a ndo estacionariedade e/ou dependéncia espacial, foi proposto
por Simas et al| (2010) um modelo generalizado que permite que o parametro de
precisao seja diferente para cada observacao, cuja estrutura poderia ser utilizada
de alguma forma para incorporar o padrao de dependéncia espacial. Nesse caso,
assume-se que cada variavel resposta y; segue a reparametrizagao (1.7) com média
[1; € precisao ¢;, e assim o modelo é obtido ao se assumir que a média e parametro

de precisao satisfazem, respectivamente,

91 (1) = M (1.28)

92(bi) = n2 (1.29)

em que g; é uma fungdo de ligagdo que mapeia o intervalo (0,1) na reta real, go
também é uma funcdo de ligagdo, mas que mapeia o intervalo (0,00) na reta real
e 0s 1y € 1y sao os preditores em funcao das varidveis explicativas, podendo ser
lineares ou ndo. A estimagao é analoga a do modelo de Ferrari e Cribari-Neto| (2004)).
Observe, entretanto, que esse modelo nao fornece estatisticas locais. Igualmente, um
modelo com as caracteristicas dos modelos espaciais globais de Anselin (1988) foi
proposto por [Cepeda-Cuervo e Nunez-Anton| (2013). Além desses, encontrou-se
ainda um modelo com apelo local que foi proposto por |[Schmid et al.| (2013), porém
depende da defini¢cao de uma funcao de suavizacao da superficie via P-spline, o que é

desnecessario na Regressao Geograficamente Ponderada, tema do préoximo Capitulo.
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Capitulo 2

Regressao Geograficamente

Ponderada

2.1 Introducao

Como ja foi discutido anteriormente, o objetivo deste trabalho é modelar dados
restritos ao intervalo (0,1) que apresentam dependéncia espacial. O modelo de
Regressao Beta, apresentado no Capitulo anterior, cuida da parte da modelagem que
geralmente envolve taxas, proporgoes e indices. Porém, ele assume que os parametros
sao constantes no espaco, sendo que, na verdade, é razoavel supor que exista alguma
relacao intrinseca dos dados que se configurem como uma variacao espacial dos
parametros, como por exemplo o comportamento das pessoas, a cultura ou a politica
de cada local ou a falta de alguma variavel no modelo como simplificador da realidade
(Fotheringham et al., 2002)).

Nesse contexto, surge o modelo de Regressao Geograficamente Ponderada (RGP),
proposto por Fotheringham et al.| (1996), sendo definido como uma técnica ndo para-
métrica descritiva para explorar a ndo estacionariedade e/ou a dependéncia espacial
dos dados, a qual se configura quando locais préximos apresentam valores seme-
lhantes para alguma variavel de interesse (dependéncia positiva) ou, menos comum,
quando locais proximos apresentam valores discrepantes (dependéncia negativa).

No contexto da regressao, a condicao de nao estacionariedade espacial significa

que um modelo global, como é o caso da regressao beta, nao é capaz de refletir a vari-
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acao intrinseca dos dados. O ideal entao seria a utilizacao de modelos que levassem
em consideracao essa estrutura local da relacao entre as variaveis. [Fotheringham
et al. (2002) consideram que os modelos locais atuam como microscopios, ampli-
ando o conhecimento que se tem sobre adreas menores, corroborando as informacoes
da Tabela[1l

A Regressao Geograficamente Ponderada entao tenta contornar essa limitagao
dos modelos globais ao captar essa variagao por meio da calibragem de um modelo
de regressao miltipla que permite que existam diferentes relacoes entre a variavel
resposta e o conjunto de variaveis explicativas para diferentes pontos no espaco. Esse
modelo tem se mostrado bastante eficiente, conforme os estudos de [Mulatu et al.
(2013) em demografia, de lde Sousa et al.| (2013) em geografia, de [Bitter et al.| (2007)
na determinacao de precos de casas e de |Zhang e Shi (2004) em engenharia florestal,
dentre outros.

Nas proximas secoes serao discutidas a especificacao do modelo e de seus métodos
de estimacao e as questoes relativas a inferéncia, a dependéncia e & nao estacionari-
edade espacial. Ainda, serao tratados assuntos ligados ao diagnostico do ajuste e as

extensoes ja propostas ao modelo.

2.2 O modelo de Regressao Geograficamente Pon-
derada

De acordo com Brunsdon et al.| (1996), o principal objetivo da anélise espacial é
identificar a natureza da relacdo existente entre um conjunto de variaveis entre si e
com o espaco. Com o intuito de descrever e mapear essa relagao quando ha variacao
espacial, foi proposto o modelo de Regressao Geograficamente Ponderada - RGP.

Tendo por base o modelo de Regressao Linear , algumas técnicas para modelar
dados espaciais nao estacionarios e/ou com dependéncia espacial ji existiam antes
da proposicao do modelo em questao, porém com algumas desvantagens em relacao

a RGP. Em resumo, algumas dessas técnicas sao:

e Inclusao de variaveis dummy: consiste em incluir no modelo de regressao linear
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tradicional variaveis dummy ou indicadoras que informam o espaco geogréfico

onde a observacgao foi coletada. Essa variavel geralmente é do tipo

1, se a observacao t foi coletada no local ¢
Itf — (21)
0, caso contréario.

Note que nesse caso ha apenas um deslocamento do intercepto para cada local
distinto, o que causa uma variacao na média global do modelo para cada
localidade diferente, sem contudo haver variacdo nos demais parametros do

modelo (inclinagdo), como exemplificado na Figura

Local 1

10

Local 2

E(y/x)

Local 3

Figura 2.1: Exemplo de inclusdo de varidvel dummy

e Um modelo global para cada local: Apesar de apresentar um indicativo da
existéncia ou nao da heterogeneidade espacial, se os parametros apresentarem

valores muito distintos, ajustar um modelo para cada localidade do estudo pode
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nao ser uma boa estratégia, pois, além de ser um trabalho 4rduo, cada regiao
pode ter quantidades diferentes de observacoes, resultando em estimativas com
muita dispersao e podendo haver inclusive casos em que nao seja nem possivel
ajustar o modelo, a depender do valor das varidveis. Outro inconveniente é que
dessa forma, assume-se que dentro das regioes os parametros sao constantes e
que pode haver variacoes muito drasticas de uma regiao para outra, quando na
verdade se sabe que dados espaciais geralmente apresentam correlacao suave

e que nao obedecem necessariamente as fronteiras geograficas.

Método de expansao (Casetti, 1972): assume que os parametros do modelo
global sdo fungdes do espago geografico (y, = > x;8(p;) + e t =1,...,n,
em que p; é a localizacdo geografica da observagao j). Dessa forma, é possivel
mapear a variagao dos parametros, porém, a desvantagem deste método em
relacao a RGP é que ele exige do pesquisador um elevado conhecimento sobre a
relacao deterministica dos parametros em cada uma das localidades, o que nem
sempre é simples, podendo envolver relacoes bastante complexas. Ja a RGP
permite que os parametros para cada local possam ser estimados e mapeados

sem a necessidade de se ajustar uma superficie.

Filtro espacial adaptativo, ou do inglés Spatial Adaptive Filtering - SAF (Foster
e Gorr, 1986)): com inspiragao nas séries temporais, incorpora a variagdo nos
parametros de maneira ad-hoc para “corrigir” as estimativas devido ao lag,
de tal maneira que permite o mapeamento dos parametro mas nao é possivel

aplicar testes estatisticos (Brunsdon et al., [1996; Fotheringham et al.l 2002).

Modelo de coeficientes aleatorios (Aitkin, 1996) e modelagem multinivel (Golds+
tein, (1987)): segundo Brunsdon et al.| (1996)), esses métodos assumem que 0s
parametros sao varidveis aleatérias, em uma abordagem bayesiana. Neste, a
distribuicao normal é utilizada, naquele, uma mistura finita de distribuicoes.
A principal desvantagem é que nenhum deles assume um padrao de associacao
espacial e também necessitam da definicao de distribuicoes a priori, ao passo
que a RGP assume uma associacao espacial do tipo que decresce conforme a

distancia aumenta (distance-decay), que parece ser mais apropriado por deixar

34



que os proprios dados deem forma a essa associacao, sem a necessidade de uma

intervencao subjetiva do pesquisador.

e Modelos de regressao espacial: de acordo com [Fotheringham et al.| (2002),
sao modelos que tentam incorporar a dependéncia espacial na estrutura de
regressao, por meio, por exemplo, da flexibilizacao das suposicoes de erros in-
dependentes, utilizando uma matriz de covariancia que representa a distancia
entre os elementos. Entretanto, esses modelos nao sao considerados modelos
locais por originarem apenas parametros globais (vide Tabela. Como exem-
plo, tem-se o modelo de Krigagem (Krige, [1966) e o modelo autorregressivo

espacial (Ord, [1975).

e Regressao por janelas moveis: é uma forma rudimentar da RGP (Fotheringham
et al., 2002)), aplicando uma regressao tradicional a cada regiao do estudo, sem
considerar a area geografica como limite das relagoes espaciais, mas sim um
grid ou janelas independentes. Porém, devido a essa metodologia, os resul-
tados dependem em certo grau do tamanho da “janela” e apresentam certa
descontinuidade entre as regioes, onde se espera que o processo de correlagao

espacial seja continuo.

O modelo de Regressao Geograficamente Ponderada procura contornar as limi-
tagoes dos modelos citados acima partindo de uma extensao do proprio modelo
de regressao tradicional , permitindo que os parametros da regressao variem de
acordo com a localidade de forma continua, sem ajustar uma superficie a eles (nao-
paramétrico) e de modo que possam ser estatisticamente testados, fazendo o uso
de uma associacao espacial do tipo distance-decay, em que pontos mais préximos
possuem um peso maior na estimacao do que pontos mais distantes. O fato de ter
por base o modelo de regressao tradicional e ainda assim incorporar as relacoes es-
paciais locais torna o modelo RGP mais intuitivo (Fotheringham et al.. 2002)), sendo
uma vantagem em relacao aos modelos listados. Por outro lado, a principal dificul-
dade se encontra na calibragem do modelo, ja que geralmente envolve um esforc¢o
computacional maior.

Para a definicao do modelo, considere que existam n observacoes e k variaveis
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explicativas. O modelo de RGP é dado pela expressao:
Yi = Z Bre(wi, vi) it + &, (2.2)
k

em que (u;,v;) representa as coordenadas do i-ésimo ponto no espago, para i =
1,...,n, Br(u;,v;) é o pardmetro para a k-ésima variavel explicativa, em funcao do
local da i-ésima observacao, x;; € o valor da k-ésima variavel explicativa para o local ¢
e g; € o erro associado a i-ésima observacao, com suposicao de que sao independentes
e identicamente distribuidos &; ~ N(0, 0?).

Observe que, apesar de os coeficientes da regressao variarem geograficamente,
assume-se que a variancia dos erros é fixa. Também, é importante frisar que os
parametros [3;;, como uma simplifica¢do da notacao S (u;, v;), sdo obtidos por meio
das observacoes coletadas préximas do ponto 7, ou seja, o ponto ¢ onde as estimativas
dos parametros sao calculadas (pontos de regressdo) nao necessariamente precisam
se referir aos pontos de coleta das informagoes (pontos amostrais), embora caso
sejam pontos coincidentes, ha a possibilidade de célculo de residuos e de predicoes
de novas observagoes.

O principal produto deste modelo é um conjunto de parametros calibrados para
cada localidade, o que permite a visualizacao da variacao espacial dos mesmos a
partir de mapas e ajuda a compreender melhor o fené6meno em estudo. Os parame-
tros B podem ser estimados via minimos quadrados ponderados, uma adaptacao
da técnica de minimos quadrados ordinarios , que atribui pesos w; em diferentes

observacoes para gerar as estimativas. Matricialmente, tem-se
B, = (X"WX)'X"Wyy, (2.3)

em que ,BZ ¢ o vetor de tamanho k£ com as estimativas para os parametros na lo-
calidade ¢, X é a matriz n X k£ com o valor das k variaveis explicativas para as n
observacoes, W; é a matriz de ponderacao para a localidade ¢, de dimensao n X n,
ey ¢ o vetor de tamanho n que contém o valor das variaveis resposta nesse ponto.

Note que essas estimativas sao viesadas, devido aos pesos.
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A interpretacdo dos parametros é analoga a interpretacao da regressao classica
, s0 que para uma superficie de parametros. A variacao na magnitude das estima-

tivas indica as mudancas locais na influéncia da variavel explicativa sobre a varidvel

resposta (Charlton et al [2009). Por exemplo, na Figura 2.2 nas dreas mais escuras

a influéncia da varidvel explicativa é mais forte que nas mais claras.

10.15
10.10
10.05
10.00
— 9.95
9.90
— 9.85
9.80

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 2.2: Exemplo de superficie de parametros estimada

Fonte: |F0theringham et al.l (]2002[)

Dadas as estatisticas locais, também é importante o calculo dos erros-padrao

locais. Ao se reescrever a Equacgao (2.3 da seguinte maneira:

B, = Cy, (2.4)

com C = (XTW,;X)!XTW,, tem-se, analogamente & regressao cldssica, que a

variancia das estimativas dos parametros é dada por:
var(B;) = CCTo?, (2.5)

em que o2 ¢ estimado pela a soma de quadrados dos residuos normalizados para a

regressao local

= 2.6
Z?’L—ZV1+V2 ( )
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com v; = tr(S) e v, = tr(STS), em que S ¢ a matriz conhecida como “matriz
hat’, tal que y = Sy, ou seja, S = X(XTWX)1XTW, valida para quando os
pontos amostrais e de regressao sao coincidentes. O termo n — 2v; + 15 é 0 nlimero
efetivo de graus de liberdade dos residuos e o termo 2ry — 15 é 0 nimero efetivo
de parametros estimados pelo modelo. Como os valores tr(S) e tr(STS) sao muito
proximos, € comum utilizar apenas vy como uma aproximacao para o nimero efetivo
de parametros no modelo (Fotheringham et al. 2002). Para encontrar o erro-padrao,
basta aplicar a raiz quadrada sobre os valores estimados pela Equacao . Esses
valores também podem ser colocados em um mapa, para verificar a diferenca na
dispersao dos parametros para cada regiao.

Por fim, vale citar ainda que a RGP também produz localmente outras medidas
de diagnostico e ajuste dos modelos, que podem ser encontradas no Capitulo 9 de
Fotheringham et al.| (2002), como por exemplo o coeficiente de determinagao local
R?, que fornece uma nogao de quio bem os modelos locais foram ajustados. Para

tanto, utiliza-se a férmula
R 7SS — RSSY
’ TSSY ’

(2.7)

em que T'SSP = 7 wij(y;—4)* e RSSP = 3 wij(y;—4;)%, j = 1,...,n, sdo a soma
de quadrados total e a soma de quadrados residual geograficamente ponderadas,

respectivamente.

2.3 Consideracoes sobre a Matriz de Ponderacao
Espacial

Os valores da matriz de ponderacao W devem ser calculados para cada ponto
1. Observe que, dessa forma, cada ponto amostral recebe um peso diferente na
estimacao em ¢, variando de acordo com cada localidade, ou seja, exige-se que seja
feita uma calibragem para cada ponto de interesse. No contexto dos dados com
correlagao espacial, a ideia é que os pesos sejam uma medida de proximidade da
observacao ao ponto de estimacao i, e esse é um aspecto bastante importante na

estimacao do modelo RGP: a determinacao da funcao de ponderagao.
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bandwidth

Figura 2.3: Funcao Kernel Espacial

Fonte: Fotheringham et al.| (2002])

e: ponto amostral
x: ponto de regressao

Na literatura sao encontradas diversas formas para a escolha da fun¢ao de ponde-
racao espacial, a qual fornece os componentes da matriz W, mas ha consenso de que
elas devem possuir as caracteristicas de uma fungao Kernel, como limy ., K(d) =0e
ser uma funcao monoétona decrescente para ntimeros reais positivos, conforme exem-
plificado na Figura[2.3] Um exemplo de fungao de pondera¢io espacial que considera
a distancia d;; entre o ponto de estimagao 7 e o ponto amostral j é:

= 1, di <d 2.8)

0, caso contrario

em que d é fixado arbitrariamente. Observe que nesse caso, se d for muito grande,
de modo que todas as observacoes sejam utilizadas na estimacao de [;; com peso
unitario, entao tem-se na verdade o estimador de Minimos Quadrados Ordinarios.
Da mesma forma, nao é desejavel que d seja muito pequeno, ja que pode ocorrer de
apenas o proprio ponto ser utilizado na estimacao. A aplicagao dessa funcao remete
a abordagem de janelas moéveis citadas anteriormente, com uma descontinuidade
abrupta ao se aproximar da distancia d, ja que nao ha decaimento da funcao para

distancias maiores. Uma forma de ndao haver descontinuidade seria utilizar uma
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funcao continua exponencial quadratica do tipo
Wy; = €_W7 (29)

que assume valores decrescentes quanto maior for a distancia d;;, na forma da distri-
buicao normal. Porém, desse modo, a funcao de ponderacao associara um peso para
cada ponto de interesse, o que aumenta o esfor¢co computacional. Sugere-se entao
a utilizacdo de uma mistura das estruturas em e (2.9), exemplificada com a

funcao bi-quadratica:

i\ 2 2
wy = (- (%)) @ (2.10)

0, caso contrario.

Em vérios trabalhos, b > 0 é comumente chamado de bandwidth e funciona como
um parametro de suavizacao da funcao de ponderagao: quanto menor for o seu valor,
maior serd o decaimento da funcao e menor importancia sera designada a informacao
j na estimacao de i, e vice-versa. Observe que e seguem as propriedades
da fungao Kernel (vide Figura , de modo que as observacoes mais proximas da
localidade 7 exercem maior influéncia sobre a estimacao neste ponto, em comparacao
com aquelas observagoes que se encontram mais distantes.

As funcoes citadas acima sao chamadas de Kernel espacial fixas, uma vez que
assumem apenas um valor para o limite b. De acordo com Fotheringham et al.| (2002),
a utilizacao desse tipo de funcao pode ser equivoca quando os dados sao esparsos
em uma regiao e mais densos em outra, ja que no primeiro caso a estimacao se daré
com menos dados do que no segundo caso, podendo ocasionar estimativas com alta
dispersao (vide Figura [2.4).

Nesse caso, Fotheringham et al.| (2002) sugerem a utilizacao de Kernels em que
o parametro b se adapta a essas diferencas de densidade utilizando a ideia de R

vizinhos proximos. Para tal, ordena-se a distancia entre os pontos ¢ e j e assume-se
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. .-X\ ﬂ\

Figura 2.4: Kernel (a) Fixo e (b) Variavel

Fonte: [Fotheringham et al.| (2002])

que R;; represente essa ordem. Algumas funcoes que utilizam essa ideia sao:

1, se j é um dos R vizinhos mais proximos de ¢
0, caso contrario

ou
2\ 2
d;i ., .. . L. .
(1 — (Tﬂ) ) , se 7 ¢ um dos R vizinhos mais préximos de ¢
W;j = (2.12)
0, caso contréario.
em que b é a distancia de ¢ até o R-ésimo vizinho. Ou ainda
_Riy
Wi; =€ b (213)

Um outro modo para que o parametro de suavizacao seja variavel seria garantir
que a soma dos pesos w;; na fungao (2.9) ou (2.10) seja igual a alguma constante C

arbitraria.
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Em todas essas funcoes, d geralmente é a distancia euclidiana em relacao ao
centroide da regiao, quando sao utilizadas coordenadas cartesianas, porém, nada
impede que seja utilizado outro tipo de medida de distancia, como coordenadas
UTM ou até mesmo tempo de deslocamento entre os locais.

Apesar das inimeras opcoes possiveis para escolha da funcao de ponderacao,
Brunsdon et al.| (1998)) argumentam que devido & caracteristica de distance-decay e
a suavidade das fungoes, os resultados da RGP sao pouco afetados pela escolha da
funcao de ponderagdo. Nesse sentido, de acordo com |Leung et al.| (2000), a funcao
exponencial ¢ a mais utilizada. Por outro lado, segundo |Charlton et al.| (2009),
a escolha do bandwidth b é mais critica, o que faz com que a escolha 6tima desse
valor seja uma etapa de grande importancia na calibragem da RGP.

Para a escolha do valor de b 6timo, uma solucao intuitiva seria encontrar o valor
b que minimize a soma Y., (y; — 47 (b))?, em que y;(b) seria o valor estimado pelo
modelo com o valor b indicando a suavizacao da funcao de ponderacao. O
problema é que dessa forma o valor b 6timo é o valor tal que apenas o préprio
elemento ¢ permaneca na estimativa dos parametros no local i, ou seja, a soma
se iguala a zero, gerando um modelo com um parametro para cada observacao.
Uma solucao entao, proposta em Brunsdon et al.| (1996), seria utilizar a técnica de
validagao cruzada (cross-validation), em que na verdade o valor 6timo procurado é

0 que minimiza a soma
n

> (= 5(0))%, (2.14)

i=1
em que g);‘;l(b) é o valor ajustado para o local ¢, sem considerar o ponto ¢ na estimacao.
Dessa forma, atinge-se o objetivo de selecionar apenas os pontos proximos de 7. Nesse
caso, observe que w;; = 1 se ¢ = j, porém, para fins computacionais, quando i e j
sao coincidentes, deve-se assumir que w;; = 0 na validagao cruzada.

Charlton et al| (2009) sugerem ainda utilizar, em vez da soma , o valor
do critério de Akaike corrigido (quanto menor, melhor é o modelo), que pode ser

utilizado também como uma medida de ajuste para a comparacao de modelos, cuja

1Sistema Universal Transverso de Mercator.
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forma de acordo com Burnham e Anderson| (2002) ¢

1
AIC, = 2y — 20+ 220D (2.15)
n—uv —1
sendo ¢ a log-verossimilhanca do modelo, como segue:
n n. .9 (i — i)

%

em que n é o nimero de observacoes, 6 é o valor estimado do desvio padrao dos resi-
duos via maxima verossimilhanca e v representa o nimero de parametros estimados
pelo modelo.

Uma discussao levantada por |[Fotheringham et al.| (2002) refor¢a a importancia
da escolha do bandwidth. Conforme citado na Secao anterior, as estimativas para 3,
sao viesadas. Segundo os autores, a magnitude desse viés tem uma relacdo muito
estreita com a escolha do parametro de suavizacao e apresenta uma relacao de trade-
off com a variancia das estimativas: quanto menor for o bandwidth, de modo que
menos observagoes sejam utilizadas na estimagao em ¢, maior serd a variancia e
menor seri o viés, e vice-versa.

Com relacao a essa escolha, a otimizacao de ou de pode ser feita por
meio de uma ferramenta visual, em que para varios valores de b sao calculados os
valores dos critérios, os quais sao colocados em um grafico onde é possivel identificar
o minimo, ou entao pela técnica de procura de minimo de funcoes denominada
Secdo Aurea ou Golden Section Search (Greig, 1980), a qual é comumente utilizada

no contexto da RGP e serd abordada na proxima Secao.

2.4 Otimizacao por Secao Aurea

A técnica de procura de minimo (ou méaximo) de fung¢oes conhecida como Se¢ao
Aurea ou Golden Section Search (Greig, 1980) é bastante ttil quando ndo é possivel
ou quando ha dificuldades em empregar o artificio matematico de derivar a fungao
que se deseja analisar e identificar em que ponto essa derivada se anula.

Supondo que a fungdo em estudo possua apenas um ponto de minimo (global)
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e que este esteja no intervalo [a,b], de tamanho b — a, a ideia por tras de alguns
algoritmos de otimizacao ¢ que a cada iteracao se exclua uma parte do intervalo em
que se sabe que o minimo nao se encontra, e assim ir diminuindo o intervalo total
até que ele seja suficientemente pequeno para ser considerado o ponto de minimo.
Conforme a Figura [2.5] e seguindo essa ideia, selecionam-se dois pontos x; e x5
no intervalo. Se f(z1) > f(z2), conclui-se que a func¢ao decresce na dire¢ao de zo,
e entdo o minimo é maior que z; e o intervalo de procura se resume a (z1,b]. Caso
contrario, se f(x1) < f(z2), entdo o minimo deve ser menor que z, e o intervalo
de procura se resume a [a,x2). Note que nesses casos nao se pode concluir que
o minimo esti entre x; e xo porque ambos podem estar do mesmo lado do ponto
de minimo. A unica maneira de concluir que o minimo esta no intervalo (1, xs) é
se f(x1) = f(x2), pois isso significa que cada ponto estd de um lado do ponto de

minimo.

a b

Figura 2.5: Ilustragdo do algoritmo da Se¢do Aurea

O desafio dessa otimizacao é encontrar os valores x; e x5 que possibilitem en-
contrar o minimo de maneira mais eficiente, e esse é o diferencial da Secao Aurea.

Nesse algoritmo, procura-se por x; e x5 tal que

Tamanho do intervalo Tamanho da maior parte

Tamanho da maior parte ~ Tamanho da menor parte’

Ao se considerar o intervalo unitario, tem-se:




P+r—1=0 (2.17)
cuja raiz positiva é igual a

—1+v5
r=—

5~ =0.618 (2.18)

que representa a razao aurea, medida utilizada desde a antiguidade para definir a
razao que seria a mais perfeita sob o ponto de vista estético, encontrada em muitos
elementos da natureza, na geometria, no corpo humano.

Assim, escolhe-se zy = b — (b — a)r e x2 = a + (b — a)r. Dessa forma, apos
atualizar o intervalo de procura, pelo menos um dos pontos vai poder ser reutilizado,
diminuindo o esforco computacional. Como exemplo, considerando novamente o
intervalo unitario, tem-se

x1=1-0,618 = 0,382 (2.19)

2y =0+0,618 = 0,618 (2.20)

e se f(x1) < f(x2) entdo o novo intervalo de procura é [0;0,618). Recalculando os

novos valores x; e x5 com esse novo intervalo de procura, obtém-se

71 = 0,618 — 0,618 x 0,618 = 0,236 (2.21)

29 =0+ 0,618 x 0,618 = 0, 382 (2.22)

ou seja, o novo valor encontrado xo é 0 mesmo ja utilizado no passo anterior, nao
sendo necessaria nova avaliacao da funcao nesse ponto. Isso aconteceria também
caso f(x1) > f(x2), mas com o outro ponto. Em suma, a técnica se resume ao
algoritmo da Tabela [2.1]

Para utilizar esse algoritmo na RGP, bastaria substituir a fun¢aof(.) pela equacao
da validacao cruzada ou do AIC , a depender do critério escolhido, e o
x, argumento a ser otimizado, pelo bandwidth b.

Essa técnica de otimizacao pode nao ser a mais eficiente, ja que pode falhar na
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Tabela 2.1: Algoritmo da Secdo Aurea

Enquanto b — a < ¢ faga {
x1=b—(b—a)x0,618
xo =a+ (b—a) x 0,618
fi=f(x1)
fo= f(z2)

Se fi < fs faga {
b:IL'Q
}

Se f1 > fo faga {
a =T

}

identificacdo de minimos globais em func¢des que nao sejam unimodais, mas justa-
mente por ser um algoritmo muito simples tem sido uma técnica muito utilizada e
geralmente possui boa performance no contexto da RGP, o que nao exime o pesqui-
sador de fazer confirmacoes especificas para seu banco de dados.

Com a definicao desse algoritmo, tem-se todos os elementos para estimacao dos
parametros. As duas préximas Secoes abordam alguns passos para inferéncia e

diagnostico.

2.5 Inferéncia em dados espaciais

O uso da Regressao Geograficamente Ponderada como uma forma de visuali-
zar padroes em dados espaciais é bastante intuitivo, porém, considerando o que foi
explanado até agora, nada se pode afirmar sobre o padrao observado ser de fato
devido a alguma caracteristica dos dados e nao devido a uma variacao aleatoria
qualquer, havendo a necessidade de se realizar uma analise inferencial. Conforme
observa Fotheringham et al.| (2002)), reconhecer que dados espaciais raramente sao
independentes é entender que a estatistica inferencial aplicada aos modelos de re-
gressao classica nao ¢ adequada na Regressao Geograficamente Poderada. Dessa
forma, faz-se necesséaria a identificacao da existéncia de correlacao espacial e, em
caso positivo, sua posterior incorporacao & analise inferencial.

A dependéncia ou correlacao espacial ocorre basicamente quando o valor de uma
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varidvel depende, de alguma maneira, do local onde ela foi registrada e geralmente
decorre da heterogeneidade ou nao estacionariedade espacial, a qual por sua vez
ocorre quando ha mais de um padrao de associacao espacial, ou seja, para diferentes
locais, uma mesma varidvel pode ter influéncia diferente no valor de outra variavel.

Graficamente, a correlagao espacial pode ser visualizada ao mapear os residuos
da regressao classica, para verificar padroes onde as estimativas foram melhor ou
pior ajustadas, ou com o auxilio do diagrama de Moran, mais conhecido como Moran
Scatterplot (Anselin), [1996)), que relaciona o valor padronizado pela média da variavel
na localidade i (z = (y — y)) com o valor padronizado pela média de seus vizinhos
(Wz = W(y —y), em que W é a matriz de vizinhanca, mais comumente binaria).
Pelos quadrantes do gréafico gerado ¢ possivel identificar aquelas observacoes que
possuem valores altos e estao cercadas de outras observacoes com valores altos (alto-
alto ou high-high), observagbes com valores baixos que estdo cercadas por valores
baixos (baixo-baixo ou low-low), observagdes com valores altos que estao cercadas
por valores baixos (alto-baixo ou high-low) e observac¢oes com valores baixos que

estdo cercadas por observagdes com valores altos (baixo-alto ou low-high).

1.0
Baixo-alto Alto-alto .
. . %
05 : :
. .
. .
. L] ° I. L]
°® M
0.0 S .
. ° r . LN} .
. * . . o L]
-0.5 . . .
Baixo—baixo Alto-baixo
_lo — [
T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2.6: Exemplo de diagrama de Moran

A interpretacdo que esse diagrama suscita é que quanto mais pontos estiverem
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nos quadrantes alto-alto e baixo-baixo, maior serd a indicagao de correlacao espacial
positiva; e caso os pontos estejam distribuidos predominantemente nos outros dois
quadrantes, ha evidéncia de correlacao espacial negativa. Se os pontos se apresen-
tarem de maneira aleatoria, entao menos evidéncia se tem de que os dados possuem
alguma correlagao espacial ou pode ser um caso em que os dados apresentam tanto
a correlagao positiva quanto a negativa (processo nao estacionario), o que nao apa-
receria em uma estatistica global.

Analiticamente, Fotheringham et al.| (2002) & época ja mostravam que sdo bem
consolidadas as medidas para identificar correlagao espacial em um tnico indice glo-
balmente, como o Indice de Geary (Geary, [1954) e o Indice de Moran (Moran, 1950;
Cliff e Ord} 1972). Posteriormente, surgiram trabalhos que enfatizam estatisticas
locais para medir a correlagao (Getis e Ord, 1992; Ord e Getis, 1995, 2001; An-
selin, 1995| 1998; Rogerson, [1999), as quais permitem a identificacao de diferentes
comportamentos de associagao no espago, que nao apareceriam na estatistica global,
podendo omitir um caso do paradoxo de Simpson.

Os indices globais mais utilizados sao

n Dicr 21 Wi (Y — Y)Y — Y)

Indice de Moran: [ = - -
> Zj;ﬁi Wij Y i1 (Vi — 9)?

(2.23)

n—1 iy >y Wiy — y;)?
2> Zj;ﬁi Wij > (v — 9)? ’

em que —1 < I < 1, com —1 indicando perfeita correlacao negativa, 0 indicando

Indice de Geary: C' =

(2.24)

auséncia de correlacao e 1 indicando correlagdo positiva perfeita, e 0 < C' < 2,
com 0 indicando correlacao positiva perfeita, 1 indicando auséncia de correlacao e 2
indicando correlagao negativa perfeita. Observe que ambos os indices fazem uso da
matriz de vizinhanca W, que nao deve ser confundida com a matriz de ponderacao
espacial, levando sempre em consideracao o fendémeno em estudo.

As versoes locais dos indices acima sdao dados, respectivamente, por
n
nZi ) i1 WijZ

I; = = ) (2.25)
> i1 7
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em que z; =y; — Y, e )
> i1 wig (Y — Yj)

>y — )

Esses resultados locais podem ser visualizados pelo Box map, que consiste em

C; = (2.26)

colorir no mapa as classes definidas no diagrama de Moran para cada localidade, ou
ainda pelo mapa de Moran ou Moran Map, que destaca apenas os indices que foram
significativos, fornecendo indicios da nao estacionariedade espacial.

As ferramentas graficas sao sempre de grande ajuda, mas nao devem ser as tinicas
para o reconhecimento da correlacdo e/ou nao estacionariedade. Em se tratando de
testes estatisticos, todos os indices acima podem ter sua significancia testada por
meio de testes de pseudo-significancia, que tém por base a abordagem de Monte Carlo
(Hope, [1968])). Sob a hipotese nula de independéncia espacial, qualquer permutagao
dos pares (yi,y;), que representam os valores das variaveis em diferentes localidades,
sao igualmente provaveis. Sendo assim, os valores observados dos indices podem ser
comparados com a distribuicao aleatorizada de N pares permutados, e entao o p-
valor do teste seria o nimero de vezes m em que o indice calculado foi maior que
o indice observado sobre o numero de permutagoes mais o observado m/(N + 1).
Outra alternativa seria utilizar um teste parameétrico, aproveitando-se do fato de que
ambos os indices possuem distribuicoes assintoticamente normais.

Segundo Brunsdon et al.| (1996) e Leung et al. (2000), a analise inferencial na
Regressao Geograficamente Ponderada pode ser utilizada como uma alternativa ou
complemento as medidas acima e deve se concentrar em responder aos seguintes
questionamentos:

= A Regressao Geograficamente Ponderada descreve os dados significativamente
melhor que a regressao linear classica? (H& variacao espacial suficiente para que o
modelo local seja melhor que o modelo global para descrever os dados, prezando
pelo Principio da Parcimoénia?)

= Cada conjunto de parametros S, ¢ = 1,...,n, exibe variacao significativa na
regiao em estudo?

A primeira questao é na realidade um teste de adequabilidade do ajuste do mo-

delo, ou seja, se os dados realmente podem ser descritos pela relagao (2.2). Brunsdon
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et al|(1996) argumentam que o questionamento pode se resumir em se testar o va-
lor do parametro de suavizacao b, pois, ja que ele é responsavel pela inclusao da
dependéncia espacial no modelo tradicional, pode ser entendido como uma medida
de discrepancia entre o modelo RGP e o modelo de regressao classica. Por exemplo,
na funcao de ponderagao exponencial , bastaria testar a hipotese Hy : 60 = 0,
sendo 6 = 1/b. Nesse caso, qualquer valor diferente de 0 indica que hé heterogenei-
dade espacial e que o modelo local seria o melhor candidato. Por outro lado, se a
hipoétese nao for rejeitada, espera-se que os parametros resultantes da RGP sejam
muito parecidos e coincidentes com o parametro estimado pelo modelo de regressao
classica.

Ja a segunda questao envolve testar se uma determinada varidvel poderia ou
nao ser bem representada por um coeficiente constante, Hy : B;x = [k, Vi. Para essa
questao, os referidos autores sugerem utilizar a ideia de variablidade dos parametros.
Como sao estimados n valores para cada uma das k variaveis explicativas, é possivel
calcular o desvio padrao amostral (s;), de acordo com Brunsdon et al.| (1998):

>i(Bik — Bi)?

= 2.2
Sk n ; ( 7)

em que 3 é a média das estimativas para a k-ésima variavel explicativa. Assim,
quanto menor for s, mais evidéncia se tem de que o parametro deve ser constante,
e o teste se resume a testar a hipotese Hy : S, = 0.

Também aqui, ambas as hipoteses podem ser testadas por meio dos testes de
pseudo-significincia descritos anteriormente. Porém, Charlton et al.| (2009) foram

além e citam ainda a possibilidade de utilizagao do coeficiente de determinagio (R?)

2

aq;) € dos critérios de Akaike corrigido

ou coeficiente de determinacao ajustado (R
(AIC.) ou Bayesiano (BIC) para medir a adequabilidade do modelo. Embora nao
envolvam testes estatisticos, essas medidas sao eficazes na comparacao de diferentes
modelos.

Ainda com o objetivo de responder a essas questoes, |Leung et al. (2000)) utilizam a

nocao de Soma de Quadrados Residual com o nimero efetivo de graus de liberdade

dos residuos (vide Equacao (2.6))). Assumindo que os erros sao normais e que 0s

20



estimadores sao nao viesados, sua distribuicao aproximada é calculada e é aplicado
o teste F, no caso da primeira questao. Para a segunda, os autores propoem uma
aproximacao para a distribui¢ao de s.

Um outro topico que pode ser de interesse é determinar o intervalo de confi-
anca das estimativas para cada ponto ¢ de interesse. Aqui, basta utilizar a mesma
abordagem da regressao classica, utilizando a variancia dos estimadores definida em
. H4a ainda o teste miltiplo proposto por |da Silva e Fotheringham| (2015), o
qual considera uma abordagem semelhante & correcao de Bonferroni para testar em

que locais os parametros sao de fato significativos.

2.6 Diagnosticos

Conforme citado anteriormente, os residuos do modelo de regressao classica po-
dem ser sobrepostos ao mapa da regiao em estudo. Da mesma forma, os residuos
da Regressdo Geograficamente Ponderada, com formula matricial e = (I — S)y, em
que S é a “matriz hat’, podem e devem ser colocados em um mapa, mas ao contrario
da regressao cléssica, espera-se que os residuos de dados heterogéneos se apresen-
tem de maneira aleatoria, ja que levam em consideracao as especificidades de cada
localidade na estimacao dos parametros.

Na anélise de observacoes discrepantes, podem ser utilizados os residuos padro-
nizados r; = e;/(0+/qi), em que ¢; sdo os elementos diagonais da matriz Q =
(I - S)(I—S)7, ou padronizados externamente, cuja diferenga ¢ que na estimagao
de ¢ nao é considerada a observacao i.

Para a identificacao de observacoes influentes, pode-se utilizar a distancia de
Cook: D; = r?s;/(1 — s;)(2v1 — 1), em que a quantidade 2v; — vy é 0 nimero
efetivo de parametros do modelo.

De fato, percebe-se que qualquer medida aplicavel aos modelos de regressao tra-
dicional pode ser adaptada para uso nos modelos de Regressao Geograficamente

Ponderada. Por ora, esse nao é o foco deste trabalho.
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2.7 Extensoes do modelo de Regressao Geografica-
mente Ponderada

Nas Sec¢oes anteriores foram abordados os principais aspectos sobre a Regres-
sao Geograficamente Ponderada. Entretanto, conforme Fotheringham et al.| (2002]),
desde sua proposicao em [Fotheringham et al.| (1996), muitas adaptagoes ja foram
propostas.

Uma primeira adaptagao vem a ser os modelos RGP mistos ou semiparamétricos.
E natural supor que, em alguns casos, a relacio entre as varidveis pode ser em parte
varidvel e em parte fixa, espacialmente. Em outras palavras, tem-se que uma parte
das variaveis explicativas do modelo sao globais (ndo apresentam ou apresentam
pouca variagdo espacial) e outra parte sdo locais, considerando a abordagem da

Regressao Geograficamente Ponderada, como segue:

kg ko
i =Y B;Xu() + ) Bilwi, v)za(v) + &, (2.28)
j=1 I=1

em que o indice f indica as variaveis que sao fixas e o indice v indica as variaveis que
variam no espago. Note que se os valores dos parametros globais fossem conhecidos,
entao os parametros locais poderiam ser estimados ao se aplicar o modelo RGP
bésico a variavel y; subtraida do valor do primeiro somatério da Equacao
(2.28)), analogamente para o caso inverso. Partindo dessa reflexao, [Fotheringham

et al. (2002) apresentam um método para estimacao do modelo.

Considere a forma matricial de ([2.28):
y = X;B;+m +e, (2.29)

em que Xy ¢ a matriz das variaveis globais com parametros B, e m ¢ o vetor de

tamanho n com elementos Y0, B(u;, v;)z(v). Reescrevendo (2.29), tem-se

y —X;8;=m+e. (2.30)
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Se os valores (3, sdo conhecidos e relembrando que os valores estimados pela
RGP podem ser escritos como y = Sy, em que S é a “matriz hat’, entao m pode ser

estimado por

h = S(y — X)) (231)

e substituindo esse valor na Equagao (2.29) com um rearranjo, tem-se

z2=QB; +e, (2.32)

em que z = (I - S)y e Q = (I - S)X}, que se resume a um modelo de regressio

classica, com resolucao pelo método de Minimos Quadrados Ordinarios:
Br=(Q'Q)'Q"z= (Xj(I-8)"I-8)X,)'Xj(I-8)'I-S)y. (233)

Observe que z sao os residuos do modelo RGP de y em relacao as variaveis locais
X, e as colunas de Q sao os residuos obtidos ao se ajustar um modelo RGP das
varidveis fixas Xy em relacao as varidveis locais X,. Assim, tem-se os seguintes

passos para estimacgao:

1. Para cada coluna de Xy:
e Aplicar o modelo RGP com X,.

e Calcular os residuos do modelo.
2. Aplicar o modelo RGP de y em X,,.
3. Calcular os residuos do modelo.

4. Aplicar MQO nos residuos do item 2 em relacao aos residuos do item 1, o que

fornece as estimativas de 3.

5. Subtrair y — Xfﬁi'f e aplicar RGP a esse resultado contra X, para obter as

estimativas locais.

Outra adaptacao se refere a abordagem bayesiana, a qual foi proposta por LeSage
(2004)), utilizando a técnica de Monte Carlo via Cadeia de Markov (ou, do inglés,

MCMC - Monte Carlo Markov Chain) para estimar as distribuigbes dos parametros
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nos pontos de regressao. Nesse estudo, mostrou-se que os resultados sao similares
aos obtidos pela aboradagem cléssica, mas com a superficie para os parametros mais
suavizada nos extremos e erros padroes razoavelmente menores (Fotheringham et al.,
2002).

Contudo, para este trabalho as adaptacoes mais relevantes sao aquelas que en-
volvem varidveis respostas nao normais, como os trabalhos ja citados de |Atkinson
et al| (2003), Nakaya et al| (2005) e Silva e Rodrigues| (2014), que introduziram
o modelo de Regressao Geograficamente Ponderada para as distribuicoes Binomial
(logistica), Poisson e Binomial Negativa, respectivamente. Observe que todas as
distribuicoes incorporadas ao modelo RGP sao discretas, e para o caso de dados
continuos e restritos ao intervalo (0, 1), nenhuma delas se mostra adequada, exceto
talvez a RGP-Normal, quando a variavel resposta for simétrica.

Para abarcar adequadamente esses casos e os casos para dados continuos restritos
a qualquer outro intervalo, conforme a problematica exposta no Capitulo 1 deste
trabalho e adicionando a variacao espacial, propoe-se o modelo de Regressao Beta

Geograficamente Ponderada, especificado no Capitulo a seguir.
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Capitulo 3

Regressao Beta Geograficamente

Ponderada

3.1 Introducao

Conforme descrito por Meaney e Moineddin| (2014)), a regressao classica funciona
bem quando os dados de taxas ou proporc¢oes sao simétricos em torno do meio do
intervalo (0,1), mas as simula¢des no Capitulo 1 mostraram que ainda assim pode
haver casos de valores estimados fora do intervalo. Ainda, de acordo com Fleiss et al.
(2013), dados de taxas e proporgdes geralmente sao assimétricos, e, nessa condi¢ao,
a regressao classica tende a ter um pior ajuste, com predicoes fora do intervalo e fuga
as suposicoes de normalidade e de varidancia constante. Sendo assim, a Regressao
Beta tem se mostrado como uma boa alternativa para a modelagem de dados com
essa caracteristica.

Ja para dados que possuem alguma relacdo com o espaco, a regressao cléssica,
por ser um modelo global, falha na identificagao e descricao das relagoes locais entre
as variaveis, podendo inclusive levar a conclusoes espirias, contrarias a realidade.
Nessa situacao, a Regressao Geograficamente Ponderada claramente se sobressai,
evidenciando seu potencial.

Ao unir as caracteristicas dos dois modelos supracitados, o modelo de Regressao
Beta Geograficamente Ponderado (RBGP), objeto deste trabalho, vem com o intuito

de melhor ajustar modelos em que a variavel resposta possui estrutura de depen-
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déncia e/ou variacao espacial, porém esté restrita a um intervalo continuo qualquer,
em especial o intervalo (0, 1), como taxas e propor¢oes, a exemplo dos estudos de
Comber et al. (2012)) e Lawson et al|(2015).

A proxima Secao traz a especificacao do modelo RBGP, bem como do processo
de estimacao dos parametros e de obtencao dos erros padroes. Logo em seguida,
a outra secao traz um modelo alternativo, RBGPg, para contornar uma problemé-
tica encontrada na mensuracao da quantidade de parametros estimados do modelo

RBGP.

3.2 Especificacao do Modelo RBGP

Para a definicao do modelo de Regressao Beta Geograficamente Ponderada, com-
binando as formulagoes dos modelos elucidados nos Capitulos anteriores, considere
que existam n observacoes e k variaveis explicativas e sejam y1, 4o, ..., ¥y, as varia-
veis resposta que seguem a distribuicao beta dada pela parametrizacao em ,
ou seja, restritas ao intervalo (0,1) e com média p; e precisao ¢. O modelo RBGP
é entao obtido ao se assumir que a média da variavel resposta no local i pode ser

representada por

g(m) =mi =Y Bulus, vi)wap + &5, (3.1)
k

em que ¢(.) é uma funcdo de ligagdo que associa o intervalo (0, 1) & reta real, (u;, v;)
representa as coordenadas do i-ésimo ponto no espaco,i = 1,...,n, B(u;,v;) € o
parametro para a k-ésima varidvel explicativa em funcao do local da i-ésima ob-
servacao, r;; ¢ o valor da k-ésima variavel explicativa para o local i e g; é o erro
associado & i-ésima observacao, com suposicao de que sao independentes.

Para a estimacao dos parametros do modelo de Regressao Beta Geograficamente
Ponderada foi considerado o conceito de verossimilhanca local, que em vez de estimar
todos os [k(u;, v;) globalmente, o processo de estimagao é realizado de ponto em
ponto. Considerando o ponto (ug, vg), 0 valor Sk (ug, vg) pode ser aproximado por vy,

como em um modelo de regressao classico, mas considerando apenas as observacoes
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proximas ao ponto (ug, vg). Dessa maneira, tem-se
WL(,70777/€|D) :ZL(VO77’W€|D)wOZ7 (32)
i=1

em que wy; é a ponderagdo espacial em fungao da distancia entre o ponto (u;, v;) € 0
ponto (ug, vp), que pode ser qualquer fun¢ao como as descritas na Sec¢éo 2.3, inclusive
utilizando as mesmas técnicas para definicdo do bandwidth 6timo, e L(vo, ...,V D)

é a verossimilhanca do modelo classico:

k
Yi ="+ Z YiTi; + E;. (3.3)

J=1

Tem-se entao que os estimadores globais v, com base nas observacoes proximas

ao ponto (ug, vg) sdo consistentes e assintoticamente nao viesados para os parametros
locais Sy (ug, vo)-

Assim, como o modelo RBGP usa a distribuicao beta, adaptou-se a verossimi-
lhanca local com a utilizacao da verossimilhanca da regressao beta, e entao a fungao

de verossimilhanca para o modelo RBGP ¢ dada por:
(B, v), ¢) =D Lilp(ui,vi), ¢), (3.4)
i=1

ou, seguindo o conceito de log-verossimilhanca local para o ponto (ug,vp), com as

adaptacgoes necessérias,

Uy, 9) = Zgi(,ui; ¢)woi, (3.5)
i=1
em que, de acordo com o modelo de Regressao Beta,

Ci(pi, @) = log (@) — log I'(pi¢) —log I'((1 — pi) )+

(i — 1) logy; + ((1 — pi)p — 1) log(1 — u;). (3.6)

Por conseguinte, a funcao escore do modelo de Regressao Beta Geograficamente
Ponderada, representada por UT(y,¢) = (U,(v,9),Us(,9)), aqui ¢ obtida pela

diferenciacdo da funcdo de log-verossimilhanca local com respeito aos v; (U, (7, ¢))

o7



ea ¢ (Up(vy,¢)). Com respeito aos v; no ponto (ug, vp), tem-se

86(»77 ¢) - {agi(ﬂiv <Z5) Op; On; }
LY O wo;
Ok Z i O oy

= g\{cb(yf - Mf)ﬁ%k} o (3.7)

(*)

e com respeito a ¢:

ag(;p’ 2 - > {ilyr — ) +log(1 = yi) — (1= p)d) + ()} woi,  (3.8)
=1 (k)

em que, assim como na Regressdo Beta, ¢'(1;) é a derivada de primeira ordem da
fungao de ligagao escolhida, y¥ = log(v;/(1—v;)) e pf = ¥ (1;¢) —((1— ;) @), sendo
¥(.) a fungdo digamma.

Novamente, seguindo o processo de estimagao da Regressao Beta, os parametros
locais v, e o parametro de precisao ¢ podem ser estimados ao se igualar a funcao
escore a 0, mas, como nao ha féormula fechada, pode-se maximizar numericamente
a funcao de log-verossimilhanca local a partir de algum algoritmo nao-linear de
otimizacio, como Newton ou Quasi-Newton, por exemplo. E interessante notar que,
dessa maneira, o modelo RBGP naturalmente acomoda valores diferentes de ¢ para
cada local de interesse, sem contudo considerar um valor de ¢ diferente para cada
observagao nas calibragens locais.

O procedimento de otimizacao, seguindo a Regressao Geograficamente Ponde-
rada classica, também deve ser realizado para cada um dos n pontos, de modo a
obter as superficies de parametros. Para a escolha do bandwidth 6timo, analoga-
mente, pode-se utilizar a validagao cruzada (2.14)) ou o critério de Akaike corrigido,

que para este modelo tem a mesma forma que em (2.15)):

Vl(V1+1)
n—u —1’

AIC, =2y — 20+ 2 (3.9)

mas com log-verossimilhanca obtida pelos valores estimados pelo modelo RBGP, ou
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seja, fi; e ggi, dada por

t= Z[Iog F(Qf;z) — log F(ﬂiﬁgz‘) —logI'((1 — ﬂi)@zgi)'f—

i

(ﬂi(gi —1)logy; + ((1 — ﬂz)él — 1) log(1 — ;)] (3.10)

em que vy representa o nimero de parametros do modelo, obtido com o auxilio da
“matriz hat’.

Os valores iniciais para a otimizagao do vetor de parametros v, que contém os k
parametros para o ponto (ug, vg), € de ¢, que é o vetor de tamanho n com os valores
de ¢ para cada local i, foram adaptados a partir dos valores iniciais utilizados na
regressao beta, mas considerando a matriz de ponderacao local. Para os 7o, 0s
valores iniciais sao as estimativas da regressao geograficamente ponderada cléssica
aplicada na transformagao dos dados pela fungao de ligagdo 9; = g(v;), ou seja,
Yo = (XTWoX) ' XTWiy. Ao se realizar esse calculo para todas as localidades,
obtém-se uma matriz com k linhas e n colunas, na qual cada coluna representa os
parametros iniciais para cada localidade. Da mesma forma, como a regressao beta
produz um valor p; para cada observacao, tem-se que a Regressao Geograficamente
Ponderada ir4 produzir um vetor de pu; para cada local, gerando uma matriz n x n,

e assim, o valor inicial de ¢ para o ponto (ug,vy) é dado por

(1—
Z ,UOt /1'0t 1, (3'11)
UOf

em que i;; ¢ obtido ao se aplicar g~1(.) aos valores ajustados pela regressiao geografi-
camente ponderada tradicional de ¢; em X, isto ¢, fi;; = ¢~ (x:(XTWX) ' XTWyy),

com x; sendo a t-ésima linha da matriz X, e

G0t = [ _ e (3.12)

sendo € o vetor de residuos da RGP de y e v4 representa o ntimero de parametros
estimados no modelo, que é o traco da “matriz hat’.

De posse das estimativas dos parametros, para obter a matriz de informagao de
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Fisher para cada ponto e, consequentemente, os erros padroes dos estimadores, é
preciso obter a esperanca da derivada da funcao escore com respeito a cada um dos

parametros. Assim, para o ponto (ug,vp) tem-se:

0v,¢) _\ ‘{ézgizéhﬁiéhﬁ }
OV£0; < | Opi On; O,

=3 {0 [0 () + (- e (313

=3 { g = ol ) = (1= (1 = )

(3.14)

0*U(v,¢) _ N~ O)
Tor 00

=1

= Z {—u2y (i) + (1 — )" (1 — ps)d) + ' (¢) b wos,  (3.15)

em que (*) e (#*) sdo como definidos em e (3.8), respectivamente, ¢'(.) é a
fungao trigamma, ¢'(y;) é tratado como constante em relacdo a p;, pois g(u;) = n;,
ou seja, considera-se ¢'(y;) em funcgao de n;, e y* e p* sdo os vetores de tamanho n
com elementos g} = log(us/(1 — ) i = (1) — B(1 — i)).

E entdo, considerando que E(y}) = pf, a matriz de informagao de Fisher do

modelo é dada por
Kgs K
K= 7 7% (3.16)
Kop Koy
com Kgg = XT®WZX, Kgy = K}y = X"WTc e Ky = tr(WD). E importante
frisar que aqui W ¢ a matriz de ponderacao espacial completa de tamanho n x n,

que contém todos os pesos com base nas distancias 2 a 2 entre os pontos, ou seja,

o elemento (i,j) dessa matriz contém os pesos em fungido das distancias entre o
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ponto (u;,v;) e o ponto (uj,v;), Vi,j = 1,...,n. Consequentemente, essa matriz
possui diagonal igual a 1, diferentemente da matriz Wy, a qual considera apenas as
distancias para o ponto (ug, vp).

Os demais componentes da matriz de informacao de Fisher sao as matrizes di-

agonais ®, Z, T e D, todas de tamanho n e cujos elementos sao respectivamente

iguais a:
¢ = ¢ (3.17)
. . A 1
i = 0i{ Y (1ichs (1 = f15) i - 3.18
= 0l (ud0) + 0 (1= )00} s (318)
1

.= . 3.19
' 9'(f1:) (819
di = ' (i) 7 + ¢ (1 =)o) (1 — p)” = ¢'(¢) (3.20)

e ¢ é o vetor tamanho n com elementos iguais a
¢ = 0t/ (fuo)ii — ¥/ (1 = u)di) (1 = jii)}. (3.21)

Observe que tudo que depende dos valores estimados ji; e QASZ- deve ser tratado
globalmente, enquanto o que depende de W deve ser tratado localmente. Em termos
computacionais, isso significa que primeiro estimam-se os parametros e a matriz
W, para cada local i, jA& que o processo de estimacao se da ponto a ponto, e de
posse desses valores obtém-se a matriz W completa e por conseguinte a matriz de
informacao de Fisher.

Como esses estimadores sao de méxima verossimilhanca, sob as devidas condigoes
de regularidade e para um grande nimero de observacoes, segue que os estimadores

possuem distribuicao aproximada dada por

~

s ~ Nit1 & K
¢

~

¢

Apos a estimacao, presume-se que os procedimentos para inferéncia e diagnoéstico
sejam andlogos aos discutidos no Capitulo 2, sendo que para a obtencao da “matriz

hat’, importante para a mensuragao do ntimero real de parametros estimados pelo
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modelo (v; = tr(S)), empregou-se a matriz do modelo de Regressao Beta (.26

adaptada aos pesos espaciais:
S = Z\/2X(XTWZX) ' XTWZ!/? (3.22)

em que a matriz Z possui elementos como em (3.18)).

Observe, porém, que nesse caso o traco da “matriz hat’ nao contabiliza a esti-
macao dos ¢ locais, o que pode ser constatado ao se utilizar um bandwidth muito
grande, de modo que o modelo RBGP se iguale ao modelo global de regressao beta,
caso em que o valor do trago dessa matriz tenderd ao niimero de variaveis expli-
cativas do modelo. Assim, as estatisticas que utilizam o ntimero de parametros do
modelo, como o AIC por exemplo, ficam prejudicadas, ja que o traco da “matriz hat”
subestima o real nimero de parametros. Entretanto, assumiu-se como estimativa
que o ntimero de parametros do modelo é v; 4+ 1, mas adicionalmente propoe-se na
proxima Secao um modelo alternativo para tentar controlar melhor essa questao do

nimero de parametros envolvidos no modelo.

3.3 Especificacao do Modelo RBGPg

Como discutido na Secao anterior, o método tradicional para aferir a quantidade
de parametros estimados nao reflete a realidade no modelo RBGP, ja que nao conse-
gue captar a estimacao dos ¢ locais. Assim, uma alternativa encontrada nos moldes
do trabalho de [Silva e Rodrigues| (2014)) foi o modelo de Regressdo Beta Geografi-
camente Ponderada com ¢ global (RBGPg), cuja proposta é justamente utilizar um
modelo em que o valor de ¢ é controlado, ou seja, nao é estimado localmente, mas
sim globalmente.

Entao, o modelo de Regressao Beta Geograficamente Ponderada com ¢ global
considera que existem n observacoes e k varidveis explicativas e que as variaveis
respostas yi, o, ..., Yy, seguem a distribuicao beta dada pela parametrizagao em
, ou seja, restritas ao intervalo (0,1) e com média p;, mas com precisao ¢, para

todas as localidades, o qual é obtido pelo modelo global de regressao beta. O modelo
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RBGPg é entao obtido ao se assumir que a média da variavel resposta no local ¢

pode ser representada por
g(m) = m = Brlus, vi)war + €, (3.23)
k

em que, analogamente ao modelo RBGP, ¢g(.) é uma funcao de ligagdo que associa
o intervalo (0,1) a reta real, (u;,v;) representa as coordenadas do i-ésimo ponto no
espaco,i = 1,...,mn, Br(u;,v;) é o parametro para a k-ésima variavel explicativa, em
funcao do local da i-ésima observacao, x;;. é o valor da k-ésima variavel explicativa
para o local i e €; é o erro associado a ¢-ésima observagao, com suposicao de que sao
independentes.

A estimacdo segue o mesmo procedimento que o do modelo RBGP, mas impe-
dindo que ¢ varie localmente, forcando que a cada iteracao do algoritmo de estimacao
¢ seja igual a ¢4. Dessa forma, tem-se a certeza de que o niimero de parametros é
igual ao nimero de parametros das variaveis explicativas mais a contribuicao do ¢
estimado globalmente, ou seja, v; = tr(S) + 1, em que S é a “matriz hat” (3.22)).

Em termos gerais, esse modelo significa dizer que os parametros variam local-
mente, mas a precisao dos dados é fixa no espaco, o que pode nao retratar a realidade,
mas pode ser 1til a depender dos objetivos de quem utiliza o modelo, conforme al-
goritmo para a funcao de ligacao logito, descrito no Apéndice B desta dissertacao,
com realce para a parte de atualizagdo do Newton Raphson na Tabela 3.1} Observe
que para o caso da RBGP o algoritmo é o mesmo a menos da parte que forca o valor
¢ = ¢4, que é o valor estimado para ¢ pelo modelo global de regressao beta.

Com isso, foram abordados os principais aspectos do modelo de Regressao Beta
Geograficamente Ponderada proposto neste trabalho. O proximo Capitulo traz uma
aplicacao para dados reais sobre a proporc¢ao de domicilios que possuem telefone fixo
no estado do Espirito Santo. Para tal, foi desenvolvido um programa na linguagem
SAS/IML que executa tanto a regressao beta quanto a otimizagao do bandwidth via
validagao cruzada e o ajuste do modelo RBGP e RBGPg em si, com opgao de funcao
de ligacao logito, probito, log-log e complemento log-log e de funcoes de ponderacao

exponencial e bi-quadratica, esta fixa e variavel.
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Tabela 3.1: Algoritmo parcial de estimacdo da RBGP e da RBGPg com fungao de
ligacao logito

param = B¢

param™t = param + k~1U

B, ] = param™ 1 : k]

Se for o modelo RBGP, entao faga {
¢ = param" Tk + 1]

}

Se for o modelo RBGPg, entao faca {
¢ = ¢g

}

=1t +1
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Capitulo 4

Estudo de Caso: proporcao de

telefones fixos no Espirito Santo

4.1 Introducao

Este Capitulo traz uma aplicacdo dos modelos de Regressao Beta Geografica-
mente Ponderada propostos no Capitulo anterior em comparacao com o modelo de
regressao classica, o modelo de regressao beta e o modelo de regressao geografi-
camente ponderada considerando a distribui¢ao normal, para fins de verificar sua
performance. Os resultados aqui apresentados foram obtidos com o auxilio do soft-
ware para anélise de dados SAS, e o modelo ora proposto foi ajustado por meio de
programagcao desenvolvida em linguagem SAS/IML deste mesmo software.

A proxima Secao traz uma descricao das varidveis em estudo e nas Secoes seguin-

tes apresentam-se os resultados para o modelos globais e locais, respectivamente.

4.2 Base de dados

Os dados desse exemplo se referem a proporcao de domicilios que possuem tele-
fone fixo nos municipios do Espirito Santo (variavel resposta) em rela¢ao a propor¢ao
de populacao urbana e & proporcao de individuos pobres em cada municipio desse
estado (variaveis explicativas). Esses dados foram obtidos a partir do Censo 2010 do

Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE, 2010) e do Portal Atlas Brasil
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(PNUD et al., 2010), que retine algumas dessas informacoes.

A variavel resposta, proporcao de domicilios que possuem telefone fixo, foi cal-
culada a partir da quantidade de domicilios que possuem telefone fixo dividida pelo
numero total de domicilios particulares permanentes para cada municipio. A varia-
vel explicativa proporcao de populacao urbana corresponde & populacao residente
na area urbana dividida pela populacao total do municipio. J4 a variavel proporcao
de individuos pobres, por definicao, é composta pela proporcao de individuos que
vivem em domicilios particulares permanentes com renda domiciliar per capita igual
ou inferior a R$140,00 mensais no periodo base (agosto de 2010).

As Figuras a exibem a distribuicao espacial das variaveis em estudo,
acompanhadas de suas respectivas medidas descritivas. A Figura mostra como
é a relacao da variavel resposta com o espaco. No mapa, é possivel observar con-
centragcoes maiores no litoral do estado, principalmente ao sul, em volta da capital
Vitoria, e concentracoes menores na parte interior do estado, principalmente a su-
doeste. Essa relagdo é semelhante a relagdo apresentada na Figura [1.2] mas em
maior magnitude nesta. Essas dreas também coincidem parcialmente com as areas
mais claras e mais escuras, respectivamente, da Figura 4.3 a qual apresenta a va-

riavel proporcao de pobres, indicando uma relacao contraria entre essa variavel e as

demais.
n="17 Proporcio de
Telefone Fixo
@1 =0,1079 0,030 - 0,090
_ —0,090 - 0,109
(@2 = 0,1642 —0.113-0.133
_ 0,136 - 0,188
(s = 10,2437 —0.189 - 0,234
Média = 0,1935 =0,235 - 0,284
—0.291 - 0.666

Desvio-padrao = 0,1222
Curtose — 3,06

Figura 4.1: Distribuicao espacial da variavel
proporc¢ao de telefone fixo
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Proporc¢do de

n="17 Populacdo Urbana
Q1 = 0,4953 03760309
Qa = 0, 6348 06090670
s = 0,795 07830573
Média = 0,6362 == 0,880 - 1,000

Desvio-padrao = 0,2064

Figura 4.2: Distribuicao espacial da variavel
proporc¢ao de populacdo urbana

n="77 Proporcdo de Pobres
=0,035 - 0,072
1 =0,1017 =0,079 - 0,104
=0,105 - 0,128
Q2 =0,1374 =0,131- 0,146
=0,146 - 0,176
Q3 = 0,1893 =0,180 - 0,217
=0,218 - 0,298

Média = 0,1456
Desvio-padrao = 0,0616

Figura 4.3: Distribuicdo espacial da variavel
proporcao de pobres
A disposigao das variaveis no espago nas referidas Figuras sugerem a existéncia
de associagao espacial das varidveis, porém, conforme mencionado no Capitulo 2,
apenas a visualizagao dos dados no mapa nao é suficiente para garantir que a asso-
ciagao exista, sendo aconselhavel realizar anélises complementares para conclusoes
mais concretas. Nesse sentido, apresentam-se os diagramas de Moran bem como os
respectivos indices globais nas Figuras [{.4 a [4.6] os quais foram calculados a partir
da matriz de vizinhanca binéria padronizada.
Observe que mesmo com escalas diferentes nos graficos, é possivel perceber que

em todos os diagramas os valores se concentram basicamente no primeiro e terceiro
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quadrantes, & excecao da Figura (populagao urbana), em que os pontos estao um
pouco mais dispersos. Esse comportamento revela uma associacao espacial mode-
radamente positiva para a variavel resposta, com Indice de Moran Global de 0,5, e
também para a variavel explicativa proporc¢ao de pobres, com indice de 0,42. J4 para
a variavel proporcao de populacao urbana verifica-se uma associacao mais baixa, com

indice de 0,3.

WY
0.34

0.29
0.24

0.19
0.14
0.09{ - .
0.04 TR
-0.01] &
e tage |,
-0.06; Agq -t
-0.11} "~

-0.16
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Y
b=0.5 / alpha=26.71°

Figura 4.4: Diagrama de Moran da variavel proporc¢ao de telefone fixo

wY wy
0.4 0.10 ;
. 0.08
0.3
) 0.06 . . .
0.2 .. 0.04 .. c .
0.1 L 0.02 oo
. . "l. -' .
. ol LT 0.00 — L.
0.0 o 002 . 1.
-0.1 S -0.0af
-0.06 ’
-0.2
-0.08
-0.3 -0.10
0.6 -0.4 -0.2 0.0 02 0.4 -0.14  -0.04 0.06 0.16
Y Y
b=0.3 / alpha=16.540 b=0.42 / alpha=23.01°

Figura 4.5: Diagrama de Figura 4.6: Diagrama de
Moran da varidvel propor- Moran da varidvel propor-
¢ao de populacao urbana ¢cao de pobres

Além disso, apresentam-se ainda o mapa de espalhamento de Moran (Figura

e o mapa de Moran (Figurald.§)) para a variavel resposta. O primeiro mostra a relagao
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entre os indices locais, exibindo novamente a relacao de valores mais altos no litoral
e mais baixos no interior. O segundo mostra aqueles locais que sao significativos ao
nivel de significancia de 5% utilizando a aproximagao pela distribui¢do normal. A
existéncia dessas areas provém indicacao de que os dados nao sao estacionarios no

espaco.

I ==High-High ==High-Low
=Low-High —Low-Low
High-High=27.27% High-Low=11.69% il
Low-High=12.99% Low-Low=48.05% I =High-High

Figura 4.7: Mapa de espalha- Figura 4.8: Mapa de Moran
mento de Moran para a propor- (95%) para a proporcao de te-
cao de telefone fixo lefone fixo

4.3 Ajuste dos modelos globais

A partir dessas analises exploratorias, fica mais evidente a existéncia de associa-
cao espacial das variaveis e da nao estacionariedade da variavel resposta no espaco,
sinalizando que modelos globais talvez nao sejam os mais adequados para descre-
ver a possivel relacao entre a varidvel resposta e as variaveis explicativas. Ainda,
de acordo com a Figura que mostra a distribuicao da varidvel resposta, e com
as medidas descritivas a essa variavel relacionadas na Figura [4.T] observa-se que
os dados estao muito concentrados entre 0 e 0,3 e apresentam assimetria a direita,
apontando que a distribuicao normal também pode nao ser a mais adequada.

Nao obstante, ajustou-se para esses dados um modelo de regressao classica e um

modelo de regressao beta com funcao de ligacao logito, que é a mais comum e facilita

69



S}
ul

[*8)
(=)

N
Ul

[\
[=]

Frequéncia

—
Ul

u—
(=]

0
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0
Proporcéo de telefone fixo

.65

Figura 4.9: Distribuicao da variavel proporgao de telefone fixo

a interpretacao. A Tabela [1.I] apresenta os principais resultados para esses modelos.

Observe que todos os parametros foram significativos ao nivel de significancia de

5% e que todas as medidas de ajuste apontam para o modelo beta como preferivel.

Entretanto, cabe aqui destacar que para o modelo de regressao beta utilizou-se

uma medida chamada de pseudo R2, conforme explanado no Capitulo 2, e que por

conta de utilizar metodologias diferentes, deve-se ter cautela ao comparar essas duas

medidas.
Tabela 4.1: Resultados dos modelos globais
Varidvels Regressao Classica Regressao Beta
Estimativa t p-valor | Estimativa t p-valor

Intercepto 0,1011 2,28 0,0257 -2,0744 -8,59 < 0,0001
prop _pobres -0,7891 -5,23 < 0,0001 -5,8998 -6,96 < 0,0001
prop urbana 0,3258 7,23 < 0,0001 2,1567 8,97 < 0,0001
10) - - - 48,5175 6,22 < 0,0001
R?ajustado® 0,6604 0,7141

AlCc -185.0364 -228,3313
Log-Verossimilhanca 95,6526 118,4434

*: pseudo R? para regressio beta
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Analisando os valores dos parametros, conclui-se pelo sinal negativo que quanto
maior for a proporcao de populagao pobre, a tendéncia é que menor seja a proporcao
de domicilios que possuem telefone fixo. De forma contraria, quanto maior for a pro-
porc¢ao de populacao urbana, maior serd em média a proporcao da variavel resposta.
Apesar de ambos os modelos levarem a mesma conclusao, a interpretacao das esti-
mativas nao é a mesma para os diferentes modelos. Como os dados sao continuos,
existe um impulso em interpretar os parametros da regressao beta da mesma forma
que a intepretacao do modelo classico, assim, ressalte-se que os parametros do mo-
delo beta nao devem ser interpretados em seu valor absoluto, como se interpretam
os parametros do modelo classico, mas sim em fun¢ao da razao de chances, ja que
foi utilizada a funcao de ligacao logito.

Observe a diferenca nas interpretagoes: no modelo classico, o aumento de 10
pontos percentuais na proporcao de pobres mantida a outra variavel explicativa
constante diminui em média 7,8 pontos percentuais na variavel resposta (—0, 7891 x
0,1), j&4 0 mesmo aumento na propor¢ao de populacao urbana nas mesmas condi¢oes
implica aumento médio de 3,2 pontos percentuais (0,3258 x 0,1). Por outro lado,
para o modelo de regressao beta, a interpretagao via razao de chances indica que um
aumento de 10 pontos percentuais na proporcao de pobres diminui em média 44% a

(e~5:8998x0.1 _ 1)

chance de um domicilio possuir telefone fixo , com a outra variavel

explicativa constante, enquanto que o mesmo aumento na variavel proporcao de
populacdo urbana aumenta em média 24% a chance de um domicilio possuir telefone
fixo (e21967x0.1 _ 1)

As Figuras a compoem a andlise dos residuos para os modelos em tela.

, desde que a proporcao de pobres seja mantida constante.

As duas primeiras Figuras visam verificar a adequagao dos residuos a distribuicao
normal, uma das premissas do modelo classico. Pelos gréaficos e pelos testes Shapiro-
Wilk de normalidade, percebe-se que os residuos do modelo classico (Figura
apresentam maior fuga a normalidade que os residuos do modelo beta (Figura ,
embora para o modelo de regressao beta nao existam suposi¢oes para a distribui-
cao dos erros. Além disso, a Figura [4.12] apresenta o diagrama de residuos contra
os valores preditos para o modelo classico, no qual é possivel observar que existem

valores preditos negativos, os quais nao deveriam existir por se tratar de uma pro-
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porcao, e acabam ratificando os resultados obtidos pela simulagao no Capitulo 1
desta dissertacao. Ainda, observa-se que existe também uma tendéncia nesses resi-
duos, o que geralmente é sinal de ma especificacao do modelo e é cléssico indicativo
de associacao espacial. Ja o modelo de regressao beta mostrou melhor ajuste que
o modelo classico, ja que de fato os residuos possuem menor amplitude e mesmo
que ainda seja possivel observar um certo padrao em seu grafico (Figura , este

parece acontecer em menor grau que no modelo classico.
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Residuo Residuo
p-valor Shapiro-Wilk: 0,0172 p-valor Shapiro-Wilk: 0,0917
Figura 4.10: Distribuicao dos resi- Figura 4.11: Distribuicao dos resi-
duos do modelo classico duos do modelo beta

Mais ainda, a disposi¢ao desses residuos no mapa do estado de Espirito Santo
revela que o ajuste nao foi homogéneo no espaco e que os locais com maiores residuos
absolutos sao justamente aqueles onde o indice de Moran local apontou significancia,
ou seja, hé indicativo de que para esses locais os parametros nao devem ser os mesmos
que para os demais (Figuras e [£.15). Isso pode significar, por exemplo, que a
proporcao de pobres influencia a proporcao de telefone fixo em outra magnitude
nessas localidades. Nessas Figuras, apresentam-se ainda os indices de Moran para
esses residuos, que indicam ainda alta correlacao (de 0,43 para o modelo cléssico e
de 0,41 para o modelo beta). Esse calculo sera importante para comparar com os

modelos locais e verificar se houve diminuicao dessa correlacao nos residuos, caso
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Figura 4.12: Residuos pelos valores
preditos do modelo classico

Residuo Classico
—-0,1354 - -0,0732
=-0,0732 --0,0370
=-0,0370 - -0,0146
=-0,0144 - 0,0025
=0,0046 - 0,0347
=0,0362 - 0,0617
=0,0674 - 0,2665
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Figura 4.14: Disposicao espacial dos
residuos do modelo classico
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Figura 4.13: Residuos pelos valores
preditos do modelo beta

Residuo Beta
—-0,1204 - -0,0555
=-0,0550 - -0,0309
=-0,0280 - -0,0127
=-0,0117 - 0,0109
=0,0111-0,0260
=0,0263 - 0,0554
=0,0556 - 0,1969

1=0,41

Figura 4.15: Disposigao espacial dos
residuos do modelo beta

em que a correlacao espacial foi agregada na estimacao do modelo.

De forma complementar e seguindo a orientagao de |Cribari-Neto e Zeileis (2010)

sobre a nao utilizagao dos residuos puros no modelo beta, analisou-se por fim os

73



residuos padronizados ([1.24) tanto para o modelo beta quanto para o modelo classico

com o auxilio das Figuras a

Residuo padronizado

Residuo padronizado

-2 -2 et
01 00 01 02 03 04 05 01 00 01 02 03 04 05
Valor predito Valor predito
Figura 4.16: Residuos padroniza- Figura 4.17: Residuos padroniza-

dos pelos valores preditos do modelo
beta

dos pelos valores preditos do modelo
classico

Para o modelo beta, os residuos padronizados aparentam ser um pouco mais
aleatorios que os residuos puros, com menor indice de Moran. Ja para o modelo
classico, nao houve alteracao no indice de Moran e novamente apresentou maior
amplitude que os residuos do modelo beta.

Considerando suficientes para comparacao as analises dos modelos globais, a

proxima Secao apresenta os resultados para os modelos locais.
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Residuo Padronizado
Beta
=-1,9982 - -0,9896
=-0,9691 - -0,6182
=-0,5955 - -0,2638
=-0,2564 - 0,2117
=0,2348 - 0,4988
=0,5023 - 1,0400
== 1,0863 - 2,9272

Residuo Padronizado
Classico
—-1,8994 - -1,0276
=-1,0264 - -0,5189
=-0,5186 - -0,2050
=-0,2026 - 0,0350
=0,0641 - 0,4871
==0,5085 - 0,8653
=0,9457 - 3,7390

1=0,43 1=0,35

Figura 4.18: Disposicao espacial Figura 4.19: Disposicao espacial
dos residuos padronizados do modelo dos residuos padronizados do modelo
classico beta

4.4 Ajuste dos modelos locais

As constatacoes da Secao anterior apontam para a utilizagao de um modelo lo-
cal no lugar de um modelo global. Sendo assim, ajustou-se o modelo de Regressao
Geograficamente Ponderada (RGP) e o modelo de Regressao Beta Geograficamente
Ponderada, tanto com ¢ local (RBGP) como com ¢ global (RBGPg), todos consi-
derando a matriz de ponderacao exponencial fixa com otimizacao do bandwidth por
meio da Secido Aurea com validacio cruzada, conforme apontam as Figuras a
Adicionalmente, os modelos que levam em consideracao a distribuicao beta
utilizaram funcao de ligacao logito.

Corroborando as conclusdes dos indices locais, a Tabela[1.2) apresenta um resumo
dos resultados para os modelos locais, que foram consideravelmente melhores que os
resultados dos modelos globais, ndo apenas pelas medidas aferidas, mas também pela
adequacao a natureza espacial dos dados. Lembrando ainda que aqui também foi
utilizada a medida pseudo R? para os modelos RBGP e RBGPg, logo, a comparac¢io
dessa medida com a R? do modelo RGP deve ser realizada com precaucao, utilizando-

a sempre que possivel em conjunto com outras medidas de ajuste.
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Figura 4.22: Otimiza-
cao do bandwidth para
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Tabela 4.2: Resultados dos modelos locais

Varidveis RGP RBGP RBGPg
Min.  Média  Max. Min. Média  Max. Min. Média  Max.

Intercepto -0,0218 0,0589 10,1912 | -2,4589 -2,2256 -1,8918 | -2,4273 -2,2222 -1,9020
prop_ pobres -1,0788 -0,5058 0,0530 | -6,4385 -5,1115 -3,3263 | -6,4076 -5,1577 -3,6052
prop urbana 0,0849 0,3238 0,4699 | 1,1951 22149 24916 | 1,2481  2,2227  2,4870
10) - - - 43,8898 57,7713 81,5703 | 48,5175 48,5175 48,5175
R?ajustado™ 0,8101 < 0,7731* 0,7701
AlCc -203.6208 > —248.2436* -242.0002
Log-verossimilhanca 165,9224 133,1329 129,6081
# de parametros 18,9697 > 7,9622* 7,6419
bandwidth 51,9476 117,8854 123,7369

*: como nao se sabe exatamente o numero de pardmetros estimados pelo modelo, néo é possivel
precisar estes valores, os quais contabilizam apenas 1 parametro para a precisao ¢ para fins

comparativos.

*%: pseudo R? para regressio beta.

De fato, observa-se que o modelo RGP conseguiu ainda boas medidas de ajuste

para esses dados. Ao contrario do modelo global, este modelo local nao produziu

predicoes fora do intervalo, conforme pode ser verificado na Figura Entretanto,

em comparacao com os modelos locais que levam em consideracao a distribuicao

beta, o modelo RGP peca no excesso de parametros necessarios para o ajuste, quase

o dobro em relacao ao modelo RBGPg, o que acaba por penalizar o AICc da RGP,

medida a qual foi pior que na regressao beta global e deixa a vantagem para os

modelos propostos neste trabalho, a saber RBGP e RBGPg. Estes, por sinal, tiveram

performances muito semelhantes entre si, como pode ser observado pelas medidas

descritivas da Tabela 4.2 e também pela andlise dos residuos com auxilio das Figuras
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4.24] [4.25] [4.27] [4.28] [4.30] e [£.31] Isso mostra que para esse estudo de caso em

especifico, utilizar o parametro de precisao estimado pelo modelo global nao gera
muito prejuizo para a analise.

Sobre os residuos, as Figuras a [4.25] junto com os resultados dos testes de
normalidade mostram que os residuos do modelo RGP sao os que trazem maior fuga
a normalidade, em comparacao com os modelos RBGP e RBGPg, o que também
ocorreu para os modelos globais. As Figuras a apresentam os residuos
contra os valores preditos para cada um dos modelos. De modo geral, observa-se
que ainda ha um certo padrao semelhante em todos, mas o modelo RBGP parece

ser o mais aleatorio. Nos mapas de distribuicao espacial dos residuos para os trés

modelos (Figuras [4.29] [4.30[ e 4.31)) encontram-se ainda os indices de Moran para os

respectivos residuos. Observe que as referidas Figuras refletem exatamente o que se
espera ao se considerar o indice de Moran. Todos os modelos diminuiram o indice
calculado para os modelos globais, mas o modelo RGP mostrou melhor resultado,
j& que se apresenta com maior aleatoriedade no espacgo. Isso pode ocorrer porque
globalmente os dados sdo assimétricos, conforme a Figura [1.9] mas localmente os
dados podem ser bem comportados e nao espelhar a realidade global. Nos residuos
da RBGP e da RBGPg, embora seja possivel identificar areas mais concentradas, o

indice reduziu em mais da metade.
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Figura 4.23: Distri- Figura 4.24: Distri- Figura 4.25: Distri-
buicao dos residuos do buicao dos residuos do buicao dos residuos do
modelo RGP modelo RBGP modelo RBGPg

Da mesma forma que na Se¢ao anterior e de modo suplementar apresentam-se nas
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Figura 4.26: Residuos
pelos valores preditos
do modelo RGP
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Figura 4.29: Disposicao
espacial dos residuos da
RGP
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Figura 4.27: Residuos
pelos valores preditos
do modelo RBGP
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Figura 4.30: Disposicao
espacial dos residuos da
RBGP
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Figura 4.28: Residuos
pelos valores preditos
do modelo RBGPg
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Figura 4.31: Disposicao
espacial dos residuos da
RBGPg

Figuras a[4.37) os residuos padronizados contra os valores preditos e a disposigao

espacial dos mesmos para os modelos em analise. Note que o padrao observado nessas

Figuras ainda segue o padrao obtido a partir dos residuos puros, mas para o caso

dos modelos que levam em consideracao a distribuicao beta os respectivos indices

de Moran diminuiram ainda mais ao serem calculados sob os residuos padronizados,

acompanhando o que foi obtido também no caso dos modelos globais.

Para completar a anilise desses modelos, apresentam-se ainda os parametros

que foram significativos ao nivel de significancia de 5% nas Figuras a |4.46| de

acordo com o trabalho de |da Silva e Fotheringham| (2015)), com adaptagao do fator
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Figura 4.32: Residuos
padronizados pelos valo-

res preditos do modelo
RGP

Residuo Padronizado
=-1,8405 - -1,0249
=-1,0042 - -0,4043
=-0,3841 - -0,1428
=-0,1401 - 0,1100
=0,1194 - 0,3170
=0,3216 - 0,6413
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Figura 4.35: Disposicao
espacial dos residuos pa-
dronizados da RGP
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Figura 4.33: Residuos

padronizados pelos valo-
res preditos do modelo
RBGP

=-1,6538 - -1,1294
=-0,9745 - -0,5472
=-0,4603 - -0,2410
=-0,2197 - 0,0909
=0,1049 - 0,3773
=0,4039 - 0,7543
=0,8296 - 3,1355
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Figura 4.36: Disposicao
espacial dos residuos pa-
dronizados da RBGP

Residuo padronizado

0.0 0.2 0.4 0.6
Valor predito

Figura 4.34: Residuos

padronizados pelos valo-
res preditos do modelo
RBGPg

=-1,6992 - -1,0046
=-0,9743 - -0,5144
=-0,4908 - -0,2392
=-0,1826 - 0,0917
=0,0925 - 0,3535
=0,4051 - 0,6634
=0,6776 - 3,0688

1=0,17

Figura 4.37: Disposicao
espacial dos residuos pa-
dronizados da RBGPg

de corre¢do de k/vy para (k+ 1)/(v; + 1) devido & contribui¢do do parametro de
precisao, novamente subestimado para o modelo RBGP.

Em suma, esses parametros indicam que de fato pode haver heterogeneidade na
relagao entre a variavel resposta e as variaveis explicativas no espago, mas ideal-
mente espera-se que mesmo com a variacao local, os parametros fiquem em torno
da meédia apresentada pelos modelos globais na Tabela A partir desse enten-
dimento, a primeira circunstancia que chama a atencao é que para o modelo RGP

nenhum intercepto foi significativo (Figura |4.38)), contrariando os resultados de seu
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equivalente modelo global. Fora esse caso, os demais parametros desse modelo e dos
demais estao em volta do valor médio global.

Além disso, pode-se dizer de modo geral que nas regioes mais escuras das Figura

14.390 [4.42|e|4.45] a proporcao de pobres influencia com mais intensidade na proporgao

de domicilios que possuem telefone fixo em relacao as regioes mais claras, mas em

todo o caso, influencia sempre diminuindo essa proporcao. J& o sinal positivo nas

Figuras[4.40] [4.43| e [4.46|indica que a proporcao de populacao urbana contribui para

que haja maiores proporcoes de domicilios que possuem telefone fixo, principalmente
nas areas mais escuras. Observe que essas ilacoes estao de acordo com aquelas
concluidas pela analise dos modelos globais e ainda vao além, indicando em quais
regioes a variavel resposta é mais ou menos suscetivel a mudancas nessas variaveis
explicativas.

Novamente, como foi utilizada a funcao de ligagao logito nos modelos que depen-
dem da distribuicao beta, tem-se a opcao de interpretar esses parametros em funcao
da razao de chances, sem deixar de considerar a escala das variaveis respostas. Por
exemplo, de acordo com o modelo RBGP, tem-se que em média o aumento em 10
pontos percentuais na proporc¢ao de populacdo urbana aumenta em média 24,8% a

60,1x2,2149)

chance de um domicilio possuir telefone fixo ( , mantida a outra variavel

inalterada.

Proporcédo de Urbana

=0.24488 - 0.31712
=0.32700 - 0.34705
=0.34718 - 0.35598
=0.35790 - 0.38272
=0.38507 - 0.43121
=0.43556 - 0.46988

Proporcao de Pobres

=-1.07880 - -0.97668
=-0.92094 - -0.81902
=-0.78982 - -0.70629
=-0.66652 - -0.64084
=-0.60818 - -0.54510

Figura 4.38: In-

terceptos signifi- Figura 4.39: Parametros Figura 4.40: Parametros
cativos a 5% na prop _pobres significativos a prop urbana significativos
RGP 5% na RGP a 5% na RGP

Adicionalmente, para o modelo RBGP faz-se importante analisar ainda a distri-
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Intercepto

=-2.45895 - -2.36570
=-2.35559 - -2.30603
=-2.30546 - -2.24714
=-2.24639 - -2.20553
=-2.20459 - -2.17352
=-2.16456 - -2.12487
=-2.11932 - -1.89182

Proporgao de Pobres
—=-6.43855 - -5.84566
=-5.84540 - -5.58748
=-5.57453 - -5.35574
=-5.29704 - -5.14358
=-5.12892 - -4.93808
=-4.92832 - -4.83579
=-4.83486 - -3.47003

Proporg¢ao de Urbana
=1.44038 - 1.90848
=2.01901 - 2.27033
=2.30925 - 2.35150
=2.35179 - 2.39114
=2.39201 - 2.41385
=2.41470 - 2.44561
=2.44673 - 2.49163

Figura 4.41: Intercep- Figura 4.42: Parametros Figura 4.43: Parametros
tos significativos a 5% na prop_pobres significati- prop_urbana significati-
RBGP vos a 5% na RBGP vos a 5% na RBGP

Intercepto 9 “:~' Proporgao de Pobres

=-2.42728 - -2.35592 -6.40760 - -5.83720
=-2.35384 - -2.29049 =-5.80902 - -5.54658
=-2.28570 - -2.24676 =-5.54329 - -5.36534
=-2.24619 - -2.21421 =-5.33217 - -5.14775
=-2.20416 - -2.17129 =-5.12531 - -4.98360
=-2.17101 - -2.13496 =-4.97562 - -4.86582
=-2.12280 - -1.90199 =-4.84151 - -3.73239

Proporg¢ao de Urbana

=1.49421 - 1.93176
=2.03213 - 2.25939
=2.29752 - 2.36032
=2.36126 - 2.38965
=2.39016 - 2.41072
=2.41083 - 2.43924
=2.44511 - 2.48697

Figura 4.44: Intercep- Figura 4.45: Parametros Figura 4.46: Parametros
tos significativos a 5% na prop_pobres significati- prop_urbana significati-
RBGPg vos a 5% na RBGPg vos a 5% na RBGPg

buicao espacial dos parametros de precisao ¢ significativos ao nivel de significancia
de 5%. Observe na Figura que os valores variam bastante, de 43 a 81 aproxi-
madamente. Os maiores valores encontram-se ao norte do estado, indicando menor
variacao nesses municipios. J& as areas mais claras possuem menor precisao e, por-
tanto, maior variancia. Observe ainda que esse parametro foge mais ao valor médio
do modelo global. Vale citar ainda que esse parametro foi avaliado somente para
o modelo RBGP, pois no modelo RGP esse parametro nao existe e para o modelo
RBGPg esse valor é constante em todos os municipios.

Por fim, a Tabela[f.3|traz os resultados dos testes de pseudo-significancia para 999
aleatorizacoes para os parametros dos modelos, a fim de verificar a estacionariedade
dos mesmos, ou seja, se a variacao deles é tao pequena de modo que poderiam

ser descritos por um valor constante em vez de variar localmente. Observe que a
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=46.80889 - 49.63439
/ =49.70033 - 54.09073
=54.16066 - 58.57433
=58.93366 - 64.01132
=04.10092 - 69.96380
=70.65332 - 81.57034

Figura 4.47: Parametros ¢ significativos a 5% na RBGP

indicacao em todos os testes é de nao rejeicao da hipotese nula de estacionariedade, e
que portanto um modelo global seria uma escolha mais acertada visando ao principio
da parcimonia. Entretanto, note que apesar de nao rejeitar a hipotese nula, os
modelos RBGP e RBGPg possuem p-valores menores que os do modelo RGP e que

para a variavel proporcao de populagao urbana a hip6tese nula poderia ser rejeitada

se fosse utilizado um nivel de significancia de 15%, por exemplo.

Tabela 4.3: Teste de pseudo-significAncia para estacionariedade dos pardametros

RGP RBGP RBGPg
Variaveis p-valor: p-valor: p-valor:
Pseudo-Significancia | Pseudo-Significancia | Pseudo-Significancia
Intercepto 1 0,81 0,792
prop__pobres 0,869 0,522 0,523
prop_urbana 0,735 0,139 0,124
0] - 0,201 1

Findas as analises, observa-se o potencial dos modelos propostos nesta disserta-

¢ao, principalmente onde o modelo RGP falhou em suas premissas, e cumpre-se o
objetivo de prover uma técnica de andlise alternativa as ja existentes, mas que nao
se adequam totalmente aos dados analisados, quais sejam provenientes de taxas ou

proporcoes com dependéncia espacial.
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Capitulo 5

Conclusoes

De longa data tem-se a consciéncia de que abordagens globais para modelar
interacoes espaciais podem ocultar muitas informacoes importantes, mas apenas
com a evolu¢ao tecnologica nas ultimas décadas houve uma evolucao nas técnicas
para visualizacao, diagnostico e modelagem de dados espaciais, as quais agregam
muito mais conhecimento sobre os fenémenos que possuem relacao com o espaco.

Este trabalho vem corroborar esse pensamento, ja que a Regressao Beta Geogra-
ficamente Ponderada ora proposta, sendo um modelo que gera estimativas locais,
fornece informagoes mais detalhadas sobre o espaco em conjunto com uma solucao
intuitiva na interpretacao da nao estacionariedade, as quais nao seriam evidencia-
das nas estatisticas globais. E por considerar a natureza dos dados provenientes de
taxas ou proporcoes, o modelo RBGP se adequa melhor a dados que possuem essa
condi¢ao em comparacao com o modelo de Regressao Geograficamente Ponderada
Classico, por exemplo, que apesar de se mostrar com bom ajuste, apresenteou fuga

a suposicao de normalidade, conforme aplicacao desenvolvida no Capitulo 4.

5.1 Limitacoes do trabalho

A maior limitacao do trabalho foi com relacao & mensuracao do namero de pa-
rametros locais de precisao. A alternativa ora proposta, o modelo RBGPg, obteve
boa performance na aplicacao do Capitulo 4, porém é evidente que ela nao é ideal,

principalmente por utilizar uma estimativa proveniente de um modelo global, sem
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considerar que os outros parametros sao locais.

Uma segunda limitacdo seria a otimizacdo por Secdo Aurea, a qual pode levar
a otimizac¢oes em pontos de minimos locais em vez de globais, nao apenas na RGP,
mas também em outras aplicacoes.

Houve também um intento em adaptar o teste de Leung (Leung et al., 2000) para
verificar a estacionariedade dos parametros na RBGP, porém constatou-se que a apli-
cacao para a RBGP nao é tao direta, visto que as suposicoes adotadas pelos autores
se utilizam da estimacgao em forma fechada dos parametros, (X7 WX) 'XTWY, o
que nao ocorre na regressao beta e portanto exige maior foco do pesquisador nesse

assunto, o que nao é propriamente alvo desta dissertacao.

5.2 Trabalhos futuros

Em suma, o modelo RGBP se beneficia de muitos aspectos que ja foram aborda-
dos no contexto da Regressao Geograficamente Ponderada e da Regressao Beta, mas
ha ainda outros temas cuja execucao exige adaptacoes mais elaboradas, que podem

ser temas de trabalhos futuros, como por exemplo:

e Modelo Semiparamétrico, que envolve estimacao tanto de coeficientes locais
como de globais no mesmo modelo, diferentemente do modelo RBGPg aqui

proposto, que utiliza o parametro de precisao estimado pelo modelo global.
e Modelo que permite a existéncia de valores extremos.
e Modelo com uma abordagem bayesiana.

e Modelo para dados restritos a qualquer outro intervalo da reta. Conforme visto
no Capitulo 1, nada obsta que o modelo de regressao beta seja aplicado para
dados restritos a qualquer outro intervalo da reta, desde que seja realizada
a devida transformacao, o que nao foi testado para o modelo RBGP nesta

dissertacao.

e Explorar outras funcoes de ponderacao espacial ou funcgoes de ligacao e os

efeitos destas sobre o ajuste.
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Estudar a distribuicao do erro do modelo.

Estudar a performance e/ou propor outras técnicas de otimiza¢do para o

bandwidth.

Adaptar o teste de Leung, se possivel de modo a incluir a avaliacao dos para-

metros de precisao ¢.

Formalizar técnicas para identificar e lidar com observacgoes discrepantes, mul-
ticolinearidade e outros problemas que podem surgir na adequabilidade e no

ajuste do modelo.

Implementar e estudar outros residuos da regressao beta no contexto da RBGP.
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Apéndice A

Estimacao, inferéncia e diagnostico
da Regressao Beta com funcao de

ligacao logito

n = numero de linhas de y

Ytransformado = y = g(y> = log(y/(l - y))

ﬁinicial = (XTX)iley

e = 5’ - X/Binicial

[l’ = g_l(XBinicial> = exp(Xﬁinicial)/<1 + ewp(X/Binicial))
g(p)=1/p)+(1/(1—p))

&2 = eTe

(n—k)g' (1) #g' (1)

¢inicial =0

Para i = 1 até n faca{

Dinicial = Pinicial + [[1)(1 — f[i])/(ne>[d])

}
/8 = ﬁinicial
¢ = ¢inicial -1

Funcao de Maxima Verossimilhanca:
max_like(3, ¢)={
logverl = lgamma(pp)
logver2 = lgamma((1 — p)o)
logver3 = (¢pp — 1)#tlog(y)
logverd = (1 — )¢ — 1)#log(1 — y)

logver =0
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Para i = 1 até n faca {
mazx_like = logver + lgamma(¢) — logverl|i] — logver2[i] + logver3|i] + logverA]i|
}
¥
it=0
dif=1
Enquanto (|dif] > 1078 e it < maxit) faca {
p=g " (XB) =exp(XB)/(1+ exp(XP))
g'(p) = (1/p) + (1/(1 = p))
y* =log(y/(1-y))
pt = (pd) — (1 — p)o)
T = diag(1/9'(p))
c = ¢ (no)#p — (1 — p)d)#(1 — p))
Z = diag((p0" (ne) + ¢v"(1 — n)¢)) /(g (k) #g' (1))
D = diag(¥"(g'(p)0)#9 ()#g (1) + " (1 — ¢'(r)9)#(1 — ¢'(r))#(1 — g'(n)) — ¥"(9))

ksg = »XTZX

kss = X' Tc

kgp = tr(D)

km = (kgs|[kss)// (Kfyl[koo)
k™! =km™'

Us(B,¢) = o(X"T(y* — p*))
Us(B,¢) =0

Para i = 1 até n faga {

Us(8.6) = Up(8.0) + ulil(y" il i) + Log(1 —uli) — /(1 = pfi)0) +/(6)
}
U = Up(B,9)[|Us(B, ¢)

param = B||¢
param™t = param + k~'U
dif = max_like(param) — max_like(param™*')
8- g
¢ — ¢n+1
=1t +1
}
Inferéncia:
o = Jvecdiag(k=1)
tstat = (B//9)/o
probt = 2(1 — probt(|tstat|,n — k))
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Residuos e diagnostico:

n=XpB

pseudoR? = corr(n,y)?

oddsratio = exp(B[2 : nrow(B)])

y = exp(n)/(1 + exp(n))

res=y—y

Deviance residual:
lgammalt = lgamma(¢y)
lgamma2t = lgamma((1 —y)o)
lgamma3t = (¢y — 1)#log(y)
lgammadt = ((1 —y)¢ — 1)#log(1 —y)
lgammal = lgamma(op)
lgamma2 = lgamma((1 — p)9)
lgamma3 = (pp — 1)#tlog(y)
lgammad = ((1 — p)¢ — 1)#tlog(1 —y)

~

Ci(fig, @) = lgamma(p) — lgammalt — lgamma2t + lgamma3t + lgammadt
6, @) = lgamma(¢p) — lgammal — lgamma2 + lgamma3 + lgamma4
rf = sgn(y — ) #sqrt (2| (fis — Le(ji, (§>|)
Residuo padronizado:
var(y) = p#(1 — p) /(1 + ¢)
e = (y — w)/sqri(var(y))
Generalized leverage:
M = diag(1/(y#(1 —y)))
9"(w) = 1/((1 = w)#(1 = p)) — (1/(u#p))
Q = diag((¢(¢'(pe) + ¢'(1 = p)@)) + (y* — n)#9" (1) /9 (1) /9" (R)#9 (1))
f=c—(y" —u)
v=tr(D) — (1/¢)fTTTX(XTQX)_1XTTf
b=—(y—pn)/(y#(1-y))
GL(B) = TX(XTZX)"'X"TM
GL(B,¢) = vecdiag(GL(B) + LTX(X"QX)~ X Tf(f" TX(X"QX)'X"TM — b7))
Cook:
H = vecdiag(sqrt(Z) X (XTZX) X sqrt(Z))
cookD = Hft(r,r,)/(k(1 — H)#(1 — H))

lgamma(.) = log(T'(.))
#: multiplicacao elemento por elemento

diag(.): matriz diagonal com os elementos do vetor
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Y’(.): fungio digamma

" (.): fungdo trigamma

|: concatenar horizontal

//: concatenar vertical

vecdiag(.): vetor com a diagonal da matriz
probt(.): probabilidade da distribuigao t de student

corr(.): correlagdo
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Apéndice B

Algoritmo de estimacao da RBGP e
RBGPg com funcao de ligacao logito

n = nimero de linhas de y
Ytransformado = ¥ = 9(y) = log(y/(1 —y))
Parai=1.....,n faca {
Para j =1.....,n faga {
wilj, j] = k(dy)

}
Binicial: 1] = (XTWiX) "I XTW;y
ylil = X[i, |Biniciail,

6=y

Ninicial = XBinicial

=g~ (n) = exp(n)/(1 + exp(n))
g'(p) = (1/p) +(1/(1 - f))

eTe

(n—v1)g'(R)#9' (12)
Se for o modelo RBGP, entao faga {

¢im‘cial =0
Para i = 1 até n faca{

&% =

Para j = 1 até n faca{
Biniciarll] = Piniciald] + B17,1)(1 — pl5,4])/ (n62[4,4])
}
}
D = Piniciar — 1
¥
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Se for o modelo RBGPg, entdo faca {
¢ = repita ¢, n vezes

}

B = Binicial

Funcao de Maxima Verossimilhanca:

max_like(3, ¢)={
logverl = lgamma(¢p)
logver2 = lgamma((1 — p)¢)
logver3 = (¢pp — 1)#log(y)
loguerd = (1 — p)¢ — 1)#log(1 —y)
logver =0

Para i = 1 até n faca {
mazx_like = loguer+
+(lgamma(¢) — logverl[i] — logver2[i] + logver3[i] 4+ logverA[i])w]i, i]
}
}

Parai=1.....,n faca {
Para j =1.....,n faga {
wilj, 7] = k(dij)
¥
it=0
dif=1
Enquanto (|dif| > 1078 e it < maxit) faga {
p =g "(XB[i]) = exp(XB[,1]) /(1 + exp(XB,]))
g'(w) = (1/p) + (1/(1 — p))
y*=log(y/(1-y))
pr =1 (poli]) — ' (1 — p)dlil)
T = diag(1/9'(n))
c = Q[i| (V" (p@li))#n — " ((1 — p)@li)#(1 — p))

" ($li])
D = W,diag(d)
kss = B[] XTWZX
kss = XTWTc
kyy = tr(D)
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km = (kgp|kgy)// (K, |[kes)

k! =km™!
Us(B,¢) = oli|(XWTT(y* — p*))
Us(B,¢) =0

Para [ = 1 até n faga {
Us(B,9) = Us(B,0) + pll](y*[l] = p*[I]) + log(1 — y[l]) — &' (1 — pll])@[i]) + ' (#li])
}
U = Up(8.9)||U(8. )
param = B||¢
param™t = param + k~'U
dif = max_like(param) — max_like(param™*)
B, i = param™[1 : k]
Se for o modelo RBGP, entao faga {
¢ = param™ Tk + 1]
}
Se for o modelo RBGPg, entao faca {
¢ = ¢
}
it=1t+1
}
}

[i,7]: indica o elemento da linha i e coluna j de uma matriz
k(.): funcao de ponderagao

d;;: medida de distancia entre o ponto 7 e o ponto j

#: multiplicacao elemento por elemento

lgamma(.) = log(T'(.))
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