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Resumo

O estudo de novas distribuicoes se faz necessario a medida em que nos deparamos
com dados que muitas vezes possuem peculiaridades que nao se encaixam em dis-
tribuigoes ja conhecidas.

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar novas distribuicoes assimétricas e
simétricas, suas propriedades e aplicagoes com dados reais.
Palavras Chave: Funcao H, funcio Hipergeométrica, funcoes de distribuicao e den-

sidades simétricas e assimétricas, estimadores de mdxima verossimilhanca.



Abstract

The study of new distributions is necessary when we are faced with data that
often do not fit known distributions.
The aim of this work is to present new skew symmetric and asymmetric
distributions, their properties and applications with real data.
key words: H-function, Hypergeometric function, skew and symmetric distribu-

tions and densities functions, maximum likelihood estimation.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O trabalho trata de novas distribuicoes simétricas e assimétricas e suas pro-
priedades. Por serem distribuicoes que podem assumir formas com caudas pesadas,
podem ser utilizada para séries de dados financeiros e fenomenos naturais como indices
pluviométricos e temperaturas em determinadas localidades ao longo do tempo. Serd
apresentada versao da distribuicao apenas com valores positivos e outra versao para
toda a reta real. Além de uma distribuicao fortemente assimétrica gerada a partir da
distribuicao simétrica.

O objetivo é determinar propriedades da distribuicao, encontrar a densidade,
momentos, funcao caracteristica e determinar estimadores para os parametros a fim
de fazer inferéncia estatistica a partir destas distribuicoes e modelar com dados reais.

O Capitulo 2 apresenta as fungoes matematicas especias da familia Hiper-
geométrica que serao utilizadas para cédlculo de momentos e fungoes caracteristicas.

O Capitulo 3 trata da distribuicao assimétrica e suas propriedades. O Capitulo
4 trata da distribuicao simétrica e suas propriedades.

O Capitulo 5 apresenta versao fortemente assimétrica gerada a partir da versao
simétrica por meio de resultados encontrados em [Azzalini, 1985] (1) e [Fernandez et
al., 1998](7).

O Capitulo 6 trata de aplicacoes com dados reais onde serao ajustadas as

distribuicoes com estimacao de méxima verossimilhanca dos parametros.



Capitulo

Funcoes Matematicas Especiais

2.1 Introducao

Serao apresentadas a fun¢ao H(z) e a fungao Hipergeométrica Generalizada (,F,),
pois alguns resultados para momentos e funcoes caracteristicas das distribuigoes que
serao estudadas adiante utilizam estes tipos de fungoes. A vantagem de utilizar
estas fungoes é que muitos calculos podem ser realizados por meio de implementagcoes

presentes em softwares matematicos como o Maple e o Mathematica.

2.2 A Funcao H(z)

2.2.1 Conceitos e fundamentos - [SPRINGER,1979] (18)

Definigao 2.2.1. A Func¢ao H(z) € definida por um tipo de integral de Mellin-Barnes

(a1,01), ..., (ap, o)

H(z) = Hyy |2 =
(b1s B1)s s (b, By)

/ — Bis) [1jm (1—aj+04j8)
27TZ H] m+1 b +6] ) ] =n+1 F<a’] _Oéjs)

2%ds, (2.1)

onde

0<m<g,

10



0<n<p,

m # 0 oun # 0,

a; >0,7=1,2,...,p,
B;>0j=1,2....q

a; ,comj = 1,2,....p, eb; , com j = 1,2,...,q, sao nimeros complexos tais que
nenhum dos polos de I'(b; — B;s),5 = 1,...,m, coincidam com algum dos pdlos de
I'l—a;j+ajs),j=1,...,n. Também, C' é um contorno no plano complexo percor-

rendo w — 100 a w —+ 100, 1 =/ —1, para algum w real tal que

b +k
5= ,
B
para j=1,....m ek =0,1,... para o lado direito do contorno C e os pontos
a;—1—k
UL
Q;
para j =1,...,nek=0,1,... para o lado esquerdo do contorno C com indentacaoes,

se for mecessdrio para tal separacao.

O contorno C possui as sequintes defini¢oes:

i) Para C = C_ que engloba estritamente os polos de I'(b; — Bjs),j =1,...,m, a
integral converge Vz se p > 0e z# 0 oup=0e0 <z <mn. A integral também

converge se 1 =0, |z| =n e Re(d) < —1, onde
p q
n= {H(ij)_%} {H(ﬁj)ﬁj} :
=1 j=1

q p
= Zﬁj — Zaj’ e
j=1 j=1

q

p J—
5226]-—2@]-4—2%

j=1 j=1

i1) Para C' = Cy que engloba estritamente os pélos de I'(1 —a; — ajs),j =1,...,n,

a integral converge Vz se p<0ez#0oupu=0e |z] >n.

11



iii) Para C' = Cj,eo € um contorno iniciando no ponto w — ioo passando por w + ioo,
onde w € R = (—o00,400) tal que todos os polos de I'(b; — B;s),7 = 1,...,m
sao separados dos polos de I'(1 — a; — «;s),j = 1,...,n, a integral converge se
v < 0,]arg(z)| < gmv,v # 0. A integral também converge se v = 0,w + Re(d) <
—1,arg(z) =0, e z # 0, onde

v:Zaj— Z aj—l-Zﬁj— Z 53‘
j=1 J=1

2.3 A Funcao Generalizada de Gauss [

2.3.1 Conceitos e fundamentos - [SLATER,1966] (17)

Definicao 2.3.1. A Funcao Generalizada de Gauss, denotada por ,Fy, é uma série

de poténcias da forma

1+a1a2...api+al(a1+1)a2(a2+1)...ap(ap+1)z_2+
Dby by 11 by(br + Vbalbs + 1) bylby + 1) 20 7

f: (a1)n(az)n - - - (ap)n < (2.2)
"0 (bl)n(bZ)n e (bq) n' ’

onde ai,as,...,a, sao parametros do numerador e by, by, ..., by sao parametros do
denominador que ndao podem ser inteiros negativos, pois a série nao € definida para

estes valores, z € a varidavel e a e z podem assumir valores reais ou compleros.

Em particular, a fungao generalizada de Gauss é um caso especial da fungao

H:
ay, ..., @
plg Ulz| =
[bl, oy by ]
1—aq,1), Ceey 1—a,l),
Hyp |~ ooy e (2.3)
(071)7 (1_b171)7 ) (1_bq71)

12



2.3.2 A convergeéencia da Funcao Generalizada de Gauss ,[,

A série ,Fj, converge para todos os valores de z real ou complexo quando p < g,

se u, 2" é o n-ésimo termo de série

la; + nl|laz +n|...|a, + n||z|
= by +nllby +n|...|by + n|(1+n)

Un+1

Un

2P~ (1 A+ Jaa| /n) (1 + [aa|/n) . .. (1 + |ay|/n)
(14 1/n)(1+|bi]/n) (1 + |bal/n) ... (14 |by|/n’

e (2.4) tende a zero, quando n — oo, para p < ¢q. Também, se p = g + 1, a série

(2.4)

converge desde que |z| < 1. Também converge quando z = 1, se Re(d ] b; —
i_1a;) >0,ez=—1,se Re(3 7 bj — >0  a;) > —1.Se p > g+ 1, a série nunca

converge, exceto para z = 0, e a funcao é definida apenas quando a série termina,

isto ¢, quando um ou mais dos a parametros é zero ou um inteiro negativo.

2.3.3 A Funcao Hipergeométrica de Gauss > F}

Um caso em especial da funcao hipergeométrica, serd do interesse de nossos

estudos, o F, também conhecida como série de Gauss.

Definicao 2.3.2. A série

abz ala+1)bb+1)22  ala+1)(a+2)bb+1)(b+2) 23
0 dern 2 et D)(ct2) 30

(2.5)

¢ simbolizada por o Fi[a; b; ¢; 2|, onde a,b e ¢ sdo parametros e z a varidvel. Se a ou b
for um inteiro negativo, a série tem um numero finito de termos, e torna-se, de fato,

um polinomio.

2.3.4 Convergéncia da Funcao de Gauss »F;

A série de Gauss, o F], pode ser denotada por

oF1[a; b;c; 2] = Z %, onde (2.6)

13



(a), =ala+1)(a+2)(a+3)...(a+n—1). (2.7)

Por exemplo, (2)5 = 2.3.4.5.6 = 720. Em particular, (a)g = 1 e (1), = nl.

Logo,
I'(a+n)
=" 2.8
(@ = © (28)
lim (a), = (2.9
im (a), = =—. :
n—o0 F(CL)
Se a é um inteiro negativo —m, entao
(@)n = (=m)n, if m >n
e

(@), =0, if m<n

Por exemplo, (—2); = (—2).(—1) = 2, entretanto, (—2)5 = 0.

Entao em oFi[a;b;¢; 2], se a ou b for um inteiro negativo, a série tem um
numero finito de termos, e torna-se, de fato, um polinomio, mas se ¢ é um inteiro
negativo, a funcao nao é definida, uma vez que apenas um ntmero finito de termos

da série torna-se infinito. Temos que

d b
— (2 F1[a; b; ¢; 2]) . Fila+1;b4+1;¢+1; 2]. (2.10)
dz C 2

14



2.3.5 Relagoes Funcionais de 1 F}[a; b; ¢; 2]

Segundo [Temme, 1996] (19), a fungao hipergeométrica satisfaz as seguintes

relacgoes:

oF1[a; b; ;2] = oF1[b;a;¢; 2] (2.11)
oFifa;b;e;z) = (1 —2)7% o Fy {a; c—b;c ﬁ} (2.12)
JFilabiciz] = (1—2)" o F [c—a; b c: Zil] (2.13)
o fasbic; 2l = (1= 2) P 3F [c — a; ¢ — b; ¢; 2] (2.14)

Seja a forma abaixo a Integral de Contorno de o Fi[a; b; ¢; z]. Temos que

I'(c) 1 /7“‘>o [(=s)(a+ s)I'(b+ s)

EFla:b: e 2] = =
2 1[@7 ,C,Z] i F(C+S)

I'(a)l'(b) 2mi (—2)ds (2.15)

ou

o Fy[as by c; 2] = %% /_7 . F(S)F(§<;j);(b — S)(—Z)fst (2.16)

Y—100

2.4 A Funcao G de Meijer

Definicao 2.4.1. A Funcdao G de Meijer é definida pela integral

15



n

L/ HT:1 I'(bj — s) Hj:l I'(1—a;+s) 25ds, (2.17)
27 J o H?:mﬂ I'(1—=10b;+s) §:n+1 I'(a; — s)

onde

0<m<yg,

0<n<p,

m # 0 oun # 0,

a; ,comj =1,2,...,p, eb; , comj =1,2,...,q, sao nimeros complexos tais que
nenhum dos pdlos de I'(b; — s),j = 1,...,m, coincidam com algum dos pdlos de
I'l—aj+s),7=1,...,n. Também, C é um contorno no plano complexo percorrendo

w—100 a W+ 100 pra algum w real tal que

s = bj + k,
para j=1,....mek=0,1,... para o lado direito do contorno C e os pontos
s=a; —1—k,
para ) =1,....nek=0,1,... para o lado esquerdo do contorno C' com indentacoes,

se for mecessdrio para tal separac¢ao. A integral (2.17) é chamada Mellin-Barnes e

pode ser vista como uma Transformagao Inversa de Mellin.

A funcao G de Meijer é computavel e esta implementada em softwares matema-
ticos como o Maple e o Mathematica.

Em particular, a funcao G de Meijer é um caso especial da fungao H:

ai, ..., a
G| e =
bi, ..oy by
ai, 1), ..., (ap,1),
=" | 2 (e, 1) (@, 1) (2.18)
bi1)y ooy (b 1)

16



Se os parametros o, 7 =1,...,pe 3;,7 =1,...,q da funcao Hipergeométrica

Generalizada sao racionais, a funcao H pode ser escrita como funcao G.

2.5 A Funcao Bivariada H|z,y]

2.5.1 Conceitos e fundamentos - [MATHALI et al.,2010] (9)

Definigao 2.5.1. A Fungao Hipergeométrica Generalizada Bivariada H|x,y] € definida

pela integral complexa

fr| | = mppmanmn | 2 (00 A (i € Bl | 4
Y Y (ijﬁﬁBj)Lth : (d ) (fja )1 .43
~1 2/ B(s,t)p1(5)da(t) 2y dsdt, (2.20)
™ Jcoy Jos

onde © e y sao varidveis nao-nulas. A notagio (a;, i, A;)1,p, € a abreviagao da
sequéncia de parametros (ay,on, Av), ..., (apy, Qp, Apy). De forma similar, deve ser

feito com as outras sequéncias de parametros. Onde

HZL:ll F(l — Q; =+ ;s -+ Alt)

¢(37 t) = f;nl+1 F(al — s — Alt) ;]1:1 F(l _ bj + ﬁjs + Bjt)7 (221)
Hm2 I(d; —6;8) [1:2 F(l — ¢+ 78)

ls) = ?imz—i-l L1 —dj +d;8) [[:2 n2+1 L(c; —yis)’ (2.22)

blt) = qSH L — Fio) T2 F(l —e; + Eit) (2.23)

st T = fj+ FO) T2, 0 Tei — Eit)

17



Assume-se que a;, bj, c;, dj, e;, f; sao nimeros complexos e seus respectivos coe-
ficientes oy, A;, B, Bj, i, 05, ', Fj sao niimeros reais e positivos, tais que os contornos

Ch,Cy existem se

p1 P2 q1 q2
p2=> A+ E-> Bj—)Y F <0,
i=1 i=1 j=1 j=1
p1 q1 mo P2 n2 p2
Q) =— Zai—25j+z5j— Z 5j+2%— Z%>Oa
i=ni1+1 7j=1 7=1 j=mao+1 i=1 i=no+1
p1 q1 m3 p3 n3 p3
Q== > A=Y B+ F— > F+Y E—- Y E>0
i=ny+1 j=1 j=1 j=m3+1 i=1 i=ng+1

Sob as condigoes supracitadas, a integral dupla de Mellin-Barnes (2.20) con-

verge e define uma func¢ao analitica de duas varidveis x e y dentro do setor dado por:

larg(x)| < w8y

1
arg(y)| < 570

Mais informagoes podem ser encontradas em [Mathai et al.,2010] (9).
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2.6 Caso Especial da Funcao Bivariada H |z, y]

2.6.1 Conceitos e fundamentos - [HAI & YAKUBOVICH,
1992] (8)

Definicao 2.6.1. Um caso especial da Funcao Hipergeométrica Generalizada Bivari-

ada H|x,y| € definida pela integral complexa a sequir

( (1) (1)) . (0(2) (2)).( (3) (3))

T T ), ap) a s, @
H — [Omaima,naims,ns P15 TP1 P25 P2 /5 \7°P3 0 TIP3 _ (224)
P1,41:P2,425P3,43
y y | (B b)) s (B2 b)) (B8, 052)
1 e —
——2/ B1(s + 1) pa(s)ps(t) "y 'dsdt, (2.25)
47T C1 J 0Oy

onde x e y sao varidveis nao-nulas. Onde

n1 N ORI
b5 1) = Hj:1F(1 ; a;’(s+1)) | (2.26)

1 1 1 1
P D05 + (s - ) T T = Y = 07 (s + 1)

mo 2 2 ng 2 2
172082 =8P [172,T(1 - ol — aPs)

Ba(s) = , (2.27)
P Dy + a7 12,0 T = 87 = b7s)
m (3) (3) n (3) 3)
¢3<t) _ Hj:31 F(ﬁj - bj t) H]‘il F(l — ;0 —a t) (2 28)
3 3 3 3 ’ )
P D + O TIE, 4 T = 87 = 67t)

Assume-se que a;,b; sao numeros reais e positivos. Mais informagoes sobre

convergéncia podem ser encontradas em [HAI & YAKUBOVICH, 1992] (8).
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Capitulo 3

Uma Nova Distribuicao

3.1 Introducao

A distribuicao que serd apresentada a seguir tem como caracteristica assimetria
a direita acentuada. Como possui diversos parametros, a distribuicao pode assumir
varias formas, o que facilita o uso em diversos dados onde se queira modelar v.a’s

positivas.

3.2 Distribuicao Acumulada Assimétrica
Definicao 3.2.1. Seja a forma

al 2P

F =
(z) (azx? + 2bx + c)P

(3.1)

a funcao de distribuicao acumulada de uma v.a. X onde x > 0, a > 0, ¢ > 0 e
b < ac, e p>0.

A distribuicao acumulada acima possui quatro parametros e pode ser reescrita
como uma func¢ao de trés parametros se o fator a” no denominador (3.1) for colocado
em evidéncia, entao assumiremos que a fun¢ao de distribuicao acumulada assimétrica

de interesse de nossos estudos é da forma abaixo.

Definicao 3.2.2. Seja a forma
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%
(2 4+ 2Bz + C)P

Flz) = (3.2)

a funcao de distribuicao acumulada assimétrica de uma v.a. X onde B = g eC=¢,

x>0, C>0, B2<C,ep>0.

. - dF .
Uma vez que F(z) existe, entdo encontraremos f(z) = % a seguir:
X

d 2P

fle) = %<($2 + 2Bz + C’)P)

(2px*~1)(2? 4+ 2Bz + C)? — ((*p)(x* + 2Bz + C)*~ (22 + 2B))
(22 4+ 2Bz + C)?r

B 2px%P L 1 4B?% 4+ 2C pa* 1 — 2p2%*t — 2Bpa?
B (22 4+ 2Bz + ¢)rt!

_ 2Bpx* +2Cpa*!
- (22 + 2Bz + C)rtl

2pz* 1 (Bz + O)
(22 4 2Bz + C)r+!

3.2.1 Propriedades da Distribuicao Acumulada

Vamos provar que F(z) é funcao de distribuicao acumulada:

i) lim, o F(x) =0

Demonstracao:

lim, o F'(x) = lim, o % =0

i1) lim, o0 F(x) =1
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Demonstracao:

. T 2P BT 1 p_
limg s 4 0 F(ﬁ) =lim, 400 @ 2Bzi 0y hma:—>+oo(1+%—+%) =1

iti)F(z) < F(y),Vo < y;x,y € R

Demonstragao: Como f(x) > 0,Vz € (0,00), entdo F(x) é fungdo ndo-decrescente,

Va € (0, 00).
iv) 0 < Fyx(x) < 1,Vx € (0, 00);

Demonstragao: De fato, pelas propriedades i) — iii) conclui-se que iv) também
vale.

Para os valores fornecidos de F'(x),  pode ser obtido pela seguinte expressao:

BF/r 1 [32}?2/,0 + C’Fl/ﬂ(l _ Fl/p)]1/2
(1— FUr)

Isto significa que F ¢é inversivel e os quantis podem ser obtidos facilmente.

3.2.2 Graficos para a Distribuicao Acumulada

Como provamos que F'(z) é distribuigao, entao apresentaremos algumas formas

da distribuigao, para diversos valores dos parametros B, C, p.

B=04,C=02,0=05
B=08,C=1,=01

B=05C=3,0=1

B=0.4,C=8,0=2

B=-4,C=30,0=0.7

B=2/5,C=3/5,0=15

Figura 3.1: Formas para a Distribuigdo Acumulada Assimétrica F'(x)
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Para verificar o efeito de cada um dos parametros na curva, produzimos

graficos onde se fixa dois parametros enquanto um terceiro varia.

10
08 e / /,,,,,,/———""""’/777”7777 -
/ - — B=0.4,C=0.4,0=0.5
l / — B=0.4,C=0.4,0=1
,’/ // - -
/ 4 - — B=0.4,C=0.4,0=2
/ //
or B=0.4,C=0.4,p=4
/ - B=0.4,C=0.4,0=7
02 ‘\ / / -
[ o — B=0.4,C=0.4,0=10
| / g
J —'// L L L L L

Figura 3.2: Formas para a Distribuicdo Acumulada F'(z) - variacao de p, com B > 0

— B=-0.4,C=30,0=05

— B=—0.4,C=30,p=1

— B=—0.4,C=30,p=2

B=-0.4,C=30,p=4

- B=-0.4,C=30,p=7

— B=-0.4,C=30,p=10

Figura 3.3: Formas para a Distribui¢do Acumulada F'(z) - variacdo de p, com B < 0
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-
08} P ///
_— — B=-1,C=30,0=1
/ //// — /
. / = — B=-02,0=30,0=1
I /
— B=0.2,C=15,p=1
/
0a| - g B=0.4,C=15,=1
- B=2,C=15,0=1
oz s,
- — B=5,C=15,0=1
Y
= L L L L L

100

o8| - — ) - -
_— ) — B=0.4,C=0.2,0=1
/ 7 — B=0.4,C=0.8,0=1
osl // // > o
/ // / — B=0.4,C=3,0=1
/ / 4
/// / /
04| / ’ ) Vs B=0.4,C=4.6,p=1

- B=0.4,C=6.2,p=1

— B=0.4,C=20,p=1

o8l

— B=-0.4,C=10,p=1

— B=-04,C=13,p=1
06

— B=-0.4,C=21,p=1
04| B=-0.4,C=55,p=1

— B=-0.4,C=70,p=1
02

— B=-0.4,C=86,p=1

o s s 3

Figura 3.6: Formas para a Distribuicao Acumulada F'(x) - variagao de C, com B < 0
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3.2.3 Funcao Densidade de Probabilidade

Definicao 3.2.3. Seja a forma

2pz*~1(Bx + O)
(22 + 2Bx + C)rt!

flz) = (3.3)

a funcdao densidade de probabilidade de uma v.a. X onde x > 0, C > 0, B> < C e
p > 0.

3.2.4 Graficos para a Funcao Densidade de Probabilidade

A seguir apresentaremos algumas formas da f.d.p., para diversos valores dos

parametros B, C p:

— B=-05,C=11,0=05

w07 — B=0.8,C=1,0=0.1

| — B=05,C=3,p=1

il B=-0.15,C=20,p=0.2
- B=4,=20,0=03

06|

— B=0.4,C=0.6,0=15

oaf |

02 / N S

Figura 3.7: Formas para a Densidade de Probabilidade Assimétrica f(x)
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Observando a figura (3.7), podemos ver certa semelhanga com a distribuigao
Gama Generalizada. A fungao densidade de probabilidade da uma v.a. X com dis-

tribuicao Gama Generalizada é da forma

aBs
h(z) = apr — e P (3.4)
I'(%)
onde z > 0, f > 0 é parametro de escala, o,y > 0 sao parametros de forma. O

grafico da f.d.p com a v.a. X ~ I'(a, 8,7)pode ser observado abaixo:

a=4,b=3,c=0.8

a=6,b=3,c=1.2

a=2/5,b=3/5,c=1.5

Figura 3.8: Formas para a densidade Gama Generalizada

Os graficos das densidades presentes nas figuras (3.7) e (3.8) possuem diferencas
nas caudas. No caso da nova densidade, ela pode assumir formas com caudas mais

pesadas.

Para verificar o efeito de cada um dos parametros na curva, produzimos

graficos onde se fixa dois parametros enquanto o terceiro varia.
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B=0.4,C=0.4,0=0.5

B=0.4,C=0.4,0=1

B=0.4,C=0.4,p=2

B=0.4,C=0.4,0=4

- - B=0.4,C=0.4,p=7

B=0.4,C=0.4,p=10

B=-0.4,C=30,0=05

Lor — B=-04,C=30,0=1
— B=-0.4,C=30,p=2
o8|
B=-04,C=30,0=4
B=-0.4,C=30,p0=7
06
B=-0.4,C=30,p=10
04
02
I _ L - P —
[ 2 a4 6 8 10

Figura 3.10: Formas para a Densidade de Probabilidade - variacao de p, com B < 0
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— B=-04,C=15,=1
tor —_— B=-0.2,C=15,0=1
— B=0.2,C=15,=1
08 [\

/ \ B=0.4,C=15,0=1
B=2,C=15,p=1

B=5,C=15,0=1

Figura 3.11: Formas para a Densidade de Probabilidade f(x) - variagao de B

— B=0.4,C=0.2,p=1

1o — B=0.4,C=0.8,p=1

— B=0.4,C=3,0=1

B=0.4,C=4.6,p=1

- - B=0.4,C=6.2,0=1

— B=0.4,C=20,p=1

Figura 3.12: Formas para a Densidade de Probabilidade f(x) - variagdo de C, com

B>0
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— B=-0.4,C=0.2,0=1
— B=-0.4,C=0.8,0=1
— B=-0.4,C=3,0=1
[
B=-0.4,C=4.6,0=1
[
- - B=-0.4,C=6.2,p=1

06 “ \
— B=-0.4,C=20,p=1

Figura 3.13: Formas para a Densidade de Probabilidade f(z) - variagao de C, com

B <0

Pela figura (3.9) observamos que o parametro p determina o comportamento

da cauda da densidade. Quanto maior p, mais achatada é a curva e mais pesada é a

cauda, para B > 0.

Pela figura (3.10) concluimos que o parametro p determina o comportamento

da cauda da densidade. Mas com B < 0 associado a p, a curva fica mais achatada do

que no caso em que B > 0.

Pela figura (3.11) verificamos que o parametro B determina o comportamento

relacionado a assimetria. Quanto maior B, mais larga é a curva.

Pela figura (3.12) observamos que o parametro C' determina o comportamento

relacionado ao pico da funcao. Quanto maior C', menor o pico da curva, para B > 0.
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Pela figura (3.13) concluimos que o parametro C' determina o comportamento

relacionado ao pico da funcao. Mas nao existe a relagao inversamente proporcional
que encontramos quando B > 0.

Ao observarmos o comportamento da f.d.p. (3.3), quando x — oo, temos

2p
. xZ &
a:lggo f(l') ~ C$2p+2 ~ x27

onde ¢ é uma constante, e possui grafico com cauda assintotica:

a=05

Figura 3.14: Comportamento da Densidade de Probabilidade f(x) quando = — oo

3.2.5 Distribuicoes de Minimo e Maximo

A distribuicao e a densidade do Minimo X1y = min(Xy, ..., X,) sao dadas por:
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P(Xgy <2)=1-P(Xg) > 2) =1-P(min(Xy,...,X,) > 2) =1 [[[1 - Fx, (2)]

i=1

F(z)=1- {1 T2t QZ;; + C)”r

22"Y(Bz + C) [1_( 220 )p]”—l

—9
&) =20 o+ oo 2+ 2Bz +C

A distribuicao e a densidade do Méximo X,y = maxz(X;,...,X,) sdo dadas

por:

P(X(n) < w) = P(maz(Xy,...,X,) > w) =[] Fx,,(w)
i=1
w2l "
Flw)=1- {(uﬂ + 2Bw + C’)p}
w* Y (Bw + C) w?P nt
fw) = 2np<w2 + 2Bw + C)rHl [(w2 + 2Bw + C)P}
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3.2.6 Momentos para X

Calcularemos o k-ésimo momento ) para a densidade definida em (3.3):

> > 2px* Y(Bx + C)
’:EW:/)kMF :/ F dr =
Hi 0 v dF (z) 0 v (2 4 2Bz + C)rHl v

* 2pxh 20~ (Bx + O) o 2pBakt2r 0 2pCak+2r=1
dr = dx+ dx
o (2?2 4+2Bx+ C)rtt o (22 +2Bx+ C)rtt o (22 +2Bx+ C)rtt

Temos o seguinte resultado, encontrado em [PRUDNIKOV et al, 1986] (13):

00 P11 P P 1 b2
dr = a P2cP?~1B(p, 2¢ — Fy|=:qg— = -1 - —
/0 (ax? + 2bx + ¢)? rea (p,2q = phFa 97 2,q+2, acl|’

onde B(a,b) = El)_ig;) para a > 0,0* < ac,0 < p < 2q. Utilizando (2.13), obtivemos

a seguinte expressao alternativa:

* Pl p 1 P 1 ac
dr = a? PV B(p, 2q—p)2 F1 |q — Sil——

A (az? + 2bx + o1 ¢ @’qMQIF 2 Tl PIT TR
(3.6)

Usando o resultado (3.5) para resolver EX* temos:

EXk = /OO QPBxHQ" d + /OO 2PC$k+2p_1 dr —
o (@+2Bx+ O+t Jy (22 + 2Bz + C)rt!

I 17

i) Comparando (I) e a expressao (3.5), temos:

p = k + 2p + 1
g = p + 1
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Logo,

o k=1 [(k+2p+1)T(1—k) k+2p+1, 1—k . 3. B?
I—2PB|:CQW:|2FI|: 2P 7T7p+§71_7

ii) Comparando (II) e a expressao (3.5), temos:
p =k + 2p

qg = p + 1

Logo,
. k_1T(k+2p)T(2—k) k. k. 3. B?
I1=2C [CE AR gy [ b= K pt 1 - 2

Entao,

W, = EX* = (1) + (11)

i
2 I 2 ’p+

- k420+1 1-k 3. B
_{B[CzF(k+2p+1)F(l—k)] QFI{ rept 1 1R }

C[CEIT(k+ 2002 = )] oF1 [p+ 51— ip+ 31— 2] } e (3.7)

onde B2 < O, 0 < k < 1. Observamos entao que o k-ésimo momento de X sé existe
para f(z), quando k < 1 (possui apenas momentos fracionarios), isto é, a f.d.p. nao
possui Esperanca, e consequentemente, nao possui Variancia, ou quaisquer momentos
inteiros posteriores, utilizados frequentemente para estimacao e intervalos de con-
fianca. Como os momentos inteiros positivos nao existem, entao nao sera calculada a

Fungao Geratriz de Momentos.
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3.2.7 Funcao Caracteristica para X

Calcularemos o k-ésimo momento ¢x(t) para a densidade definida em (3.3):

: S < . 2px* Y (Bx + C)
)= E itX :/ ztxdF :/ itx dr =
ex(t) € 0 ¢ (z) 0 ¢ (2 4+ 2Bz + C)rHl x

OO it QPB'IQP > itx QPC'J;ZP—l
e dx + e dx =
0 (22 + 2Bx + C)rtl 0 (22 + 2Bz + O)rt!

2pBax? 2pCx%~1

/000 cos(tx)+isen(tx)) )p+1dx+/ooo(cos(tx)+isen(tx))(

(x2+2Bx+C

/°° (i) 2pBx?" N 2pCx?~t i
cos(tx x
0 (22 4+ 2Bz + C)P+t (22 +2Bx + C)rtl

N J/
g

I

, /°° (1) 2pBx? N 2pCx?~1 p
i sen(tx T
0 (22 4+ 2Bx + C)rtt (22 +2Bx + C)rtl

g

11

N

Temos os seguintes resultados, disponiveis em http://functions.wolfram.com (20):

VT[T D(=s) [tz]® 1
tr) = -— —— | = ds; = .
cos(tx) omi ) TO T8 | 2 S; O<7<2,x>0 (3.8)
e
’7+ioo F _ t 25—1
sen(tx) = 2—\{5 4 F(é—fl) {g] ds; 0<vy<1l,x>0 (3.9)
y—ico 13
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Usando os resultados (3.8) e para resolver a expressao (/), temos:

drds+

[_ﬁ Y+ioco F(—S) {ﬁ}s/oo zpr2p+2s
o |

2w )y e D3 +s) 4 2+ 2Bx + C)rtl

VT [ T(=s) [t s/oo 2pCa?rr2st dud
— - |— xds
210 )y ieo T(3+5) [4] Jo (22 +2Bx+C)rt!

i) Comparando (I) e a expressao (3.5), temos:

_ 2pBy7 L/W’OO ['(—s) ltzcr*
CT(2p+2VC 2 )i T(3+5) | 4

1 1 3 B?
I'2p+ 14 28)'(1 — 2s)2F} p+§+s;§—s;p+§;l—6 ds+

2p\/7 L/WOO I'(—s) [t3C S*
N2p+2)2mi ), oo T(5+5) | 4

3 B?
L(2+25)0(2 - 25) 14 [p balospt sl F] s

ii) Usando as relagdes (2.13) e (2.11), temos que:

_ VA 1 /°° (=s) [ 4717,
CT(2p+2)2mi ), o T(3+5s) [2B2
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1 3

_ 2pymC 1 /Wm ['(—s) { 4 1‘5*

(20 +2)B?27i /i L(5+s) [t2B2

3 3 C
['(2p+ 2s)T'(2 — 25)2 F1 [1 — 85~ s;p+ 3 1— ﬁ} ds

iii)Usando a definicao (2.16) da Integral de Contorno de 2Fi[a;b;c : 2] e a expressao

(I), temos:

_ 2py/al(p+3/2) 1 /Wm /”m D(=s)(1—25)0(2p+ 1+ 25)
I'(2p+2) N 5 I(3+s)(1—s)(5 —s)

D(s)T(5 —s—s)T(1—s—s1) c . o4 70 dsidst
L(p+32—s1) B? 12B?

20/l (p+3/2)C —1 / Vo /5+Z°° D(=s)I(2 = 25)0(2p + 25)
I'(2p + 2)B? Y 5 + )3 —s)I(1 —s)

e |
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T
iv) Usando a defini¢ao (2.24) de H , temos que:

Y

0,2:1,2;1,0 1&241132 (0’ 1) (%’ 1) :(1,1)(0,2) (%’ 1) T

I= 01H0,0:1,3;0,2 o ) L
L =1 ——:(0,1)(2p+1,2) (3,1) : (0,1) (-2 — p,1)
022110 % (0> 1) (_%= 1) :(1,1) (=1,2) (%7 1) T
C21g 0:2,4;0,2 o L .

() | %ovar(erd)
emquecl—w Cg—m

Usando o resultado (3.9) para resolver a expressao (I1), temos:

y+ico . 25—1 00 2 pBr2rt2s—1
=" L‘S)H / : Pt duds+
0

S 2mi e D +s) 2 22 + 2Bx + C)rt!

y+ioco . 2s—=1  poo 2p+2s—2
VT I'(—s) [ t ] / ( 2pCx drds
0

2mi )y e T3 +5) |2 22 4+ 2Bx + C)r+!

i) Comparando (II) e a expressao (3.5), temos:

_ 4pBymi 1 /W‘” I'(—s) [t*C 3*
CT(2p+2)Ct2mi ), TE+s) | 4

2

3
[(2p+25)(2 = 25)2 3 lp tsil—sipt gl - ?} ds+

4pr/Ti L/’Hm ['(—s) [ﬂcr*
T'(2p+2)VCt2mi )y ioo T(3+5) | 4
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1 3 3 B?
['(2p — 14 25)['(3 — 2s)9F} {p—§+s;§—s;p+§;1—?} ds

ii) Usando as relagoes (2.13) e (rell), temos que:

[T Cdpymi 1 /V*m ['(—s) 4 ‘S*
tBT(2p + 2) 2mi ice T +5) [t2B2

s;p+§‘1—£} ds+

2’ B?

T(2p + 25)0(2 — 25), F [1 s ; _

_Apy/mC 1 [T T(—s) 4 ‘S*
[(2p + 2)tB3 2mi ie TS +5) [£2B2

3 3 C
I'(2p+ 14 28)'(3 —2s)2F} {5 —52—sp+ 5;1 — ﬁ} ds

iii)Usando a definigao da Integral de Contorno de oFi[a;b;c : z| (2.16) e a expressao

(I7), temos:

o 4p\/TT(p +3/2)i —1 /WOO /“m I(— 2 — 25)1'(2p + 2)
¥ é

T(2p+2)iB  4n? ST —s)D(1—s) |

T(s))T(E — 5 — s)I(1 — 5 — 51) [3_1} - [ 4

dsid
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4pC/7T(p +3/2)i —1 /WOO /5+Z°° D(=s)I(3 —25)0(2p+1+25)
I'(2p+2)tB3 Y 5 I+ )F(2 — )3 —s)

[(s)(2—s—s)T(3 — 5 — s1) [C }—81 {

F(P‘*’%_Sl) B2

T
iv) Usando a definigao (2.24) de H (2.19), temos que:

Yy
0,2:1,2;1,0 t2432 (0 1)( % 1) (1,1)(-1,2) (§ 1) T
IT = 03H0,0:1,3;0,2 o +
g - (0,1)(20,2) (<1,1) : (0,1) (=1 — p, 1)
0,2:2,1;1,0 t24B? (-1,1) (_%7 1) (1,1)(=2,2) (37 1) T
C4H0,0:2,4;0,2 o | )
_ 4pyal(p+3)i _ 4pCy/aT (pt2)i
M que €3 = = parpre) © %4 T B (Rpr2)
Mas, px(t) = (I) + (II), entao
0,2:1,2:1,0 % (0’ 1) (%’ 1) :(1,1)(0,2) (%7 1) T
ox(t) = 01H0,0.1,3;0,2 o L 1
5—=1]—:(0,1)(2p+1,2) (3,1) : (0,1) (=1 = p, 1)

0,0:2,4;0,2

2IHI0,2;2,1;1,0 t24BQ (0 1) (_% 1) (1,1)(=1,2) (l 1) T
1)(2,2) (=3,1) : (0,1) (=3 = p.1)

Gy (o 1) (- (g DALY E )i |

YA
""" < -1 —:(0,1) (2p,2) (=3,1) : (0,1) (=3 — p, 1)
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0,2:2,1;1,0 t2432 (_17 1) (_%’ 1) : (17 1) (_27 2) (%7 1) P
C4H0,0:2,4;0,2 2.9)

20v/70(p+3) _ 2pyal(pt+30)

4prT(p+3 )i 4py/aT(p+2)Ci
Tept2) 2= "Tem2)B? 0 8B = TBr(2p12) :

€ G = B (2p12)

onde ¢ =

3.2.8 Estimadores para os parametros B,C,p de f(x)

O método utilizado é o de Méxima Verossimilhanca. Os estimadores do Método
dos Momentos nao serao calculados, pois existem apenas os momentos fracionarios
entre 0 e 1, que podem nao fornecer boas estimativas. Desta forma, calcularemos o

E.M.V., onde § = (B,C,p),0 € © =C > 0,B? < C,p > 0 como a seguir:

L(0;z) = H Fla]0) = H (2px 7N Bx; + C)

x? + 2Bx; + C)rtl -

T szp + C’pr*l

Ba? + Ca?! )

[(6;x) = logL(8; ) = nlog2 +nlogp+ ) log <(:z:2 + 2Bz, + C)otl

=1

nlog2 + nlogp + Z log((Bx; + C)a>*™1) Z log(z7 + 2Bx; + C)Pt =

i=1 i=1

nlog2+nlogp+21og Bx;+C)+(2p—1) EzlogxZ p+1)Zlog(x?+2Bxi+C)
i=1

(3.11)
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. ol0;x) _ A.
Para estimar valores 0§ = (B, C, p), resolveremos a l'(6; x) = (a@ ) = 0
1)
l 9‘ n n
0 é_:ox) =0 = % —1—221053;3:1- - Zlog(w? +2Bz;+C) =0
i=1 i=1
1)
ol(0; x) = x; =
>0 0=y
0B ;meLC ;ZE—G—?B{E,—FC)
I11)
ol(g; x) & 1 =
——~- =0= -— =0
oC iZIB:L‘Z-—I—C Zzlx—l—QBx +C)

Resolvendo as equagoes I)-111) acima, obtemos o E.M.V. para § = (B,C, p).

Utilizaremos o Intervalo de Confianca descrito no Apéndice 1.
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Capitulo 4

Versao Simétrica para a

Distribuicao

4.1 Introducao

Apresentaremos a seguir distribuicao simétrica correspondente aquela apresentada
no Capitulo 3. Como possui diversos parametros, a distribuicao pode assumir varias
formas, o que facilita o uso em diversos dados onde se queira modelar v.a’s em toda

a reta.

4.2 Distribuicao Acumulada Simétrica

Definicao 4.2.1. Seja a forma

1 x|x|?!
2 (22 4+ 2Blz| + C)r

G(z) = % + (4.1)

a fungdo de distribuicao simétrica correspondente a (6.2.3) de uma v.a. X onde

—co<w<00,C>0,B2<Cep>0.

4.2.1 Propriedades da Distribuicao Acumulada Simétrica

Vamos provar que G(z) é distribuigao:

i) lim, oo G(z) =0
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Demonstracao:

. o 1,1 =mz??
limg, oo G(7) = limers—0 545 GrrapETER

1 _
3=0,

DO =

onde sinal[z] = B

i) limy_yeo G(z) = 1

Demonstracao:

x|x|?P 1

. T 1,1
limg 400 G(7) = limg— 10 272 (22+2Blz[+C)r

+1l=1

o=
N |

i11)G(x) < G(y),Vr < y;x,y € R

—B1 C )p =
i +ne

[z]

= lim, o 3 +sinal[z]5(

= lim,_, | o %—i—sinal[m]%(—HElJr%)p =
T el

[z]

Demonstragao: Como G(z) é fungao nao-decrescente, Vo € R, logo atende &

propriedade iv).

iv)0 < Gx(x) < 1,V

Demonstragao: De fato, pelas propriedades ¢) — iii) conclui-se que iv) também

vale.

4.2.2 Graficos para a Distribuicao Acumulada Simétrica

Como provamos que G(z) é distribuigao,

entao apresentaremos algumas formas

da distribuicao, para diversos valores dos parametros B, C) p:
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B=0.4,C=0.4,0=0.5

B=0.4,C=0.4,p=1

B=0.4,C=0.4,p=2

B=0.4,C=0.4,p=4

B=0.4,C=0.4,p=7

B=0.4,C=0.4,p=10

Figura 4.1: Formas para a Distribui¢ao Acumulada Simétrica G(x)

Para verificar o efeito de cada um dos parametros na curva, produzimos

graficos onde se fixa dois parametros enquanto um terceiro varia.

B=0.4,C=04,p=05

B=0.4,C=0.4,p=1

B=0.4,C=0.4,p=2

B=0.4,C=04,p=4

B=0.4,C=0.4,p=7

B=0.4,C=0.4,p=10

Figura 4.2: Formas para a Distribui¢ao Simétrica Acumulada G(x) - variacao de p,

com B >0
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— B=-0.4,C=30,0=0.

/ — B=-0.4,C=30,0=1
061 —
_ __ _— S — B=-0.4,C=30,0=2
o4 B=-0.4,C=30,0=4
- ) — B=-0.4,C=30,0=7
// 02

— B=-0.4,C=30,p=1

I L L L L L L L L L L L L L L L L
-10 -5 0 5 10

Figura 4.3: Formas para a Distribui¢ao Simétrica Acumulada G(z) - variacao de p,

com B <0

— B=-1,C=30,p=1

— B=-0.2,C=30,p=1

— B=0.2,C=15,0=1

B=0.4,C=15,p=1

— B=2,C=15,=1

— B=5,C=15,0=1

Figura 4.4: Formas para a Distribuigdo Simétrica Acumulada G(x) - variacao de B



— B=0.4,C=0.2,p=1

— B=0.4,C=0.8,p=1

— B=04,C=3,p=1

B=0.4,C=4.6,0=1

- B=0.4,C=6.2,0=1

— B=0.4,C=20,p=1

Figura 4.5: Formas para a Distribui¢ao Simétrica Acumulada G(z) - variacao de C,

com B >0

— B=-0.4,C=10,0=1

— B=-0.4,C=13,p=1

— B=-0.4,C=21,p=1

B=-0.4,C=55,p=1

— B=-0.4,C=70,p=1

— B=-0.4,C=86,0=1

Figura 4.6: Formas para a Distribuigdo Simétrica Acumulada G(z) - variacao de C,

com B <0
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4.2.3 Funcao Densidade de Probabilidade Simétrica

. ~ d .
Uma vez que G(x) existe, entdo encontraremos g(z) = fzim) a seguir:

d (1 N 1 x|z|?r1
S dr2  2(22+2Blx| + O)r

)

g9(z)

(2p|z|?P~ 1) (2* + 2B|z| + C)? — ((z|z|*~1p)(x* + 2B|x| + C)P~1 (22 + %ZB))
2(22 4+ 2B|x| + C)2r

(2pl 1) (2? + 2Ba| + C)° — 2(a? + 2Ba| + C)~ [(2|z[* " p) + (|2[*p)]
(22 + 2B|z| + C)%

_ pla? 4 2Bplal* + Cplz*" — pla|*! — Bpla|*
B (22 + 2B|z| + C)rt!

_ Bplaf + Cplaf
(22 4 2B|x| + C)pt?

Definicao 4.2.2. Seja a forma

plz[**~ (Blx| + C)

9(0) = T 2B 1 O

a funcao densidade de probabilidade de uma v.a. X onde —oco < x < oo , C' > 0,

B?><Cep>0.

(4.2)

4.2.4 Graficos para a Funcao Densidade de Probabilidade
Simétrica
A seguir apresentaremos algumas formas da f.d.p., para diversos valores dos

parametros B, C p:
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— B=0.4,C=04,p=05
— B=0.4,C=04,p=1
| - B=0.4,C=0.4,p=2
I B=0.4,C=04,p=4

ob | — B=0.4,C=0.4,0=7

I — B=04,C=0.4,0=10

Figura 4.7: Formas para a Densidade Simétrica g(z)

Observamos que ao fixar p = %, obtemos densidade simétrica unimodal e para
todos os outros valores de p, criamos densidades bimodais. Para verificar o efeito de
cada um dos parametros na curva, produzimos graficos onde se fixa dois parametros

enquanto um terceiro varia.

— B=-0.4,C=30,0=05
— B=-0.4,C=30,p=1
— B=-0.4,C=30,0=2
B=-0.4,C=30,0=4
ol | — B=-0.4,C=30,0=7

— B=-0.4,C=30,p=10

04

02

Figura 4.8: Formas para a Densidade g(x) - variagao de p, com B > 0
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— B=-0.4,C=30,p=0.5

Lor — B=-0.4,C=30,p=1
— B=-0.4,C=30,p=2
08
B=-0.4,C=30,p=4
- - B=-0.4,C=30,p=7
o6l
e B=-0.4,C=30,0=10
04k
02

— B=-0.4,C=15,0=1

o | —— B=-02,C=15,=1

— B=0.2,C=15,0=1

B=0.4,C=15,0=1

- - B=2,C=15,0=1

— B=5,C=15,0=1

Figura 4.10: Formas para a Densidade g(x) - variagao de B
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— B=0.4,C=0.2,p=1

Lor — B=0.4,C=0.8,0=1

— B=0.4,C=3,0=1

B=0.4,C=4.6,0=1

- - B=0.4,C=6.2,p=1

— B=0.4,C=20,p=1

— B=-0.4,C=0.2,0=1

wr | — B=-04,C=0.8,0=1

— B=-04,C=3,0=1

B=-0.4,C=4.6,0=1

- - B=-0.4,C=6.2,p=1

— B=-0.4,C=20,p=1

Figura 4.12: Formas para a Densidade g(z) - variacao de C, com B < 0

As figuras (4.8) e (4.9) apontam que o parametro p determina o comporta-

mento da cauda da densidade.
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Pela figura (3.11) verificamos que o parametro B determina o comportamento
relacionado a distancia entre as curvas do lado negativo e positivo. Quanto maior B,

mais préximas ficam as curvas.

Pelas figuras (4.11) e (4.12) observamos que o parametro C' determina o com-

portamento relacionado ao pico da fun¢ao. Quanto maior C', menor o pico da curva.

4.2.5 Distribuicoes de Minimo e Maximo

A distribuicao e a densidade do Minimo X1y = min(X;, ..., X,) sao dadas por:

P(Xq) <2)=1-P(Xq) > 2) = 1= P(min(Xy,...,X,) > 2) = 1-[ [[1 - Gx,, (2)]

i=1

11 z|z|?P1 "
)P

:1— _— =
G(z) {2 2(z242B|z|+ C

|2[2-1(B|z| 4 C) [1 1 2| 2|21 -l
)p

(22+2Blz|+C)yr+1 (2 2

9(z) =np 2 2(22+2B|z|+ C

A distribuicao e a densidade do Méximo X,y = max(X;,...,X,) sdo dadas

por:

P(X) <w) = Pimazx(Xq,...,X,) >w) = HFX(l)(w)
i=1

1 wlw|*~! "
2 2(w?+2Blw|+C)r
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) = mp LBl ) 11
IO =P B+ Oyt |27 2]

w|w|?~1 nt

22+ 2Blz| + O)r

4.2.6 Momentos para X

Calcularemos o k-ésimo momento yj, para a densidade definida em (4.2), uti-

lizando (3.5):

o e 2p=1(Blz| + C)
He /_ v dG(z) o ‘ (22 +2B|z| + C)P+1dx

o0

/0 pr|e 1 (Ble| +C) Ia pr*|e(Blz| +C)
oo (22 +2BJz] + C)pt o (224 2Bz[+ Ot

0 xk(_l,)2p 0 xk(_a?)Qp—l
B d d
/Oop (:E2+QB(—ZL‘)+C)P+1 x‘i‘/ PC(mg —QBZE+C)P+1 T+

—0o0

00 ( )k+2p eS] (x)kJerfl
B d dx =
/0 P (224 2Bz + C)rHl $+/0 pC(a:Q—i—QBx—i—C')P“ ‘

Fazendo a mudanca de variavel x = —y, temos:

_/ 0B (_y)k<y>2p)P+1dy_LpC( (—y)k(y)Z”‘lpde+

w (22+2By+C

3 B (m)k+2p p 00 o (x)k+2p—1
/0 P (2 + 2Bz + C)rtl x+/0 p (2 + 2Bz + C)rtl T
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> (—y)k(y)* /°° (—y)(y)?!
B d d
/0 P ey oV, ¢ 2+ 2By + 1Vt

00 B (x>k+2p 4 oo o (:U)k‘—f—Qp—l p
/0 PE @ ¥ 2Bx + O)et x+/0 P @2+ 2Ba+ O™ T

(_1)k /oo pB (y)k+2p dy N (_1)k /oo pC <y>k+2p—1 dy+
0 (y? — 2By + C)rt+l 0 (24 2By + C)rtl

00 B (x)kJer y 00 o (x>k+2pfl y
/0 P (2 4 2Bz + C)rHl S /0 P (22 4+ 2Bz + C)P+l ‘

Se k é impar, puj, = 0. Se k é par, temos o resultado idéntico ao caso as-

simétrico do Capitulo 3, entao:

;o ko1 k+2p+11—-k 3 B?

C|CEIT(k + 20T (2= k)| oF1 [p+ 51— i+ 31— 2] } =] (4.3)

onde B2 < O, 0 < k < 1. Observamos entao que o k-ésimo momento de X sé existe
para f(z), quando k < 1 e é par(possui apenas momentos fracionarios), isto é, a
f.d.p. nao possui Esperanca, e consequentemente, nao possui Variancia, ou quaisquer
momentos inteiros posteriores, utilizados frequentemente para estimagao e intervalos
de confianca. Como os momentos inteiros positivos nao existem, entao nao sera cal-

culada a Funcao Geratriz de Momentos.
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4.2.7 Funcao Caracteristica para X

Calcularemos o @x(t) para a densidade definida em (4.2):

ox(t) = Be'"* = /OO e dG(x) = /_OO (cos(tx) +isen(tx))dG(x) =

—00 o0

[e.e]

Usando a férmula /

—00

e dG (x) = 2/ cos(tx)dG(x),temos:
0

. L et A B C)
/0 QCos(tx)dG(:c)—/O 2cos(tx) <x2+23‘x|+0)p+1dx_

> 2p2%* 1 (Bx + O)
/0 cos(ta) (22 4+ 2Bz + C)rt+! da

Mas, o resultado acima é idéntico a expressao (I) da funcao caracteristica da

distribuicao assimétrica apresentada no Capitulo 3, entao

£) = o OELAL0 % (O> 1) (%7 1) :(1,1)(0,2) (%7 1) T
ex(t) = 0,0:13:0.2 | ) L +
=1 —:(0,1)(2p+1,2)(5,1) : (0,1) (=5 — p, 1)
o HOZ21i1.0 t2432 (07 1) (_%’ 1) (1,1)(-1,2) (%7 1) T
0,0:2:4:0.2
%_1 - (071) (2p72) (_%71) : (071) (—%—p,l)

_ 2pya(p+3) _ 2pC/AT(p+3)

em que €1 = —TraE,4my 0 © 2T TR
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4.2.8 Estimadores para os parametros B,C,p de f(x)

O método utilizado é o Maxima Verossimilhanga. Os estimadores do Método dos
Momentos nao serao calculados,pois existem apenas os momentos fracionarios entre 0
e 1, que podem nao fornecer boas estimativas. Desta forma, calcularemos o E.M.V.,

onde § = (B,C,p),0 € ©®=C >0,B%< C,p >0 como a seguir:

“r plaP T (Bl +C)
Lig;z) = H (x:10) = H (a2 —i-QB\xH-C’)P“ B

=1 =1

n

nH B|$i|2p+C’$i‘2p_l
(22 + 2B|x;| + C)rtl

(4.4)

=1

[(6; ) = logL(6;x) = nlog p+ Y _ log (

i=1

B|Q?i|2p+0’$i‘2p_l .
(22 + 2B|xy| + C)ptt )

nlogp + Zlog((B|xi| + O)|z; 1) — Zlog(m? +2B|z;| + )P =

i=1 =1

nlog p—i—Z log(B|z;|+C)+(2p—1) Z log |z;|—(p+1) Z log(x74+2B|z;|+C) (4.5)
i=1 i=1 i=1

oGix) __ .
50 — O

Para estimar valores 0§ = (B, C, p), resolveremos a l'(6; x) =

ol(0; x)
dp

1%

i=1 i=1
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1))

ol(g; x) - | ;] - 2|z
- 7 — R S 1 —
0B O:>ZB|33i|+C’ o+ )Z($?+QB‘:Bi|+O) .

=1

1=

I11)

ol(g; x) = 1 = 1
= 7 — R — 1 =
o0 == 2 g PV e

1=1 i=1

Resolvendo as equagoes 1)-111) acima, obtemos o E.M.V. para 0§ = (B,C, p).

Utilizaremos o Intervalo de Confianca descrito no Apéndice 1.
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Capitulo 5

Distribuicoes Assimétricas

5.1 Introducao

Serao geradas distribuigoes assimétricas (conhecidas como skew) a partir daque-
las apresentadas no Capitulo 4. Os resultados que geram distribui¢oes nao simétricas
a partir de distribui¢oes simétricas podem ser encontrados em [Azzalini, 1985] (1) e

[Fernandez et al, 1998|(7).

5.2 Distribuicao Assimétrica h;(x)

5.2.1 Construcao de hy(z)

Utilizaremos o seguinte resultado de [Azzalini, 1985 para gerar uma distribui¢ao
assimétrica a partir de uma distribuicao simétrica:

hi(z) = 2¢(2)G(w(z)), —0o < o < 00, onde g(x) é a funcdo de densidade simétrica
em torno da origem dada por (4.2), G(x) é dada por (4.1), e w(x) é fungao impar de
X.

Fazendo a escolha da func¢ao impar w(z) = vz, em que —oo < 7 < 00, temos:

() — 2 | 2BV L L el
S @2 4 2Bl + O |2 T 2((7)? + 2Bya| + C)
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hl (.I') =

plz*~ (Blx| + C) ] { Py~ |z 2 (Blz| + C)
(22 + 2Bla| + C)ett (2 + 2B[z| + C)P+H[((y2)? + 2Blyz| + C)(’g )

Utilizando um parametro de locagao p e parametro de escala o > 0, temos:

pl (558) P~H(B| ((54) 1+ ©)

ag

()% + 2B () | 4+ C)rt!

g

Sas(z) = [

py PP (B | (558) [ 2(B] (552) |+ O)
() + 2B () |+ C)1[((y (5£))2 + 2By (52) | + C)]

(5.2)

5.2.2 Grafico para a Densidade Assimétrica Sas(z)

Notamos que a densidade pode assumir a forma bimodal, além de possuir curvas

com caudas pesadas. Segue o grafico para a densidade hi(x) para alguns valores de

© = (B,C,p,7, 1 0):

— B=0.9,C=14,p=1,y=4,u=50=2

— B=1,C=3,0=049,y=165,u=1,0=0.43

— B=-0.74,C=5.9,p=0.5,y=2,11=9,0=0.6%

B=-0.98,C=6.9,0=08,y=1,u=2,0=3.2

- B=-0.6,C=8,p=5,y=10.3,4=7.15,0=0.4

— B=-1,C=6.6,0=2.5,y=5.3,4=7.0,0=0.7

Figura 5.1: Formas para a Densidade Assimétrica Sas(z)
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5.3 Distribuicao Assimétrica ho(x)

5.3.1 Construcao de hy(z)
Utilizaremos o seguinte resultado para gerar uma distribuicao assimétrica a partir
de uma distribuicao simétrica:

T g(xas™ll#) onde sinal[z] = k;—l, a>0,—00 < x < oo, g(zr) é dada

ho() = 33
por (4.2). Logo,

20 :| [(p|xasinal[x]|2p1(B|xasinal[m]|+cf) (53)

a2 +1 xasinal[z])2 + QB|$asinal[:c]| + C’)p-i—l

hato) = |

Utilizando um parametro de posicao p e parametro de escala ¢ > 0 em (5.3),

temos:

pl (222) sl o= (B (221 e l(52))] 4 )

a

Sbs(x):{ : }

5.4
a+é (5:4)

T—p

((u) asinal[( - )])Q_i_QB’masinal[(z;J)]’_|_C)p+1

o

5.3.2 Grafico para a Densidade Assimétrica Sbs(z)

Notamos que a densidade pode assumir a forma bimodal, além de possuir curvas
com caudas pesadas também. Segue o grafico para a densidade hs(x) para alguns

valores de © = (B, C, p,a, i, 0):
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— B=0.4,C=14,p=1,0=4,4=50,0=2

— B=03,C=0.7,0=05,0=0.6 4=53,0=104

100 — B=1,C=05,p=1,0=0.2,u=22,0=1.08

B=2,C=2,p=1,0=14,u=1,0=8

- - B=0.4,C=0.4,p=1,a=2.5,u=12,0=15

—_— B=-0.7,C=0.9,0=0.96,0=4,u=9,0=19

Figura 5.2: Formas para a Densidade Assimétrica Sbs(z)
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Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Introducao

Serao apresentados conjuntos de dados onde foram aplicadas as distribuicoes.
Serao realizados os ajustes das distribui¢oes e densidades, logo serao calculados os
valores dos parametros. A primeira aplicacao trata de dados de precipitacao, onde
utilizaremos a forma assimétrica da densidade introduzida em (3.3). O segundo exem-
plo trara dados de retornos de taxas de cambio do Brasil e Canadd, onde realizaremos
o ajuste para a versao simétrica apresentada em (4.2). O terceiro exemplo trard dados
de log-consumo de energia, onde aplicaremos a densidade assimétrica derivada a par-
tir da forma de [Azzalini,1985] presente em (5.2). A andlise estatistica foi realizada

no software R.

6.2 Precipitacao

6.2.1 Analise Descritiva

Os dados foram obtidos no sitio http://www.weather.gov/ (12). Sao dados anuais
de precipitagao(chuva) entre 1878 e 1998, para o centro da cidade de Los Angeles, com
121 observagoes. Segundo o sitio (12), o ano hidrolégico termina em 30 de junho de
cada ano. A precipitacao observada é um subproduto do National Weather Service
(NWS) dos Estados Unidos da América. Este conjunto de dados foi utilizado por
[Rathie & Coutinho,2011] (15) e os resultados serao comparados.
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Foram calculadas as estatisticas descritivas, bem como o bozplot. A dis-
tribuicao empirica dos dados, assim como a densidade foram construidas com software

R por meio dos comandos ecdf e density.

Tabela 6.1: Estatisticas Descritivas para os Dados de Precipitacao

FE'statistica Valor

Minimo 4,85

lo. Quartil 10,40
Mediana 13,07
Média 15,11
Variancia 46,98
Desvio-Padrao | 6,85
30. Quartil 19,28
Maéaximo 38,18

(e]e]

30

25
|

20

15

10
|

Figura 6.1: Boxplot para os Dados de Precipitacao
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Figura 6.2: Distribuicao Empirica e Densidade Estimada por Kernel para os Dados

de Precipitacao

Observamos pelo boxplot (6.1), que a distribui¢ao é muito assimétrica a direita.
Foi verificada a hipdtese de normalidade dos dados por meio do teste Shapiro-Wilks,
que apontou W = 0,9211 e p — valor = 0,00000256. Logo, existem fortes evidéncias

de que os dados nao possuem distribuicao Normal.

6.2.2 Estimacgao dos Parametros

O Método da Maxima Verossimilhanca foi empregado para estimacao dos parametros
B, C, p. A otimizagao da fungao de log-verossimilhanca foi realizada com o auxilio do

pacote DFEoptim (11) no software R. Outros métodos como o nlm,nlminb, optim e o
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pacote rgenoud foram utilizados, mas nao encontraram solugoes satisfatérias.
Para a estimacao do intervalo de confianga a 95%, utilizamos o método Boot-
strap nao-paramétrico baseado em 1.000 amostras com reposi¢ao, por meio do pacote

boot. A seguir apresentamos os resultados:

Tabela 6.2: E.M.V. e I.C. 95% Bootstrap para os Parametros B, C, p

Parametro | Estimativa | 1.C.Bootstrap Normal 95% | 1.C.Bootstrap Bésico 95%
B -0,35 [-0,3844; -0,3427 | [-0,3816; -0,3447]
C 28,00 [27,34; 29,41] [27,44; 29,28]
p 7,27 [6,759; 7,798] [6,816; 7,752]

Para garantir que B , C’, p € E.M.V., calculamos a matriz Hessiana, denotada

por H(f) e verificamos no software Mathematica que é definida negativa:

—65,00 —3,16 —16,13
~3,16 —0,19 —0,72
~16,13 —0,72 —2,28

6.2.3 Ajuste da Curva

Calculamos o teste de bondade de ajuste Kolmogorov-Smirnov, onde a maxima
distancia ou maximo desvio encontrado foi de D = 0,0496 e p — valor = 0,9984, in-
dicando que houve um bom ajuste, nao se rejeita a hipotese de que os dados seguem
a distribuicao simétrica apresentada em . A distribuicao e densidade sao, respectiva-

mente, da forma:

1454

(22 — 0.7z + 28)727

F(z) = (6.1)
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14, 54x1351(—0, 352 + 28)

fle) = (22 — 0, 72 + 28)8.27 (62)

Foram calculadas medidas de acurdcia do ajuste: Erro Quadratico Médio
(MSE), Desvio Médio Absoluto (MAD) e Desvio Maximo Absoluto (MD). A me-
dida MSE (Mean Square Error) consiste na média do quadrado da diferenga entre os
valores da distribuicao empirica e valores da distribuicao ajustada.A medida MAD
(Mean Absolute Deviation) consiste na média do médulo da diferenca entre os valores
da distribuicao empirica e valores da distribuicao ajustada. E, finalmente, a medida
MD (Maximum Deviation) consiste no valor maximo entre as diferengas absolutas

para a distribuicao empirica e a distribuicao ajustada. Apresentamos as medidas:

Tabela 6.3: Medidas de Acurédcia de Ajuste para as Distribuicao dos Dados de Pre-

cipitacio
Medidas de Acuracia Desvios
MSE 0,0006507454
MAD 0,02188007
MD 0,04724667

Observamos um bom ajuste dos dados a distribuicao apresentada no Capitulo
3. Ao compararmos os resultados encontrados neste trabalho e aqueles apresentados
em Rathie e Coutinho(2011) (15), vemos que a acurdcia do ajustamento foi seme-
lhante, ja que os valores encontrados 14 foram MSE=0.000589018, MAD=0.0192187
e MD=0.0547488.

A seguir apresentamos os graficos com a distribuicao e densidade ajustadas

aos dados de precipitacao do centro de Los Angeles:
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Figura 6.3: Analise de Bondade do Ajuste para os Dados de Precipitagao

6.3 Retornos Diarios de Taxa Cambio

6.3.1 Analise Descritiva

Os dados de taxas de cambio foram obtidos no sitio http://www.federalreserve.gov/
(5). A informagao é baseada em dados coletados e certificados pelo Federal Reserve
Bank of New York a partir de uma amostra de participantes no mercado. O periodo
das taxas de cambio diarias encontram-se entre 03 de janeiro de 2000 e 20 de maio
de 2011. As moedas pesquisadas foram o Real e Délar Canadense que pertencem aos
paises Brasil e Canadd, respectivamente. Segundo o FDR (5), os dados sdo mensu-
rados ao meio-dia pelas taxas de compra em Nova York para transferéncias a pagar

em moeda estrangeira. Os retornos diarios r; foram calculados pela relacao:

1 (6.3)

onde

P; é o prego ou taxa de cambio do dia i
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P,_1 é o preco ou taxa de cambio do dia anterior i-1

Foram calculadas as estatisticas descritivas, bem como o boxplot. A dis-
tribuicao empirica dos dados, assim como a densidade foram construidas com software

R por meio dos comandos ecdf e density, para Brasil e Canada:

Tabela 6.4: Estatisticas Descritivas para os Dados de Retornos Diarios das Taxas de

Cambio do Brasil e Canada

FE'statistica Pais

Brasil | Canada

Minimo -9,2156 | -4,9451
lo. Quartil -0,5143 | -0,3363
Mediana -0,0232 | -0,0129

Média 0,0019 | 0,0119

Variancia 1,1570 | 0,3765

Desvio-Padrao | 1,0756 | 0,6136
30. Quartil 0,4623 | 0,3006
Méaximo 7,8440 | 3,8803

Boxplot — Retornos das Taxas de Cambio do Real - Brasil

©
o

8

i

@O0 ®O

Figura 6.4: Boxplot para Retornos da Taxa de Cambio - Real - Brasil
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Boxplot — Retornos das Taxas de Cambio do Délar Canadense — Canada
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Figura 6.5: Boxplot para Retornos da Taxa de Cambio - Délar Canadense - Canada
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Figura 6.6: Distribuicao Empirica e Densidade Estimada para Retornos da Taxa de

Cambio - Real - Brasil

Foi verificada a hipdétese de normalidade dos retornos de taxas cambiais por
meio do teste Shapiro-Wilks, que apontou W = 0, 8898 e p — valor < 2,2.107'6 para
o Brasil (real) e W = 0,9492 e p — valor < 2.2.107'% para o Canadd (ddlar). Logo,
existem evidéncias de que os dados nao possuem distribuicao Normal para ambos os

casos.
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Figura 6.7: Distribuicao Empirica e Densidade Estimada para Retornos da Taxa de

Cambio - Délar Canadense - Canada

6.3.2 Estimacgao dos Parametros

O Método da Maxima Verossimilhanca foi empregado para estimacgao dos parametros

B, C. Fixaremos o parametro p = %, pois pela andlise grafica da densidade estimada
por kernel dos dados de retornos de taxas de cambio, observamos que os dados pos-
suem curva unimodal, tanto para o Brasil quanto para o Canadd. Para a andlise
grafica da densidade simétrica apresentada em (4.2), a tinica hipdtese em que a den-
sidade apresenta forma unimodal é quando p = %

A otimizagao da funcao de log-verossimilhanga foi realizada com o auxilio
do pacote DFoptim no R. Para garantir que B,C é EM.V., calculamos a matriz
Hessiana e verificamos no software Mathematica que é definida negativa, para Brasil

e Canad4, respectivamente:

8478,36 6757,35
6757,35 3283,16
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00537,63 34867,27
34867,27 21929,15

Utilizamos intervalos de confianca de Wald, baseados na Matrizes Inversas de

Informacao de Fisher, apresentadas para o real e o délar canadense, respectivamente:

0.00018 —0.0003
—0.0003  0.0004

0.0002  —0.0003
—0.0003  0.0004

A seguir apresentamos os resultados do E.M.V., com quatros casas de precisao:

Tabela 6.5: E.M.V. e I.C. Wald 95% para os Parametros B, C'
Parametro Cambio Estimativa | 1.C.Wald 95%

B Real 0,05 [0,0234;0,0765]

Délar Canadense -0,01 [-0.0379;0.0179]

C Real 0.6193 | [0,5792:0,6647]

Délar Canadense 0.2810 [0.2385; 0,3235]

6.3.3 Ajuste da Curva

Calculamos o teste de bondade de ajuste Kolmogorov-Smirnov, onde a maxima

distancia encontrada entre a distribuicao empirica e a distribuicao ajustada foi de
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D = 0,0258 com p — valor = 0,2946 para o Brasil e D = 0,0269 com p — valor =
0.2518 para o Canada. Isto é, nao existem evidéncias de que a distribuicao estimada e
a distribuicao empirica sejam diferentes. Apresentamos adiante medidas de acuracia
do ajuste, a saber: Erro Quadrético Médio (MSE), Desvio Médio Absoluto (MAD) e
Desvio Maximo Absoluto (MD).

Tabela 6.6: Medidas de Acuracia de Ajuste para as Distribui¢oes dos Retornos das

Taxas Cambiais de Brasil e Canada

Cambio MedidasdeAcuracia Desuvios
Real MSE 0,0001986364
MAD 0,01209738
MD 0,02546275
DoélarCanadense MSE 0,0001775864
MAD 0,01138909
MD 0,02671749

A seguir apresentamos os graficos com a distribuicao e densidade ajustadas

aos dados dos retornos das taxas cambiais de Brasil e Canada, respectivamente:
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6.4 Consumo de Energia - kg de petréleo per capita

6.4.1 Analise Descritiva

O sitio http://data.worldbank.orq/indicator/EG.USE.PCAP.KG.OF (21) contém
os dados de consumo de energia. O consumo de energia refere-se a utilizagao da
energia primaria antes da transformacao para outros combustiveis de uso final, que é
igual a producao indigena, mais as importacoes e as mudancas de estoque, menos as
exportagoes e combustiveis fornecidos a navios e aeronaves em trafego internacional
para 136 paises no ano de 1997. Os dados estao na escala de quilos de petréleo per
capita. Para nossa andlise, transformamos a escala para log-consumo de energia.

Foram calculadas as estatisticas descritivas, bem como o boxplot. A dis-
tribuicao empirica dos dados, assim como a densidade foram construidas com software

R por meio dos comandos ecdf e density.

Tabela 6.7: Estatisticas Descritivas para os Dados de Log-Consumo de Energia

FE'statistica Valor

Minimo 4,832

lo. Quartil 6,347
Mediana 7,185
Média 7.225
Variancia 1,153

Desvio-Padrao | 1,073

30. Quartil 8,091

Méximo 9,847

Observamos pela figura 6.11 pela densidade que a distribuicao é bimodal.
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Figura 6.10: Boxplot para os Dados de Log-Consumo de Energia
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Figura 6.11: Distribuicao Empirica e Densidade Estimada por Kernel para os Dados

de Log-Consumo de Energia
6.4.2 Estimacao dos Parametros

O Método da Maxima Verossimilhanca foi empregado para estimacgao dos parametros

B,C,~v, u,o. Fixamos o parametro p = % A otimizacao da funcao de log-verossimilhanca
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foi realizada com o auxilio do pacote DEoptim (11) no software R. Outros métodos
como o nlm,nlminb, optim e o pacote rgenoud foram utilizados, mas nao encontraram
solugoes satisfatérias. A estimagao realizada para os parametros foi pontual. A seguir

apresentamos os resultados:

Tabela 6.8: E.M.V. para os Parametros B,C, v, u,o

Parametro | Estimativa
B -1,00
C 5.90
v 0,81
I 7,00
o 0,64

6.4.3 Ajuste da Curva

Calculamos o teste de bondade de ajuste Kolmogorov-Smirnov, onde a maxima
distancia encontrada entre a distribuicao empirica e a distribuicao ajustada foi de
D = 0,0809 com p—wvalor = 0,7653, o que indica que a hipdétese de semelhanca entre
as distribui¢oes empirica e ajustada nao foi rejeitada. Foram calculadas medidas de
acurdcia do ajuste: Erro Quadratico Médio (MSE), Desvio Médio Absoluto (MAD)

e Desvio Maximo Absoluto (MD). Apresentamos as medidas:

Tabela 6.9: Medidas de Acuracia de Ajuste para as Distribui¢ao dos Dados de Log-

Consumo de Energia

Medidas de Acuracia Desvios

MSE 0,001026046
MAD 0,0251874
MD 0,07521916

75



aos dados de consumo de energia:
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Capitulo 7

Conclusoes

Os capitulos anteriores caracterizam as distribuigoes assimétricas e simétricas.
Pela quantidade de parametros, pode-se observar pelos graficos que as distribuicoes
sao maleaveis e podem assumir diversos formatos, inclusive podem assumir formas
com caudas grossas.

Um fato interessante é que ambas nao possuem momentos inteiros positivos,
geralmente utilizados na Inferéncia Estatistica Classica. Os momentos e fungoes ca-
racteristicas possuem resultados em fungoes especias que podem ser computados em
softwares matematicos como Maple e Mathematica.

Observamos que tanto para o caso simétrico, quanto para o caso assimétrico,
foram encontrados dados reais em que as distribuicoes tiveram aplicacoes. A dis-
tribuicao ajustada obteve resultado excelente para os dados de precipitacao, forte-
mente assimétricos, apesar das poucas observagoes. Para os dados de retornos per-
centuais de taxa de cambio do real e délar canadense em relacao ao délar americano,
o resultado do ajuste foi 6timo.

A distribuicao assimétrica do Capitulo 5 obtida a partir da distribuigao
simétrica do Capitulo 4 também gerou bons resultados e tem a vantagem de modelar
dados bimodais e fortemente assimétricos, com caudas pesadas. A diferenca entre a
distribuicao empirica e distribuicao ajustada poderia ser menor se houvessem mais
observacoes.

As distribuicoes apresentadas mostraram grande aplicabilidade aos dados

reais, principalmente em areas com um comportamento tipico de caudas pesadas
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como dados financeiros e dados assimétricos e bimodais como dados ecoldgicos e am-

bientais.
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Apeéndice 1

Conceitos Basicos em Probabilidade e Inferéncia Es-
tatistica

Para analisar o problema proposto serao necessarios alguns conceitos de Proba-
bilidade e Inferéncia Estatistica. No estudo de Probabilidade serao introduzidas
defini¢oes de Distribuicao de Probabilidade, Momentos, Funcao Geratriz de Momen-
tos e Funcao Caracteristica. Estes conceitos serao necessarios para montar varias
propriedades das distribuicoes que serao apresentadas.

Por outro lado, apds apresentacao das propriedades das novas distribuicoes
¢ indispensavel a estimacao dos parametros destas, onde serao necessarios conceitos
a Maxima Verossimilhanca, Método do Momentos e Intervalos de Confianca. Breves

defini¢oes e conceitos serao apresentados a seguir.

Probabilidade

A palavra probabilidade deriva do Latim probare (provar ou testar). O estudo
da probabilidade esta interessado em observar fenomenos cotidianos aleatérios. Note
que ao realizar experimentos aleatorios, nao se sabe qual sera o resultado exato antes

de realiza-lo, mas sim quais sao os resultados provaveis.

Distribuicao de Probabilidade Acumulada

Definicao 7.0.1. Seja X uma varidvel aleatoria (v.a.) em um espago de probabili-
dade. A funcao de distribuicdo de probabilidade acumulada de X, denotada por Fx

ou simplesmente F, é definida por
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Fx(x)=P(X <z),z€R (7.1)

Proposicao 7.1. Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada
i) 0 < Fx(x) <1,Vx;

i1) limg oo Fix () =0 e lim, o Fx(z) =1;

iii) Fx € continua a direita;

iv) Fx nao € decrescente, isto €, Fx(x) < Fx(y),Vx <y;z,y € R.

Funcao Densidade de Probabilidade

Definicao 7.0.2. Seja X uma varidvel aleatoria em um espacgo de probabilidade. X é
denominada discreta se assume um numero finito ou enumerdvel de valores. Neste
caso, a fungao densidade de probabilidade de uma v.a. discreta, denotada por p(x;),

¢ definida por

Fx(z)= Y P(X=umz)= > plx:) (7.2)

v <x i <x
Proposicao 7.2. Propriedades da Funcao Densidade de Probabilidade de
uma V.A. Discreta

1) {x; : p(z;) # 0} é subconjunto finito ou infinito enumerdvel de R;
i11) ZP(%) =1.

Definicao 7.0.3. Seja X uma varidvel aleatoria em um espaco de probabilidade. X é
denominada continua se sua fun¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.), denotada

por f(x), € tal que

Fy(z) = /_ ")t vr e R (7.3)
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Proposicao 7.3. Propriedades da Funcao Densidade de Probabilidade de

uma V.A. Continua

) >0,z € R;
/ flz)dz = 1;
i11) )_dig’:).

Esperanca Matematica

Definicao 7.0.4. Seja X uma varidvel aleatoria qualquer e F sua distribuicao em um,

espaco de probabilidade. A esperanca de X, denotada por EX, € definida por

EX = /OO zdF(x), (7.4)

sempre que a integral de Riemann-Stieltjes é bem definida e E|X| existe. Como

o) 0 o0
EX = / zdF(x) = / zdF(x) —I—/ zdF(x), entdo a esperan¢a estard bem
0

—0o0 0 —OOOO
definida se/ xdF (x) e/ xdF(x) forem finitas.
—00 0
Momentos

Definicao 7.0.5. Seja X uma vardvel aleatoria em um espago de probabilidade. O

k-ésimo momento de X, denotado por p., € definido por

pwp = EX*, (7.5)

desde que E|X|F exista. O k-ésimo momento central de X (em torno da média),

denotado por py, € definido por

e = E(X — EX), (7.6)
desde que E|X — EX|* exista.
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Funcao Geratriz de Momentos

Definigao 7.0.6. Seja X uma vardvel aleatoria em um espago de probabilidade. A

funcao geratriz de momentos de X, denotada por Mx(t), € definida por

Mx(t) = B, (7.7)

desde que a esperanca exista.

Mx(t) é chamada de fungao geratriz de momentos pois EX* = C‘;TI;(MX (1)) ]¢=o0-

Funcgao Caracteristica

Definicao 7.0.7. Seja X uma vardvel aleatoria em um espaco de probabilidade. A

funcao caracteristica, denotada por px(t), € a funcao ¢ : R — C definida por

onde i € o numero imagindrio \/—1.

Proposicao 7.4. Propriedades da Funcao Caracteristica

i) px(t) € limitada, isto €, |px(t)| < 1,Vt € R;

ii) ¢x(0) = 1;

iii) wx(t) € uniformemente continua na reta;

iv) A funcdo caracteristica de uma v.a. X determina a distribuicio de X unicamente;

v) Se E|X| < 00, entdo px possui k derivadas continuas e (Z—i(ng(t))h:O =i*EXF.

Note que, pelas propriedades acima apresentadas, a funcao caracteristica sem-

pre existe.

Inferéncia Estatistica

A inferéncia estatistica tem por objetivo fazer afirmacgoes sobre uma populagao
ou universo a partir de uma amostra. Tal tipo de afirmagao deve sempre vir acom-

panhada de uma medida de precisao. Os estimadores estao ligados a idéia de fazer
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afirmacoes de sobre a populacao e intervalos de confianca estao associados a idéia
de precisao. A seguir serao apresentados conceitos relacionados a estimacao de
parametros e intervalos de confianca. O leitor devera estar familiarizado com as fer-
ramentas da Inferéncia como espaco paramétrico, estimadores, estatisticas suficientes

e completas. Tais fundamentos podem ser encontrados em Bolfarine[2002] etc.

Métodos de Estimacao

Serao apresentados métodos que possibilitam a estimacao dos parametros nas
distribuicoes que serao estudadas: o Método dos Momentos e o Método da Maxima

Verossimilhanga.

Método dos Momentos

O Método dos Momentos consiste em igualar momentos amostrais aos mo-

mentos populacionais.

Definicao 7.0.8. Seja o k-ésimo momento amostral, denotado por my, definido

por
g =~ zn: Xy (7.9)
i3 a ‘
onde n € o numero de elementos de uma amostra X1, Xo, ..., X,.

Logo, o Método dos Momentos assume que

my = Mg

—> X! =EX* (7.10)

=1
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Método da Maxima Verossimilhanga

Definicao 7.0.9. Sejam X = (X, Xs,...,X,) uma amostra aleatoria da v.a. X
com f.d.p. f(x|0) em que 8 € © é um vetor (01,0,,...,0k), onde © é o espago
paramétrico e k é a quantidade de parametros que a f.d.p. possui. A fungao de

verossimilhancga, denotada por L(0; X), é definida por

n

L(; X) = [ ] f(xil0) (7.11)

i=1
Defini¢ao 7.0.10. O estimador de mdxima verossimilhanca ( E.M.V.), de-

notado pelo vetor é, ¢ alcancgado por meio da mazimizagdo de L(0; X).

~

L(0) = max; o L(0; X) (7.12)

A sequir é apresentado o procedimento para obteng¢ao do E.M.V.

i) Obtém-se o logaritmo natural de L(6; X)

1(0; X) =logL(0; X) (7.13)

i1) Deriva-se a expressao 1(60; X) em relagdo a cada 0; e iguala-se a 0

o0l(0; X)
U;(0) = ’ =0, 7.14
0) = =5 (714)
ondei=1,...,k eU;(0) € conhecida como funcao escore. Logo teremos
ole; X) 0
20,
one; xX) 0
005



ol(6; X)
00y,

iii) Resolve-se as k equagoes (7.14), isolando cada 0;.

=0

. i i i 2 .
iv) Verifica-se se a matriz quadrade Kz K das derivadas sequndas de 1(6) — %,
denominada matriz Hessiana, definida por
[ 0210:x)  0%1(0;X) 921(0;:X) |
062 90100, " 00100
921(0;X)  9%1(0;X) 921(0;X)
2 LIRS
H((0)) = 06200, o903 06206y, (7.15)
A2(0:X)  92U(6;X) 921(0;X)
| 90,000 96,00, T 962

€ negativa definida.

Note que o E.M.V pode nao existir ou pode nao ser uinico. Também observe
que em situagoes em que o espaco paramétrico © é discreto ou que o maximo de
[(0; X) ocorre na fronteira de ©, o E.M.V deve ser obtido examinando a funcao de
verossimilhanca, ao invés de utilizar o procedimento acima descrito.

A propriedade da Invariancia presente nos E.M.V. é muito vantajosa e sera

enunciada a seguir.

Teorema 7.0.1. (O principio da Invaridncia) Seja g(.) fun¢ao real e inversivel

definida no espaco paramétrico ©. FEntao, seé ¢ EM.V. de @, entao g(é) coE.MYV.

para g(0).

Proposicao 7.5. Propriedades Assintoticas do E.M.V.

0 - N(0,17'(0))
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Em que [(0) = —F [822(89%)] ¢ denominada a Matriz de Informacao de Fisher. Ob-

serve que 1(6) é a matriz hessiana com sinais trocados.

Intervalos de Confianga (1.C.)

O Intervalo de Confianca de Wald é definido por:

A

0 — 202\ diag(T-1(9))

0+ 21_aj2\/ diag(I71(9)),

em que diag ¢ a diagonal da Matriz Inversa de Informacao de Fisher e z,/2, 21—q/2 830

os quantis da distribuigao N(0,1) com nivel de confianca .

Outro tipo de I.C. esta baseado no método nao-paramétrico de Bootstrap,

descrito a seguir: i)Estimar 6 utilizando os dados reais.

ii) Retirar B amostras bootstrap de tamanho m, com reposicao dos dados reais (x1, z, . . ., Z,).
iii) Estimar 64, ...,0p5 das B amostras.
iv) Para estimar o I.C. Bootstrap Percentil, ordenar 61, ..., 05 e selecionar o percentis

(K1(5), K3(1 — %)), onde K é o percentil de ordem § e K, é o percentil de ordem
(1-9).
v) Para estimar o 1.C. Bootstrap Normal, calcular a média 0 e desvio-padrao dp(é)de

01,...,0p e calcular

~ ~

0 — za/2dp(0)
é + Zl_a/zdp(é)

Para mais detalhes sobre o método Bootstrap, veja (4).
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