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It is not selfish to think for oneself.
A man who doesn’t think for himself doesn’t think at all.

Oscar Wilde
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Resumo

Amplamente utilizados em aplicagoes economicas, os modelos de dados em painel
desempenham papel imprescindivel por sua natureza que incorpora observacoes de
corte transversal e ao longo do tempo. Todavia, o desenvolvimento desses modelos se
deu no sentido de corrigir a dependéncia temporal entre as observagoes. Os modelos
espaciais buscam preencher essa lacuna no sentido de incorporar a localizacao (vizi-
nhanca, mais especificamente) das observagdes no processo de estimagao. O fato de
que negligenciar a dependéncia espacial e utilizar técnicas classicas (que pressupoem
independéncia das observagoes) produz modelos inconsistentes e de especificacao ques-
tionavel.

Este trabalho apresenta, de forma geral, algumas das técnicas de modelos em
painel e de regressao espacial mais amplamente utilizadas e, posteriormente, propoe
adaptagoes nos modelos em painel, no caso o modelo MESPS (Matriz Ezponential
Spatial Panel Specification), de forma a incorporar a dependéncia espacial em suas
variadas formas. Além disso, foi construido um procedimento computacional em
linguagem SAS - IML® para estimar o painel espacial de efeitos fixos. Este pro-
cedimento foi utilizado em quatro conjuntos de dados com caracteristicas distintas
e se provou uma excelente alternativa aos procedimentos tradicionais quando a de-

pendéncia espacial nao é excessivamente alta.

Palavras Chave: Econometria Espacial, Modelos em Painel, Efeitos Fizos, Efei-

tos Aleatorios, Matriz de Proximidades, MESS, MESPS, Painel Espacial.



Abstract

Panel data play an important role in Econometrics due to its cross-section and
time-series features. However, the developments in this subject are usually made
in order to embody dependence and trends related to the time-series framework.
Spatial models are intended to take the position or neighbourhood of an individual
into consideration while modeling. It should be noticed that neglecting the spatial
structure of data would generate bias making the estimates inconsistent. In addition,
the advantage of estimating the spatial spill-over effect would not be taken.

This thesis reviews the most widely used panel data model, such as pooled, fixed
and random effects. It also approaches a mixed fixed effects panel data and spatial
model named MESPS - Matriz Exponential Spatial Panel Specification. A SAS - IML
code was implemented to estimate the MESPS. Four cases were analysed in different

perspectives, comprehending a wide pool of situations.

key words: panel data, spatial models, MESPS, spatial weight matriz, MESS,
fized effects, random effects.



Introducao

Modelos para dados em painel desempenham um importante papel na econometria
em virtude de sua natureza, que aborda de forma integrada observagoes de corte
transversal (cross-section) e série temporal. Em decorréncia dessa abordagem mais
ampla, as técnicas convencionais de regressao de corte transversal nao podem ser
aplicadas diretamente. Em contrapartida, dados em painel permitem modelagens
mais robustas e que captam efeitos nao identificaveis no caso de corte transversal.

Uma das limitagoes dos modelos em painel é a grande exigéncia computacional,
principalmente em aplicagdes economicas, onde geralmente o niimero de observacoes
é grande. Ao integrar técnicas de painel e regressao espacial, os procedimentos se
tornam ainda mais computacionalmente intensivosE]. Com o intuito de dar um passo
em direcao a maior tratabilidade computacional desses modelos, foi construido um
procedimento em linguagem SAS - IML - cuja conversao para linguagem S é direta e
sem maiores complicagoes - para estimar modelos espaciais com estrutura de painel.

Nesta dissertagao, serao apresentados diferentes abordagens de dados em painel,
sendo que o foco serd nas técnicas mais tradicionais, como modelagem de efeitos fixos
e de efeitos aleatérios. Além disso, esses modelos serao apresentados num contexto
em que a organizacao espacial das observagoes é levada em consideracao. Os ganhos
dessa iniciativa sao claros quando ha, de fato, uma dependéncia espacial nos dados.
Caso contrario, os resultados serao similares aos dos modelos convencionais.

Note, também, que nem sempre ¢é razoavel assumir que a média e a heterogenei-
dade (variancia) - dados os niveis das covariaveis envolvidas - é constante ao longo

do espago (LeSagel, |1999). Num contexto, em que se esteja estudando a renda per ca-

L Alguns modelos nio sdo estimdveis mesmo para amostras intermediarias (N > 500) porque

superam o limite da capacidade de processamento dos computadores atuais.



pita da populacao em diferentes cidades do Brasil, por exemplo, além das diferencas
no nivel da varidavel renda, seria natural observar diferentes variancias em regioes
distintas.

Os modelos do tipo painel espacial foram projetados de modo a captar diferen-
tes médias e heterogeneidades ao longo do espaco e, em adigao, englobar todas as
vantagens de um estudo em painel, como identificacao de tendéncias e grande dispo-
nibilidade de graus de liberdade (Elhorst|, 2010)).

O trabalho esta estruturado como a seguir: O Capitulo 1 apresenta os principais
conceitos de modelos de dados em painel, com destaque para os modelos de efeitos
fixos e aleatérios. No Capitulo 2 sao abordadas as técnicas de econometria espacial,
iniciando com alguns conceitos de estatistica espacial como matriz de proximidades
W e testes de dependéncia espacial e finalizando com os modelos de regressao es-
pacial. O Capitulo 3 trata dos modelos de dados em painel com estrutura espacial,
fazendo exatamente uma compilacao dos dois capitulos anteriores, alem de abordar
as principais consequéncias computacionais dessa jungao. No Capitulo 4 sao feitos

quatro estudos de caso, a fim de verificar as particularidades dos modelos, a saber:
1. Municipios de Rondonia - baixa dependéncia espacial;
2. Municipios de Sao Paulo - média dependéncia espacial;
3. Consumo de cigarros nos Estados Unidos - alta dependéncia espacial;
4. Municipios do Brasil - base com muitos registros e baixa dependéncia espacial?}

Por fim, o Capitulo 5 apresenta as principais conclusoes e recomendacoes para

trabalhos futuros.

2Base municipal contendo 5.560 municipios distribuidos em quatro anos (Silva and Alves, [2007)
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Capitulo 1

Dados em Painel

1.1 Introducao

De modo geral, é possivel classificar dados de trés formas: corte transversal (cross
section), série temporal e dados em painel (genericamente tratados como dados lon-
gitudinais). Dados de corte transversal sdo mensuragoes de varias unidades obser-
vacionais (geralmente independentes) em um tnico instante no tempo. Uma série
temporal consiste em uma unica observacao medida ao longo de varios periodos de
tempo. Usualmente essas mensuragoes sao correlacionadas, demandando estrutura
de covariancias mais estruturada que dados de corte transversal. Conjuntos de da-
dos em painel, consistem de varias observacoes de corte transversal (cross section)
mensuradas em diferentes pontos no tempo (nao necessariamente equiespagados). A
modelagem desse tipo de dado envolve algumas especificidades, como a dependéncia
ao longo do tempo, uma vez que a mesma unidade observacional é medida em dife-
rentes pontos no tempo. Algumas das grandes vantagens do uso de dados em painel

quando comparado com dados de corte transversal sao:

e Menor variabilidade intra-observagao que entre observagoes, isto ¢, o mesmo
individuo apresenta menor heterogeneidade em diferentes pontos no tempo que

diferentes individuos no mesmo instante;

e As mensuragoes ao longo do tempo dao uma idéia de tendéncia, além de captar

relagoes dinamicas entre individuos;



e O mesmo individuo pode ser controle e submetido a diferentes tratamentos,

basta que o seja em diferentes momentos.

A literatura estatistica é bastante extensa no ambito de dados longitudinais. H&
que se ressaltar, todavia, que a modelagem tradicional de dados longitudinais é um
pouco mais geral que a de dados em painel. Dados em painel tem sido tratados
genericamente como observagoes de corte transversal empilhadas ao longo do tempo
(Frees, [2004). Em estudos longitudinais, tipicamente se tem um experimento contro-
lado com mais pontos no tempo que num painel. Este, por sua vez, é formado por
dados observacionais que envolvem uma série de fatores exdgenos de influéncia des-
conhecida e que sao fonte de heterogeneidade. Uma ressalva que deve ser feita, é que
dados longitudinais implicam em repeticoes na mesma unidade observacional, mesmo
que o fator temporal nao desempenhe papel importante na modelagem. No painel,
as repeticoes sao feitas ao longo do tempo e o fator temporal é imprescindivel para
captar relacoes dinamicas entre individuos. Mesmo assim, o uso de medidas repeti-
das ¢é extremamente valido, uma vez que gera mais graus de liberdade e controla para
influéncias exdgenas que sao constantes ao longo do tempo. Estudos longitudinais
possuem, em geral, repeticoes suficientes para estimar parametros especificos de cada
individud'] (Hedeker and Gibbons, [2006]).

Um exemplo de estudo longitudinal apresentado em McCulloch and Searle| (2001)) é
a avaliacao do impacto de um medicamento para controle da pressao arterial. Este me-
dicamento é ministrado em duas doses mais um controle (placebo) em cada individuo
em diferentes pontos no tempo. Evidentemente, pessoas diferentes tem pressao média
- sem serem submetidas a nenhum tratamento - diferentes, bem como respondem de
forma distintas a cada dosagem do medicamento. Portanto, um modelo que seja
flexivel para comportar essas particularidades deve permitir um intercepto diferente
para cada individuo, assim como diferentes impactos do tratamento (doses) na res-
posta (pressao arterial) de cada pessoa. No decorrer deste capitulo, serao apresentados
alguns modelos que se adaptam a situagoes parecidas num contexto economico. Para

maiores detalhes em modelos para dados longitudinais, veja [McCulloch and Searle

(2001)), Verbeke and Molenberghs (2000) e Hedeker and Gibbons (2006).

'Numa abordagem de corte transversal, esses pardmetros seriam néo identificaveis.



No caso de dados em painel, basicamente, o vetor resposta y tem como elemento
tipico y;; o valor da variavel Y na i-ésima observacao e no t-ésimo instante de tempo.
Num contexto em que se tem K variaveis explicativasﬂ pode-se, de modo geral,

representar matricialmente o modelo de dados em painel como:

Y11 Z111 T121 L1kl B €11
1
Y12 T112 T122 T1k2 Ba . €12
= + : +
CN
YNT TN1T TNoT TNkT Br ENT

onde ¢; é o efeito individual de cada observacao e, portanto, constante ao longo do
tempo. E vélido ressaltar que o efeito individual nao é um parametro a ser estimado e
sim uma variavel aleatéria que carrega efeitos individuais nao observaveis. Note que
uma vez que esse efeito carrega caracteristicas intrinsecas do individuo, faz sentido
que ele seja mantido constante ao longo do tempo. Ha diversos tipos de modelagem

de dados de painel, sendo os mais conhecidos:
1. Modelo Combinado;
2. Modelo de Efeitos Fixos;
3. Modelo de Efeitos Aleatorios.

A escolha do modelo depende, primordialmente, da natureza do efeito individual
¢i, i.e, se ¢; puder ser dissociado das variaveis explicativas X. A verificacao deste fato

nao é trivial e este tema sera abordado com mais detalhes nas secoes seguintes.

1.2 O Modelo Combinado

Num contexto em que ¢; = ¢ V i, o modelo combinado pode ser utilizado sem
problemas e o estimador de minimos quadrados é consistente e eficiente (Greene,

2006)). Note que este modelcE]é extremamente simples e remete ao modelo de regressao

2Elemento tipico da matriz X: Zij¢, onde ¢ = 1,2,..., N unidades observacionais, t = 1,2,...,T

instantes no tempo e j = 1,2, ..., K varidveis explicativas.
3A matriz X ndo contém o vetor de 1’s para estimacao do intercepto, uma vez que este estd sendo

representado explicitamente por ¢



linear para dados de corte transversal, a saber:
Yit = x;tﬂ—l—c—l—eit (11)

em que z, = [r1, X9, ..., Tx| para a i-ésima observagao no periodo de tempo t. Este
modelo funciona bem se todos os pressupostos do modelo de regressao classico fo-
rem atendidos, a saber: E(ey|z},) = 0, € ~ N(0,0%I), observacoes independentes e
exogeneidade estrita de z,. O estimador de minimos quadrados B e sua respectiva
variancia sdo os mesmos da regressao linear (MQO) sendo dado por:
B— (XX) Xy
Var(B) = 2(X°X) ™!

Algumas desvantagens deste modelo sao facilmente reconheciveis. De imediato,
observa-se que em nenhum momento da modelagem se leva em consideracao a es-
trutura temporal presente nos dados. Em outras palavras, assume-se que todas as
observagoes sao independentes. Todavia, é evidente que héd mensuracoes no mesmo
individuo em instantes de tempo distintos. Utilizar o modelo combinado é assumir
que essas mensuracoes sao independentes. De fato, hd situacoes em que este modelo
¢é bastante razoavel. Na maioria dos casos - e principalmente em dados econoémicos -
este tipo de modelagem ¢é pouco realista. Caso haja a suspeita de dependéncia entre
as observacoes, vale a pena utilizar uma modelagem mais robusta, como por exemplo,
um modelo de efeitos fixos ou aleatorios.

Evidentemente, a estrutura de covariancias assumida por € ~ N (0, 0I) é condicao
para construir intervalos de confianca e realizar testes de hipéteses. Caso a amostra em
estudo seja razoavelmente grande, entao essa estrutura é alcancada assintoticamente.
Caso contrario, os estimadores das variancias sao viesados e os intervalos de confianga

inuteis.

1.3 O Modelo de Efeitos Fixos

O modelo de efeitos fixos é utilizado em situacoes em que nao é possivel dissociar o
efeito individual ¢; das variaveis explicativas, sendo que a forma da dependéncia entre

¢; e X é geralmente desconhecida. Este modelo, no entanto, é robusto o suficiente para



permitir que essa dependéncia nao tenha forma conhecida. O nome “efeito fixo”nao
significa que ¢; seja tratado como nao estocdstico, mas que haja uma correlacao
arbitraria entre ¢; e X (Wooldridge, 2001)). Na maioria dos casos, essa correlagao é tida
como arbitréaria pelo simples fato de ¢; ndo ser mensuravel (fonte de heterogeneidade
desconhecida). Numa aplicagdo em que se deseja explicar a evolugdo da renda de
certos individuos ao longo do tempo com base no tempo de estudo deles, o efeito fixo
¢; capturaria caracteristicas como aptidao e/ou postura profissional (além de outros
fatores influentes e ndo mensurados ou nao mensurdveis). Veja que essas podem ter
influenciado o tempo de estudo do individuo, uma vez que um individuo com postura
profissional de grande comprometimento tende a estudar com mais seriedade, ao
passo que individuos mais aptos tendem a se sentir incentivados com bons resultados
na escola/universidade advindos de sua aptidao. Tentar mensurar aptidao e postura
profissional é um tanto complicado por véarios motivos, como estabelecer uma unidade
de medida, estabelecer niveis comparaveis, e mesmo pelo simples fato de que as
pessoas podem ter escolhido carreiras para as quais nao sao mais aptas (e isso nao

significa que elas sejam inaptas de modo geral).

1.3.1 Modelo com 1 efeito fixo

Sendo assim, pode-se representar o modelo de 1 efeito ﬁxoﬁ] (One-Way Fized Ef-
fects) da seguinte forma:

Yit = T8 + ¢ + €t (1.2)

pois leva em consideracao apenas o efeito individual de cada unidade observacional.

O processo de estimacao mais comum ¢é conhecido como Minimos Quadrados de
Varidveis Indicadoras (LSDV - Least Squares Dummy Variables). Este procedimento
é, basicamente, minimos quadrados ordinarios aplicados num modelo cuja matriz de
variaveis explicativas contém uma varidvel indicadora para cada individwﬂ (unidade

observacional). Representando na forma matricial, tem-se:

4Para conhecer o modelo de 1 efeito fixo com maior nivel de aprofundamento, veja|Baltagi (2008)),

Wooldridge, (2001) e |[Johnston and Dinardo| (1996)).
°A matriz X nao deve conter o vetor de 1’s para que nao haja colinearidade perfeita entre o

. N . . i . . -
intercepto e )., ¢;. Caso o intercepto seja de relevancia imprescindivel para a interpretacao do

, a . . o~ N
modelo, é necessario impor a restricao » ;" ¢; = 1.



U1 X1 ] 0 0 C1 €1
Y2 Xs 0 j 0 Co €9
= 8+ +
YN XN 0 0 ] CN EN
Ti11 Tio1 o Tk 1 €i1
Ti12 Ti22 Tik2 . 1 €i2
onde X; = ‘ ' ‘ , ] = ee€ = ’
~—~ ~~
TxK Tx1
Tar TioT TikT 1 €T

Os erros €; sao comumente chamados erros idiossincraticos (ou perturbagoes idi-
ossincraticas) por variarem tanto ao longo do tempo quanto ao longo das observagoes,
ou seja, sao perturbagoes proprias da natureza estocastica de cada individuo em cada
instante no tempo. Uma vez obtido ¢;, cabe lembrar que a interpretacao desse é
a alteracao na média de y;. Em outras palavras, nao faz sentido avaliar o impacto
marginal de ¢; em y; uma vez que este nao possui unidade de medida quantificavel.
Lembre-se de que ¢; retine peculiaridades nao mensuraveis (latentes) do individuo 4.
Um problema critico do método LSDV ¢é a grande exigéncia computacional. Num
conjunto de dados com N observacoes de corte transversal a matriz de variaveis ex-
plicativas teria dimensao NT x (N 4+ K'). Numa aplicacao em que N é grande, realizar
operagoes nessa matriz é impraticavel. Para contornar esse problema foi proposto um

método menos computacionalmente intensivo chamado Within Transformation.

1.3.2 O procedimento Within Transformation

O procedimento Within Transformation consiste em estimar o modelo
Yit — Ui = (T — Ti) B + € — €. (1.3)

A prova de que este modelo é equivalente a (|1.2)) estd no Apéndice Al. Note que
B mede o impacto da variagdo de z;; em relagdo a T; no desvio (y; — 7; ). Sendo
assim, nao é possivel utilizar varidveis constantes ao longo do tempo (em todas as

observagoes) na modelagem de y;;. Esse fato pode ser verificado facilmente no modelo

10



[1.2] uma vez que haveria colinearidade perfeita entre ¢; e uma variavel constante ao

longo do tempo. Seja, entao, a matriz

J 0 0

0 j 0
D= )

0 0 j

Se M = (I - D(D'D)'D’), entao o estimador de 3 é similar ao de minimos quadra-

dos generalizados dado por:
B = [(X'MX)'(X'My)| (1.4)
Matricialmente, é mais simples representar a matriz M como

L, .

1.3.3 Modelo com 2 efeitos fixos

O procedimendo LSDV também é util para estimar os efeitos especificos de cada
periodo de tempo (Greenel [2006)). Sendo assim, um modelo que leva em consideracao
os efeitos especificos de cada unidade observacional e de cada instante de tempo é

chamado de 2 efeitos fixos (Two- Way Fized Effects) e tem a forma:
Yir = T8+ i+ + € (1.6)

onde v, ¢é o efeito especifico do t-ésimo instante de tempo. Num contexto LSDV,

1 00 0 0

01 00 0

0010 0
T =

0 0 01 0

O 0o0O0 ... 1

E importante ressaltar que o modelo deve ser estimado com T — 1 varidveis indi-
cadoras, uma vez que o primeiro efeito fixo (efeito individuo) j& soma 1 e, portanto,

se todos os periodos de tempo fossem levados em consideragao, haveria colinearidade

11



perfeita entre os efeitos individuo e tempo. Neste caso, o periodo de tempo que foi
suprimido funcionaria como um periodo base, e os ;’s seriam contrastes em relacao
a ele. H4, ainda, outra forma de estimar o modelo com 2 efeitos fixos sem ter de
recorrer a interpretacao de contrastes. Trata-se de um modelo com restrigcoes nos
parametro ¢ e v do tipo > ¢ = > v = 0. Este modelo é equivalente a regredir v}, em

*
x},, onde

Ty = Tjp — I _Et i
_ 1 ¢
Yy = — Yit
n -
=1
L (1.7)
yZ - T ylt .

Assim como na secao anterior, hd uma representacao matricial que simplifica o

procedimento Within Transformation, a saber:

1, . 1 .. . .
M=Iy®Iy - TJTJ'T ® Iy — NIN ® jniy + WJNT.]/NT (1.8)

1.3.4 Estimacao de parametros via Maxima Verossimilhanca

Estimar parametros num contexto de maxima verossimilhanca é interessante por-
que permite incorporar informacoes a priori e guiar o processo de estimacao para uma
perspectiva Bayesiana. Ha, todavia, trés abordagens diferentes que geram, sob certas
circunstancias, os mesmos estimadores dos efeitos fixos. Sao elas: verossimilhanca
conjunta, verossimilhanca condicional e verossimilhanca marginal. Neste texto, serao
abordadas as duas primeiras. Para mais informagoes nesse sentido, consulte Arellano
(2003).

Verossimilhanga Conjunta

Sendo assim, sob normalidade
yilXi, ¢ ~ N(X38, UEIT) (1.9)
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e a log-verossimilhanca conjunta de N observacoes de corte transversal é dada por

N
(y|X,c) = logf(yslXi, ci) (1.10)
=1
onde
T 9 1 ,

O estimador de 3 e os residuos gerados via maxima verossimilhanga conjunta
(Joint Likelihood) sao idénticos aos do procedimento Within Transformation. O esti-
mador 6%, = ﬁe’ e, todavia, é inconsistente porque é funcao de B e ¢, mas a dimensao
de ¢ cresce conforme o nimero de observagoes de corte transversal (N — 00). Nesse
caso, como o interesse é estimar B, o estimador de maxima verossimilhanca é, ainda,
uma excelente alternativa por causa de suas propriedades.

Outra abordagem bastante relevante e que fornece estimadores consistentes é a
Verosimilhanca Condicional.

Verossimilhanga Condicional

Seja a densidade (em logaritmo)

T

1 _ _
log f(7;|Xi,¢) = K — Elog o’ — ﬁ(yi - XiB—-c¢) (v, — XiB —c;) (1.12)

onde K é uma constante.

Entao,

i X, ¢
F(yilXi e, 5;) = %

log f(yilXs,ci,¥;) = log f(yi|Xi,ci) —log (¥ X, ¢:)

_ T 1 1
log f(yilXs,ci,¥,;) o —5509 o® — @(Yi -XB—c)(yi—XiB—c;) + §l09 o’ +
T = -
T‘Q(yz' - X8 — Ci)/(yi - X8 — Ci)
T
T —1 1
log f(yilXisciy;) o< — logo® — == > (e —&)°
2 20 p

Note que log f(yi|Xy, ¢;,¥,;) ndo depende de ¢;. Portanto, 7, é estatistica suficiente
para ¢; (Casella and Berger, [2001)).

Assim, a verossimilhanca condicional
N
L(B,0%y,X) = log f(y:lX:,7,) (1.13)
i=1
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De modo semelhante a secao anterior, o estimador de maxima verossimilhanca
condicional de B é o mesmo gerado pela Within Transformation, mas

0L = o= SV @ onde =3 e

Sendo assim, essas duas abordagens sao interessantes caso se deseje estudar a
fundo o impacto de prioris informativas. Um excelente exemplo de modelagem em
painel sob a perspectiva Bayesiana esta em |Moral-Benito (2009). Todavia, o escopo

deste trabalho se restringe a metodologias frequentistas.

1.4 O Modelo de Efeitos Aleatdrios

A principal diferenca entre o modelo de efeitos fixos e 0 modelo de efeitos aleatérios
¢ que neste ultimo os efeitos individuais sdo ortogonais as varidveis exégenas (expli-
cativas). Além disso, o modelo de efeitos aleatdrios é ideal para aplicagoes em que
os individuos foram amostrados de uma populacao maior ou janela de tempo mais
extensa (Greene, 2006)).

O modelo de efeitos aleatérios é 1til quando hé suspeita de heterogeneidade ao
longo as observagoes, isto é, o efeito individual leva em consideracao uma fonte de
variacao comum aquele individuo (além da variacao idiossincratica).

Outras grandes vantagens desse tipo de modelagem sao a correcao, de forma natu-
ral, da dependéncia intra observagao (Baltagi, 2008) (no mesmo individuo em pontos
diferentes no tempo) e a flexibilidade no espacamento dos pontos no tempo (Verbeke
and Molenberghs, 2000).

De modo geral, a estrutura de covariancias assumida em contextos economicos
é a de simetria composta (Compound Symmetry). Algumas outras estruturas se-
riam possiveis, como a autoregressiva, de Toeplitz e nao estruturada (Hedeker and
Gibbons, 2006). Todavia, estas demandam estudos com muitos pontos no tempo,
caracteristica raramente encontrada em dados em painel. O debate acerca da es-
trutura de covariancias mais indicada para cada caso é bastante extenso e envolve
algumas questoes, como o ganho pratico de se utilizar um modelo mais complicado
(mensurado, por exemplo, como a diferenca nos estimadores das dispersoes) e a via-
bilidade do modelo dadas as condigdes da amostra (nimero de observacoes e pontos

no tempo). Neste texto, o enfoque serd na estrutura de simetria composta por ela ser
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amplamente abordada.

1.4.1 O modelo com 1 efeito aleatdrio

Seja o modelo

Yit = T8 + ¢i + €t (1.14)
onde ¢; é o efeito individual, tal que E(¢;|zy) = E(¢;) = 0 e E(c¢?) = o2. Conforme
dito anteriormente, a condi¢ao de ortogonalidade entre o efeito aleatorio e as variaveis
exdgenas pode ser escrito na forma E(z},c;).

Uma vez que os termos ¢; e €;; sao aleatorios, pode-se escrever o modelo da

seguinte forma:
Yie = T3 + vy (1.15)
em que o termo v; = ¢; + €;; capta a heterogeneidade presente na mensuragao y;, seja
essa heterogeneidade prépria do i-ésimo individuo (¢;), seja ela puramente aleatériaﬂ
(€;1). Entao, do termo vy = ¢; + €;, tem-se que:
E(vy) = E(
Var(vy) = E(W) = E(c; +ex)?
(
(

Cov(v,vis) = E[(c; + €1)(ci + €is)]
= EB(S)+ E(cieis) + E(cien) + Eleneis)

= B()=02 t#s

Seja v; = [v;1, ...v;7]). Entao, se Q;=FE(v;vi’), tem-se que

2 2 2 2
O-C + O-E O-C O-C
o? o2 + o2 o?
Q, =
2 2 2, 9
B O-C O-C O-C + O-E i

61diossincratica.
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Seja jrx1 = [1, ..., 1). Entao, é possivel escrever a matriz €; como Q;=0*Ir.1 +
02jj’. Esta forma é usualmente conhecida como estrutura de efeitos aleatérios (Wool-
dridge, |2001). Note que independentemente do tamanho de 7', © dependera apenas
dos parametros o2 e o2. Esta ¢ uma vantagem que este tipo de modelo tem em
relacao aos de efeitos fixos que, em virtude da existéncia de um parametro para cada
individuo, sao inevitavelmente superparametrizados em grandes amostras. E interes-

sante ressaltar, também, que para qualquer t e s, (t # s), Corr(vy, vis) = Esta

2+ 2.
correlagao informa a respeito do nivel de heterogeneidade explicado pelo efeito ¢;.

O modelo de efeitos aleatorios corrige um problema bastante critico que é a auto-
correlag@o entre mensuragoes no mesmo individuo. Assumir que y;; é independente de
Yis € pouco realista em aplicacoes economicas. O modelo leva, naturalmente,
este fato em consideracao.

Para estimar o modelo pelo método de minimos quadrados generalizados
(GLS - Generalized Least Squares) basta, portanto, estimar de forma consistente o2 e
o2. Note, porém, que é muito mais f4cil, inicialmente, estimar de forma consistente o2,
uma vez que ¢é suficiente estimar o modelo via minimos quadrados ordinériosﬂ
e guardar os residuos desta regressao v;;.

Logo,

1 N T

i=1 t=1
Para obter 02, é interessante utilizar o fato de que Cov(vy, vis) = 02, t # s. Sendo

assim tem-se que

T T-1 T T-1
PID DTS Bl DD DK
t=1 s=t+1 t=1 s=t+1
(T -1
:KT—U+@—m+m+uﬁ:—%7lﬁ

Um estimador consistente pelo método dos momentos para o2 é tal que

6% = {w - k;] B i > ViV (1.17)

. . . . N T . < .
0 estimador de méxima verossimilhanca de o2 seria = > ;" >_,_, v%, i.e, ndo leva em consi-

deragao a corregao de graus de liberdade induzida pelo nimero de parametros estimados.
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2 6.2

v Ye-

Por fim, uma vez estimados 62 e 62, é direto obter 62 = &

2

€

Uma vez obtidos estimadores consistentes para 62 e &2, basta estimar 3 por

minimos quadrados generalizadog’] Este estimador ¢ dado por:
B=XQ'X)"'XQ 'y (1.18)

Este estimador leva em consideragao a heterogeneidade entre os individuos. Em
alguns casos, entretanto, é necessario, também, modelar a heterogeneidade entre os

periodos de tempo. Nesse caso, o modelo mais robusto é o de dois efeitos aleatérios.

1.4.2 O modelo de 2 efeitos aleatorios

Bastante similar ao modelo de 1 efeito aleatério, o modelo de 2 efeitos aleatorios

incorpora a heterogeneidade ao longo do tempo. Sendo assim, o modelo tem a forma
Yir = Ty + vit (1.19)

onde v;t = ¢; + \; + €t e Ay é o efeito temporal.

A matriz € é construida de modo que

Cov(vi,vjs) = o-i=j, set+#s
Cov(vy,vjs) = o3, sei#j, t=s (1.20)
Cov(vig,v;s) = o-+o0s+o02, sei=j, t=s

Para ilustrar melhor €2, foi construido um exemplo, com base numa situagao

hipotética em que ha 4 observacoes mensuradas em 2 periodos de tempo. O resultado

¢ a matriz:
02 4 02 + o o2 o2 0 o2 0 |
o? o2+ Ji + o2 0 ag\ 0 ai
Ui 0 o2 + af\ + 02 o? 0'?\ 0
0 o3 o? 02+ 03 +0? 0 o3
ai 0 Ji 0 o2 + ag\ + 0?2 o2
i 0 0 0 o3 o? o2 +o%+ 062_

8Esse estimador é conhecido em econometria como “estimador de minimos quadrados generali-
zados factiveis” (FGLS - Feasible Generalized Least Squares) ou, especificamente no caso de painel

de efeitos aleatérios, estimador de Balestra-Nerlove.
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2

c

2

2 e calcular o estimador de

Basta, entao, obter estimadores consistentes de o 0/2\ e o

minimos quadrados generalizados dado por

B =X X)X ly (1.21)
Este estimador é conhecido como estimador de Balestra-Nerlove (Balestra and Nerlove,

1966).

1.4.3 Estimando parametros via maxima verossimilhanca

Apesar de o estimador de minimos quadrados generalizados ser consistente, é possivel,
também, obter estimadores consistentes por meio de uma abordagem de verossimilhanca, em
que todos os parametros sao estimados simultaneamente. O processo de estimacao, todavia,
é um pouco mais complicado que no caso de minimos quadrados generalizados, uma vez que
os estimadores sao obtidos por meio de processos iterativos (Newton-Raphson ou Escore de
Fisher, por exemplo). Para estimar os efeitos individuais, isto é, o nivel da varidvel aleatéria
C, utiliza-se, geralmente, o método de Bayes empirico (EB - Empirical Bayes), enquanto os
parametros da distribuicao de probabilidade de C sao obtidos via maxima verossimilhanca
marginal ou restrita (Hedeker and Gibbons, 2006). Para mais informacoes, veja McCulloch
and Searle| (2001) e Verbeke and Molenberghs (2000).

O primeiro passo € estimar a correlagao intra grupos, utilizada para calcular o nivel do
efeito individual. A covariancia intra grupos (Covsg) é estimada por

QM — QMg

. (1.22)

Covig =

N /— — N N _ _ _
onde QM; = 7NJL1 Zi:l(yi - y)2 e QMg = m Z’i:l 2121(3/# Y~ Y+ y)2~ Por
sua vez, a correlagao (Corrjg) é estimada por
C " ~2
e T (1.23)
Coviag + QMg o0&+ 02

Corrig =

Seja ¢; o nivel do efeito aleatério no i-ésimo individuo estimado via EB. Entao, tem-se

que
¢ = %j%<Yi—XBMv) (1.24)

Gay, = 0a(1—p)
onde p = TCorrig é o coeficiente de confiabilidade de Spearman-Brown (Guilford,

[14+(T-1)Corrra)
1954). Note que o nivel do efeito aleatério depende diretamente da dependéncia intra

18



grupos, no sentido de que caso essa dependéncia seja alta (altos valores de Corryg), entdo
o efeito se aproxima do estimado via minimos quadrados, ao passo que se C'orrg for baixo
(em torno de 0), entao o nivel do efeito aleatdrio se aproxima do valor estipulado a priomﬂ
(Hedeker and Gibbons, 2006)).

O segundo passo consiste em obter estimadores consistentes, via méxima verossimi-

lhanca, para 3, 02 e 02, por meio das equacdes

B = [(XX)'X/(y - Iy ®jré)

. L, . .

62 = NJ’NC + Gy (1.25)
. . 1 - . - . -

62 = NTé,, + ﬁ(y - XB -1y ®jre) (y — XB — Iy ® jrc)

Assim, a cada passo se realiza uma iteracao nas equacoes e , de modo
que cada procedimento (EB e Méaxima Verossimilhanga) utiliza estimadores obtidos na
dltima iteracdo. Diz-se que o algoritmo converge quando os estimadores nao se alteram
significativamente de uma iteragao para outra.

Veja que se os efeitos individuais é sdo muito préximos de 0, entdo 62 — 0 e os
estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e 0 se aproximam dos estimadores de minimos
quadrados ordinarios (OLS - Ordinary Least Squares) do modelo combinado
A / —1~7/
Bors = (XX)" Xy
A 1

02 = ﬁ(y —XBors) (v — XBors)

Uma ressalva importante a ser feita é o viés de 62 em pequenas amostras (Verbeke and
Molenberghs, 2000). Note que 62 = %7 ao passo que o estimador - nao viesado -
de minimos quadrados é dado por 62 = % Apesar do viés ser negligenciavel em
grandes amostras, é complicado estabelecer um N minimo a partir do qual isso acontece. A
melhor alternativa nesse sentido seria estimar os pardmetros por meio da maxima verossimi-
lhanga restrita. Este método, todavia, nao sera apresentado aqui. Para mais detalhes, veja
McCulloch and Searle| (2001) e, ainda mais profundamente, Patterson and R.| (1971). Uma
grande vantagem do método de maxima verossimilhanca é a aplicabilidade direta dos testes
de razao de verossimilhanga para comparar modelos com covariaveis diferentes. Nenhum

método de estimagao que corrija a verossimilhanca pelos graus de liberdade referentes ao

numero de covaridveis possui essa atrativa propriedade.

9Diferentemente do contexto Bayesiano, em que o pesquisador elicita a a distribuicio a priori
com base em conhecimentos prévios, a distribuigao do efeito aleatério tem seus parametros estimados

por meio dos dados.
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1.5 Testes de Hipodteses

Apesar de serem diferentes do ponto de vista da estrutura que gerou os dados, é com-
plicado conhecer essa estrutura a priori em aplicacoes. Por isso, ¢ interessante guiar a
modelagem com base em testes estatisticos. Esta secao se dedica a expor os testes mais

amplamente utilizados no estudo de dados em painel.

1.5.1 Testando a adequabilidade do modelo combinado

Pelo fato do modelo combinado ser o mais simples{r_UL é relevante verificar se ele ja fornece
um ajuste razoavel aos dados ou se a investigacao de uma especificacdo mais robusta deve
ser levada adiante.

Seja Yy, = [.%1, . ,yz‘T]l, Zz = [1, Xh‘, ey sz] e € = [62'1, ey €iT]/- A hipétese nula dos

testes de adequabilidade do modelo combinado é Hy : 01 = --- = dy = ¢ na especificagao
yi=Zid; + € (1.26)
Sendo assim, o modelo restrito (sob Hy) pode ser escrito como
y=Zé+¢ (1.27)

ondey = [y1,...,yn|, Z=[Z1,...,ZN] e € = [€1,...,€n].

O modelo irrestrito pode ser representado por

Z, 0 ... ol]le
0 Zy ... 0] &

y =|. . . L | te=Z"6" +€
0 0 ... Zn| ||

Note que Z = Z*I*, onde I* = jy ® I, (Baltagi, 2008).

Adequabilidade do modelo combinado para ¢ ~ N(0,0Iy7)

O estimador de minimos quadrados (e méxima verossimilhanca) do modelo (|1.27) é

dado por
6= (2'2)"'7'y (1.28)

De forma andloga, para a i-ésima observacao,

o = (ZiZ;) ' Zly; (1.29)

Do ponto de vista do processo de estimacao.
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Sejam as matrizes M = (I — H)y, onde H = Z(Z'Z)"'Z', M; = (I1 - H,)y;, onde H; =

M, 0 .. 0
0 M, .. 0
Zi(Z)Z;)'Z e M* = | ‘ |- Além disso, M ¢ simétrica e idempotente.
0 0 ... My

Uma propriedade Gtil das matrizes M e M* é MM* = M*. A prova deste fato é

apresentada a seguir:
MM* = (Iyy—Z(Z'Z)"'Z)(Iny — Z°(Z"2°) ' Z2%)
= Iny—INeZ"(Z¥Z%)7'2" — Z(Z'2) ' Z' Iy + Z(2'2) ' 224 (27 2°) ' 2%
= Iyy—2Z25Z"27'2" —2(Z'2)'Z + 2(Z'2)'Z
_ INT o Z*(Z*’Z*)—lz*’
- M
uma vez que
Z(Z/Z)flzlz*(z*’z*)flz*’ _ Z(Z/Z)flINTZ*’Z*(Z*’Z*)flz*’
= Z(Z'7)'7
Entao, a diferemca na soma dos quadrados dos residuos (via regressdo por minimos

quadrados) entre o modelo restrit(fz] e o0 modelo irrestrito é dado por:

’

ee—e‘e" = y' MMy —y'M*M*y
= yMy - y'M"y (1.30)
= y(M-M")y

Pode-se, portanto, proceder com um teste F para varias restrigoes:

SQR,—SQR; }’(/(1\/)1*1\/{*)}’)

o gli—gly, (M) —tr(M*

Fobs - SQRz - y’M*y (131)
gl; tr(M*)

Yy (M-M*)y

_ (N=-1)(k+1)

o y'M*y
N(T—(k+1))

que tem distribuicao F{y_1)#41),N(T—(k+1))- A grande desvantagem do teste formulado em
é o pressuposto de que a estrutura de covariancias de € é oI .

Uma alternativa mais geral que é o teste de adequabilidade do modelo combinado
para e ~ N(0,Q).

110 vetor de residuos dos modelos restrito e irrestrito estio representados por e e e*, respectiva-

mente.
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Adequabilidade do modelo combinado para ¢ ~ N(0, )

O pressuposto de que € ~ N(0,0?Iy7) pode ser muito restritivo. Nesse caso, é possivel
adaptar o teste (1.31)) para comportar estruturas de varidncias mais gerais.
Sendo assim, se = 02X, tem-se o modelo equivalente a (1.27) (Baltagi, 2008):

y=76+¢ (1.32)

ondey =53y, Z=%"3Zcé=3 7€

Note que E(€) = E(E‘ée) = 2_%E(€) =0eVar(e) = Var(E_%e) = 2_%E(ee’)2_% =
o2 InT.

O modelo irrestrito também é transformado de modo que Z* = X—fracl2z*,

y =26+ ¢ (1.33)

Portanto, o teste F ajustado para a matriz de covariancias 2 é dado por:

SQR,—SQR;, Y (M-M")y
' _gli—glr _ _ tr(M)—tr(M*)
FObS - SQRZ - y/M*y (134)
gli tr(M*)
_ (N-D(k+1)
_y'Mry
N(T—(k+1))

de modo que F' ~ F(N_1)(kt1),N(T—(k+1))-
Perceba que ¥ é assumido como conhecido. Em aplicagoes praticas, se utiliza um

estimador consistente .

1.5.2 Testando a existéncia de efeitos aleatorios

Nesta secao serao apresentados testes que indicam a existéncia de efeitos aleatérios
diretamente (teste de Breusch-Pagan) e a ortogonalidade entre os efeitos aleatérios e as

covaridveis (pressuposto do modelo de efeitos aleatérios).

O Teste de Breusch-Pagan para efeitos aleatdérios

Este teste foi desenvolvido para testar a significincia dos efeitos aleatérios do individuo
e do tempo (conjuntamente ou um a um) (Breusch and Pagan, 1979).

Seja a fungao log-verossimilhanga do modelo de 2 efeitos aleatérios:

1 1
I(y|0,X) =k — §ZOQ|Q‘ = 5(—:'9(—: (1.35)
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onde 8 = (02,0%,02) e = 02(In @ J7) + 03 (In @ Ir) + 0InT.

Assim, o vetor escore U(0) = % ¢é dado, de forma geral para a k-ésima componente de

0, pela expressao (Hartley and Raol |1967)):

ol 1 oN 1 o
B £ 0 i (il (=)t L.
205 2”{ <aek>] T3 [e <aek> 6} (1.36)

para k =1,2 e 3. Assim, é possivel verificar que

o0

— =1 J
002 N ®Jdr
1519/

a5 = Iy ®1Ir
oy

o0 _ g

2

O estimador de maxima verossimilhanga sob Hy : 07 = U?\ =06 tal que Q = o2Iyr

e 52 = % Além disso, e sao os residuos resultantes do modelo combinado estimado via
maxima verossiminhanca.
Sabendo que tr(Iny ® J7) = tr(Jy ® Ir) = tr(In7) = NT, é possivel verificar que, sob

Hoi

_ NTT, e(Iyodr)e . dyoln)s
v@ = NT | _eIneJr)E | EeUnoIr (1.37)
202 é'é é'é
T 11
eT0) = E(~5m5) = 3% |1 N 1.
111

A estatistica de teste é dada por LM = U(0)'Z(6)~1U(0) e tem distribuicio x2 com 2
graus de liberdade.

A estatistica LM é amplamente utilizada em virtude de sua facilidade de célculo (s@o
necessarios apenas os residuos do modelo combinado). Além disso, a natureza aditiva da

distribuicdo x? permite que LM seja particionada em LM = LM; + LMs, a saber:

NT & €

LM, = 1_ e(INjE?JT)e
2(T —-1) e'e

- ~

LM, = NT 1_e(JN~<%IT)e
2(T -1) e'e

Caso a hipétese de interesse seja Hy : 02 = 0, deve-se utilizar a estatistica LMj. Se o
interesse for em H : 03\ = 0, utiliza-se LM,. Tanto LM; quanto LM, tém distribuicao >

com 1 grau de liberdade.

23



1.5.3 Testando a existéncia de efeitos fixos

Uma vez que efeitos fixos se comportam como parametros a serem estimados, o pro-
cedimento para testar se eles sao estatisticamente significativos é analogo ao caso de corte
transversal. Veja Wooldridge (2001) e |Johnston and Dinardo| (1996)) para maiores detalhes.

Basicamente, pode-se testar a significancia de cada variavel indicadora de forma pratica

por meio de um teste de Wald, a saber:
W (@) 2
VGT(éi) Xglz ( )
onde gli representa os graus de liberdade do modelo irrestrito.

No caso de um teste de significancia conjunta, um procedimento similar pode ser utili-

zado, adaptando-se as devidas dimensoes:

W =é&[Var(e) e ~ x5 (1.39)

Outro teste muito popular e que envolve informacgoes tanto do modelo restrito quanto

do irrestrito é o teste F' (Razao de Verossimilhanca) da forma:
SQR,—SQR;
lr—gl;
Fops = gSQIgZ- (140)
gli

o qual tem distribuicao F com (gl —gl;, gl;) graus de liberdade no numerador e denominador,
respectivamente.

Nesse contexto, pode-se formular e testar uma variedade de hipdteses, por exemplo
Hy:ci=---=cy =0 versus H, : pelo menos um ¢; # 0, Hy : Ay = --- = Ap = 0 versus
H, : H, : pelo menos um A; # 0. Essas hipoteses tém aplicages praticas extremamente
relevantes como H( : Modelo Combinado versus H, : Modelo de 1 efeito fixo e Hy : Modelo

de 1 efeito fixo versus H, : Modelo de 2 efeitos fixos, respectivamente.

1.5.4 O teste de especificagao de Hausman

O principal pressuposto para viabilidade do modelo de efeitos aleatérios é a ortogonali-
dade entre os efeitos individuais e as varidveis exdgenas, isto é, E(v;|Xit) = E(vit) = 0.

Eventualmente, caracteristicas intrinsecas (constantes ao longo do tempo) de cada in-
dividuo podem influenciar o nivel de X;;. Nesse caso, E(vy|X;) # 0 e, consequentemente,
E(Bgrs) # B-

Lembre-se, porém, que o estimador resultante da Within Transformation (BWT) des-
considera varidveis constantes ao longo do tempo, como os efeitos individuais. Sendo assim,

Byr é consistente para 3 independentemente de E(vy|Xy).
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Com base nesses fatos, Hausman propos um teste comparando BWT e B'G g, Uma vez
que ambos sao consistentes sob Hy : E(vy|X;) = 0, mas apenas BWT é consistente caso
E(vit|Xit) # 0 (Hausman, [1978)).

Seja, entdo, W = BGLS — BWT. Note que, sob Hy (Arellano, 2003)):

EW) = 0
Var(W) = Var(Bwr) + Var(Bars) — 2Cov(Byr, Bars)

mas,
Var(Bars) = (X'QX)™!
Var(Byr) = o*(X'MX)™!
Cov(Bors:Bwr) = BBarsBwr) - BBars) EBwr)
= E[B+XQ'X)'X'Q7e)(8 + (X'MX)'X'M )| - 83
= E[B(X'MX) 'X'Me + (X'Q'X)"'X'Q 'ed +
(X'Q71X) X0 ee MX(X'MX) ']
E(ed) = Q

Cov(Bars,Bwr) = E(X'Q7'X)"'X'Q ' QMX(X'MX)™']

= X 'x)!
Portanto,
Var(W) = Var(Bgrs) + Var(Bwr) — 2Cov(Bywr, Bars)
= X 'X) 4+ XMX) - 2xX'Q1X)!
= SZ(X'MX) - (X' x)! (1.41)
e 6= ]evl—; e e é o vetor de residuos do modelo combinado.

Sendo assim, o teste de Wald proposto por Hausman tem a formas:
W = W[2(X'MX)™! — (X' X)W (1.42)

A estatistica W, tem distribuicdo assintética x? com k graus de liberdade, onde k é o

numero de varidveis que se alteram ao longo do tempo.

1.6 O Modelo de Hausman-Taylor

Seja o modelo

Yit = T3+ 20 + ¢ + € (1.43)
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onde z;; sdo as covaridveis da observacao ¢ no tempo t, z; é um conjunto de varidveis
constantes ao longo do tempoEl, ¢; 6 um efeito aleatério (¢; ~ N(0,021Iy)) individual e € é
o erro idiossincratico tal que ¢; ~ N(0,02InT).

Infelizmente, nenhum dos procedimentos apresentados nas segOes anteriores consegue
estimar o efeito d das varidveis constantes ao longo do tempo (Arellanol 2003). O estimador
Bars nao é consistente, uma vez que o efeito aleatorio ¢; é confundido com z; e, portanto,
E(ci|xit, zi) # 0, ao passo que proceder com o método Within Transformation (para estimar
os efeitos fixos 3 e §) desconsidera 4, j& que ele consiste em estimar o efeito de z;; — Z;, mas
zit = 2, Vt. Outro problema recorrente, é a possivel correlagao entre X; e ¢;, que faz com
que Bqrg seja inconsistente.

Sendo assim, (Hausman and Taylor, |1981]) propuseram um modelo para estimar, de
forma consistente, 8 = (3, 6,02, €2)’. Basicamente, o método consiste em selecionar algumas

colunas de X que nao estejam correlacionadas com c¢; para aproveita-las de duas formas:

1. porque variam tanto ao longo dos individuos e do tempo, essas variaveis geram esti-

mativas consistentes de 3 e;
2. a média dos individuos funciona como instrumento para z.

Uma vez escolhidas as varidveis que nao sao correlacionadas com ¢;, € interessante testar
a hipdtese de auséncia de correlagao para nao depender de justificativas essencialmente ad

hoc.

Sejam, portanto, as particoes X = (X1|X2) e Z = (Z1]Z2), de tal forma que, se N — oo,

entao:
%X&c %o
%X’Qc 20
%Z'lc 2 hy
%Z’Qc 2 hy

e os vetores hx e hy sao diferentes de O.
Sejam, também, as matrizes de projecao ortogonal P = (IN ® %jTj’T) eM=1Iyr—P.

Entao, transformando o modelo ([1.43)) por meio de M, tem-se que

My = MX3 + MZdJ + Mc + Me (1.44)

12Numa aplicacdo em que pessoas sao unidades observacionais, alguns exemplos de caracteristicas

constantes ao longo do tempo sao altura, género e anos de estudo.
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que é equivalente a (veja o apéndice para mais detalhes):
y=XB+¢€ (1.45)

onde y = My, X = MX e ¢ = Me. O estimado Bwr = (X'X)~'X'y é consistente para
3, independentemente da correlacao entre ¢ e qualquer covariavel.

Para captar a variacao entre grupos, (1.43]) é modificada de modo que
Py =PX3+PZJ + Pc+ Pe

que é equivalente a y;, = x;. 3 + 2,0 + ¢; + €;.. Nao é possivel, todavia, estimar § de forma
consistente se F(c|X,Z) # 0. A forma mais segura de verificar que isso acontece é por
meio da rejei¢ao do teste de Hausman. Caso ele seja rejeitado, a alternativa mais plausivel
para estimar € é o modelo de Hausman-Taylor (Hausman and Taylor} [1981)). Sendo assim,
o procedimento para estimar tal modelo é:

Calcular os residuos do modelo intra-grupos a?z = yi — X;Bwr; Obter o estimador
8 = (ZPAZ) 'Z'Ppd, onde Py = A(A’/A) A e A = [X,|Zy]; Calcular as variancias dos

efeitos aleatériodtd

52 - YPay

v N(T - 1)
. 1 X A
6t = §y—XB-28)P(y - X8 - 7))

Uma vez que os componentes da matriz de covaridncias €2 foram estimados, o modelo

de Hausman-Taylor é obtido por meio de minimos quadrados generalizados em

O

Z)6+Q e (1.46)

[NIE
[NIE

AL ~
y=Q X3+

N|=

A condigao necessaria para que 4 seja identificavel é Posto(P a [XZ]) < Posto(P o X)+Posto(PaZ)
(Hausman and Taylor, |1981). Para mais detalhes do modelo de Hausman-Taylor, veja Bal-
tagi (2008)), [Hausman (1978) e [Hausman and Taylor (1981]).

A aplicabilidade desse modelo, todavia, é, de certo modo, limitada pela dificuldade
em encontrar varidveis exdégenas que variem ao longo do tempo e sejam, simultaneamente,

independentes do efeito individual.

I3Este estimador é conhecido como intra-grupos (within-groups).
14 Efeito individual e erro idiossincratico.
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Capitulo 2

Econometria Espacial

Em aplicagoes praticas, eventualmente nos deparamos com dados espacialmente referen-
ciados, de modo que a localizacao influencia as caracteristicas individuais de cada unidade
observacional. Isso acontece porque a localizacao de uma determinada observacao pode
determinar o nivel de interacdo com unidades adjacentes. Se a modelagem estiver sendo
realizada no nivel do municipio, por exemplo, é intuitivo pensar que municipios vizinhos
tendem a realizar trocas comerciais mais intensamente por varios motivos, como economia
de tempo e menor custo com transporte. Sendo assim, é interessante incorporar no processo
de modelagem a possivel influéncia que a distancia entre as observacoes tem na variavel de
interesse.

No contexto dos modelos econométricos, se houver uma dependéncia entre as unidades
observacionais advinda de sua localizacao espacial, nao é possivel utilizar técnicas classicas
de regressao (corte transversal ou painel) porque um dos pressupostos mais restritivos dessas
é a independéncia entre as observacoes. Caso nao se atente para este fato, todo o processo
de estimagao estard comprometido e seus resultados nao serao satisfatérios (estimadores
viesados, ineficientes e, as vezes, inconsistentes). A estimacao dos modelos espaciais pode
ser realizada tanto sob a perpectiva Bayesiana quanto sob a Cléassica. A abordagem Cléassica
serd utilizada predominante ao longo deste trabalho. Exemplos utilizando modelagem Baye-
siana podem ser encontrados em Parent and LeSage| (2008) e Lichstein et al.| (2002).

H4 varias formas de levar a estrutura espacial dos dados em consideracao. Uma forma é
por meio de uma matriz de proximidades W. Proximidade, todavia, pode ser um conceito
subjetivo e que, além disso, pode mudar conforme a situacao. Num contexto em que a
situacao de interesse leva em consideracao as trocas comerciais entre cidades, nao é razoavel

utilizar apenas a distancia euclideana entre eles, uma vez que tenderiamos a achar que

28



duas cidades do Para, por exemplo, distantes 200 km entre si, conectadas unicamente por
transporte fluvial e duas cidades de Sao Paulo, também distantes 200 km, mas com rodovias
amplas e em excelente estado de conservacgao, estao ligadas de forma idéntica. Nesse tipo
de situacao, a distancia deixa de ser uma boa medida do grau de vizinhanca, e medidas

como o tempo médio gasto no percurso entre as cidades seriam mais relevantes.

2.1 A matriz de proximidades W

Os elementos da matriz W tentam captar o grau de conectividade entre as observacoes
de varias formas distintas e que dependem do problema em estudo. Algumas maneiras de

definir W (elemento tipico w;;) sdo (Silval, 2006]):
1. w;; = 1 se as fronteiras das observagoes ¢ e j sao adjacentes e w;; = 0 caso contrario;

2. w;j = 1 se o centrdide da regiao ¢ estd a menos de k quilometros da regiao j e w;; =0
caso contrario (o método ad hoc para escolha da distancia méxima de corte k pode

incitar muitos questionamentos);

3. w;; = 1 se o centréide da drea j ¢ um dos k centrdides mais préximos do centréide

de i e w;; = 0 caso contrario;
4. w;j = f(dij) em f é uma funcao decrescente da distancia d;; entre 7 e j. Tipicamente,
)y = 1 .
f(dm) = T+di;
Costuma-se transformar as linhas de W de modo que as linhas somem 1, isto é, obtém-

*x  _ Wiy
1] w;.

N L. ..
se Novos w e w; = Z i Wij- No entanto, é interessante testar estatisticamente

a presenca de dependéncia espacial no conjunto de dados para que o uso de metodologia
que utiliza a matriz W seja justificivel formalmente. Isso pode ser feito de duas maneiras:

utilizando indicadores globais ou locais.

2.2 Indicadores globais de dependéncia espacial

2.2.1 O indice I de Moran

O indice I de Moran (LeSage, [1999) é a medida mais utilizada para identificacdo de

autocorrelacdo (dependéncia) espacial e é calculado da seguinte forma:
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_Ny-yWy-y)
TS vy -9 2

onde S é a soma de todos os elementos da matriz W e N é a dimensdao de W. Note que,

se a matriz for padronizada, i.e, se as linhas somarem 1, entao S = N.
Assim como o coeficiente de correlagao de Pearson, o I de Moran varia no intervalo
[—1,1], onde 1 (—1) indica autocorrelacao espacial perfeita positiva (negativa) e 0 indica

auséncia de autocorrelagao espacial.

2.2.2 O indice C de Geary

Outro indice utilizado e mais indicado quando existe uma pequena quantidade de vizi-
nhangas (Lembol 2005 é o C' de Geary, o qual varia no intervalo [0, 2], sendo que valores
préximos de 0 indicam autocorrelacao espacial positiva e valores préximos de 2 indicam
autocorrelacao espacial negativa, ao passo que valores em torno de 1 evidenciam auséncia
de autocorrelagao espacial. A estatistica C' é dada por:

N N
DO wijlyi —y5)?

n—1 i=1;=1

c=""" —— (2.2)
Dlwi—y)? Y Y wi
i=1 i=1 j=1

Para mais detalhes em indices de associacao espacial, veja |Silva (2006). Todos esses
indices visam orientar o pesquisador no sentido de utilizar, ou nao, modelagem espacial,

caso esta seja pertinente.

2.3 O modelo espacial autoregressivo de primeira
ordem

Este modelo incorpora apenas informacoes da vizinhanca da observacao, isto é, nao leva
em conta outras varidveis explicativas que possam influenciar o nivel de y; E Neste texto,
este modelo serd referido como FAR (First Order Autoregressive Regression). Em adigao,
a matriz W é padronizada de modo que suas linhas somem 1 e y é corrigido pela média
para suprimir o intercepto. A especificacdo do modelo espacial autoregressivo de primeira
ordem tem a forma:

y=pWy+e €~ N(0,0°T) (2.3)

Ly é a varidvel de interesse.
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Se fosse aplicado o método de minimos quadrados ordinarios ao modelo (2.3)), o estima-
dor obtido seria
p=(yWWy) lyWy (2.4)

Este estimador, todavia, é viesado, uma vez que:

E(p) = E[(yWWy) lyW'y]
= E[(yWWy) 'yW (pWy + €)]
= E[(yWWy) 'YW Wyp + (yYWWy) 'y We]

= p+E[(yWWy) lyWe| (2.5)

Sendo assim, nao se pode garantir que Wy é fixo porque y é gerado por um processo
espacial e, portanto, nao pode ser excluido do termo da expectancia em . Uma analo-
gia direta desse problema é a autocorrelacao temporal dos residuos. Dessa forma, deve-se
buscar outros métodos de estimacao para p. Um método natural é o da maxima verossi-
milhanca que, apesar de depender da distribuicao de probabilidade escolhida para y, gera
estimadores com propriedades 6timas, no minimo, assintoticamente. Seja a verossimilhanca

e seu logaritmo dado por:

CO1n0%) = U o Wleapl g = W) - W)l (20
(ylp.o?) = Oy~ pWy)/ly — oWy) + Infl — pW| (2.7)

uma vez que 62 = L(y — pWy)(y — pWy) = %Zfil ¢2. Entretanto, apés estimar p, é

_ﬁ it

necessario voltar e estimar 62

=9(p,y)

Note, porém, que maximizar £ implica em otimizar uma fun¢éao do produto de veto-
res (y — pWy)'(y — pWy) e do determinante |I — pW/| de dimensdo N. Em aplicagoes
economicas, N é tipicamente grande, complicando a estimacao de p do ponto de vista
computacional.

E interessante ressaltar que o processo de otimizacao da verossimilhnga deve calcular,
de forma simultanea, a matriz hessiana, dada por H[l(0)] = %, onde § = (p,c?). Isso
acontece porque Z(0) = —E[H(l(0))], em que Z(#) é a matriz de informagao de Fisher e
suas componentes fornecem estimativas da dispersao de # assintoticamente, uma vez que
Vi@ —0) 5 N (0,Z(6)7Y).

Evidentemente, para calcular H[I(6)] sdo necessérias operacoes em uma matriz de di-

mensao N (no caso de corte transversal), e isso é invidvel quando N é grande. Para resolver
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este problema, uma das solugoes possiveis é o uso de algoritmos desenvolvidos para matrizes
esparsas.

O modelo FAR, de modo geral, é muito simples e nao incorpora informagoes adicionais a
respeito da unidade observacional em estudo e, portanto, tem utilidade restrita. E razoavel
considerar um modelo que mensure o efeito de caracteristicas da observacao i e de seus vizi-

nhos no nivel de y;. Tal modelo é conhecido como modelo espacial regressivo-autoregressivo.

2.4 O modelo espacial regressivo-autoregressivo

Similar ao modelo autoregressivo de primeira ordem, o modelo espacial regressivo-
autoregressivo (SAR - Spatial Autoregressive Model) apenas incorpora covaridveis ao pri-

meiro. Sendo assim, a especificacao tipica do SAR é
y = pWy + XB + € € ~ N(0,0°T) (2.8)
Para estimar o modelo SAR, alguns passos sao necessarios (Anselin, [1988):
1. realizar minimos quadrados ordindrios em y = X3 + €p;
2. realizar minimos quadrados em Wy = X3, + €r;
3. obter ¢ e €r;

4. maximizar p na verossimilhanca £ = (52)inm — (2)Int (e — per)' (€0 — per) + In|I —

pWI;
5. dado o p, obter B = (By — pB), 6c = = (o — peL) (€0 — peL).

As secoes e abordam o processo de estimacdo com maior profundidade.

2.4.1 O modelo SAR: aspectos probabilisticos

A funcgado de verossimilhanca do modelo SAR pode ser obtida por meio do método do
jacobiano para transformacoes de variaveis aleatérias, a saber:

Modelo de Corte Transversal convencional: y = X3 + €

202

fr(y) = (20) % [0 T]exp {— Ly - XB)(y - xm} (2.9)

Modelo SAR: (I— pW)y =X3+ €
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Se S = (I — pW), entao

18y = Frisy)| %

fSy) = fv(Sy)lS]
F8Y) = () Ho?l HSlean {515 Sy - X6)(Sy - X))

No caso de y observado, a verossimilhanga em termos de Sy é dada por

£(8,0 ply) = (27)"% (6?) "} [S|eap {—2;6'@} (2.10)

onde ¢ = y — pWy — XB3. Os estimadores de méxima verossimilhanca de 3 e o? sdo

facilmente obtidos por meio de B,y = (X'X)1X/(I—ppy W)y e 023y = LX—ppv W)y—
XByv) (L= pary W)y — XBys1-). Note que para obter tais estimadores é necessério obter
o estimador ppsy. Em geral, se utiliza a verossimilhanca de perfil concentrada apenas em p.
Este método consiste em fixar 3 e o2 em e, em seguida, maximizar a verossimilhanca
de perfil em relagao a p. Mais especificamente, o procedimento é formado pelos seguintes

Passos:

L. Fixar Bargo = (X'X) X'y e 02 = 1(T = parv W)y — XBrgo) (I = pury W)y —
XBMQO)Q

2. Reescrever (2.10) como
_n |1 R A R A -
Lply) = 2m)"2 |~ (I = parv W)y — XBrrqo) (T = puv W)y — XﬁMQO)} T—pW]|

n
1 2
ETP § — ?TLJ

Se M = (I - H), onde H = X(X'X)"'X’, entdo (I — ppyy W)y — X,BMQO)’(I -
v W)y = XBrgo) = ¥/ (1 pW)M'M(I — pW)y;

|3

3. Otimizar a verossimilanca concentrada em p

1 —3
Liply) = K|I-pW| (ny’(I — pW)'M(I — pW)y>
n 1
Uply) = log K +log [1—pW]|— Zlog (ny/(l — pW)M(I — pW)y)

1 L), onde w € o vetor

O valor de pyry, todavia, deve estar contido no intervalo ( —,
Wmin ' Wmaz

de autovalores de W (|Ord, (1975), para que a matriz de covaridncias inerente a Sy seja
positiva definida. Sendo assim, encontrar gy é um problema de otimizagdo da fungao
(2.11)).

O grande desafio na obtengao de ppry é avaliar o log-determinante |I — pW/| em cada

iteragao. Ord (1975)) propos o procedimento descrito na secao (2.4.2)).
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2.4.2 O modelo SAR: aspectos computacionais

Avaliar diretamente |[I—pW/| em cada iteragao do processo de estimagao pode ser pratico
em aplicagoes em que hd poucas unidades observacionais (N pequeno). Em aplicagoes
econémicas, IV ¢é tipicamente grande e, portanto, é interessante utilizar um método que seja
suficientemente flexivel para comportar qualquer situagao.

Assim, seja A =1 — pW. Se W tem autovalores w = (w1, ...,wy)’, entdo |wI — W| =
H?Ll(w —w;)). Se p =21 entdo |[A| = Hi]\il(l — pw;). A vantagem desse procedimento é
que w deve ser obtido apenas uma vez podendo, assim, ser utilizado em todas as iteragoes.

A log-verossimilhanca (2.11]) pode ser escrita como
N n
Wply) = K1+ log (1= pwi) = 5log (y'(T— pW)M(I - pW)y) (2.11)
i=1

Note que

Y (I—-pW)MI~-pW)y = y'MI-pW)y —py WM(I - pW)y
= y'My — py MWy
—py'W'My + p’y' WMWYy

= y'My — 2py'MWy + p’y WMWYy
O algoritmo de Newton-Raphson proposto por |Ord| (1975) consiste em

1. Seja l(p) = 17, log (1 — puw;) — 2log (y'My — 2py' MWy + p*y' WMWy);

2. pjy1=pj — %, onde p; é p avaliado na j-ésima iteragao.

Note que

) = %2

iv: w; n < —2y'MWy + 2pyW MWy >

1—pw; 2 \y'My — 20y'MWy + p2y WMWYy

=1

Utilizando a propriedade que v'N (61 — 6) £ N(O,I(é)il), tem-se que Var(pyy) =

20 m1—1
— { aaggp )} . Esta nao sera derivada neste trabalho, mas pode ser obtida de forma direta.

2.5 O modelo espacial de erros autoregressivos

Eventualmente, a estrutura de dependéncia espacial é evidenciada nos residuos. A
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especificacao tipica de tal modelo é dada por:

y = XB+u (2.12)

u = AMWu+e e~ N(0,0°T) (2.13)

O parametro A desempenha papel semelhante ao p presente no modelo SAR, i.e., men-
sura a relevancia da estrutura autoregressiva. Este modelo é usualmente chamado de SEM
- Spatial Autoregressive Error Model.

Semelhante ao problema da autocorrelagao temporal na regressao cldssica, a autocor-
relacao espacial também é detectada por meio de teste estatisticos. O teste I de Moran,
ja abordado anteriormente, aplicado aos residuos da regressao é o teste mais amplamente
utilizado. Caso esteja-se utilizando uma matriz W padronizadaﬂ a estatistica do teste é
dada por:

I=(e'e) 1 (e'We) (2.14)

onde e é o vetor de residuos. Sua distribui¢ao assintética é (Anselin, |1988):

£ tr(MW) tr(MWMW) + tr(MW)? + (tr(MW))?

n—k ’ d*(tr(nl\fzv)y

¢>

(2.15)

onded= (n—k)(n—k+2)eM=(I-X(X'X)"1X).
Caso a opcgao seja pela matriz W nao padronizada, a distribuicao assintética de Ié

ligeiramente diferente, a saber:

Q) tr(MW)’ (ﬁ)Q tr(MWMW) + tr(MW)? + (tr(MW))?

n—k d— (trg‘bl\f:;N)>2

I5N ( (2.16)

S S

Alguns outros testes sdo também utilizados. Caso haja interesse do leitor,|Anselin! (1988)
discute os testes de autocorrelagao espacial de residuos de maneira mais especifica.

Sendo detectada a presenca de autocorrelagao, V(ﬁ) nao é estimado consistentemente
via minimos quadrados ordindrios. Mais especificamente, a Q(\) = V(é) é uma funcao de

A, a saber:

Q=[I-AW)(I-2W)]! (2.17)

Apesar disso, B continua nio viesado, porque E[3 — 8] = E[(X'X)"'X’¢] = 0. E sua

%i.e., que as linhas somem 1.
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variancia é dada por

V(B) = E@B-8)B-B
= EB[(X'X)'X'eX(X'X)™ Y]

= A(X'X)TIX/[(T - AW)([I - 2W)] 71X/ (X'X) ™! (2.18)

Uma vez que a forma da matriz de covariancias dos erros tem forma conhecida (2.17)), é
vidvel utilizar a abordagem de minimos quadrados generalizados (GLS - Generalized Least

Squares). Sendo assim, o estimador GLS de 3 é dado por

Bors = X'IT-AW)I-AW)X]'X'(I - AW)'(I-AW)y
Bors = (X'X*)7'X"y (2.19)

onde X* = (I - AW)X e y* = (I - A\W)y. Evidentemente, A deve ser substituido por
um estimador consistente. Usualmente, esse estimador é chamado de minimos quadrados
generalizados factiveis (FGLS - Feasible Generalized Least Squares). A varidncia de [iG LS
¢é dada por:

Var(Bgrs) = 6*X/(I—AW)(I-AW)X] ™!

1
&2 —

= N (y — XBars) (v — XBars) (2.20)

E interessante ressaltar a natureza assintética do estimador de minimos quadrados ge-
neralizados factiveis. A distribuicao de probabilidades associada a BGLS nao estd bem
definida para amostras pequenas e nem hé testes endossando a superioridade do estimador
GLS ao de minimos quadrados ordinérios no sentido do erro quadratico médio (Anselin
1988). Uma desvantagem clara na estimagao GLS é a dependéncia de uma especificagao
correta na matriz de covariancias do erro. Em regressao espacial, essa especificacao decorre,
inevitavelmente, da escolha da matriz W.

Ha outras formas mais complexas de se modelar uma varidvel de interesse, como o
modelo Durbin, por exemplo, que incorpora, além da variavel resposta defasada (no contexto

espacial), covaridaveis das unidades observacionais da vizinhanca.

2.5.1 O modelo SEM: aspectos computacionais

O modelo SEM, cuja especificagao

y = XB+u

y = pWu+e, e~ N(0,0°T)
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pode ser reescrito como
y=pWy+ X8 - pWX3+e€ (2.21)
Cochrane and Orcutt| (1949) propuseram um procedimento iterativo para modelagem
sob autocorrelagao temporal que, posteriormente, |Ord| (1975) adaptou para autocorrelagao

espacial. Este procedimento consiste em:
1. Realizar MQqﬂ em (22.21)) e obter os residuos ;

2. Estimar p no modelo u = pWu + €, via méxima verossimilhanca, conforme a segao
e obter p;

3. Construir as variaveis z = (I — jW)y e X = (I — jW)X;

4. Realizar MQO no modelo z = Xﬁ 4+ u* e calcular o estimador B;

5. Obter os novos residuos u* e voltar ao passo 2;

6. Parar o processo quando p e 3 estiverem estaveis entre uma iteragao e a proxima.

2.6 O modelo espacial Durbin

O modelo espacial Durbin (SDM - Spatial Durbin Model ) é assim chamado em alusao

a abordagem de Durbin a regressao com residuos temporalmente autocorrelacionados. Este

modelo incorpora informagoes da vizinhanca da observacao ¢ tanto na variavel dependente
quanto no preditor linear. A especificacao tipica de um modelo SDM é:

y = pWy+XG8—-pWX3+e€ (2.22)

e ~ N(0,0%) (2.23)

Na pratica, geralmente utiliza-se o modelo equivalente y = pWy + X3; + WX3, + €, com

a restricdo B39 = —pB;. Nesse contexto, os estimadores ,@1 e ,@2 sao dados por
B = (X'X)7Xy (2.24)
B, = (X*X)'X*W'y (2.25)

onde X* = [X'WX]. O estimador de p pode ser obtido maximizando a verossimilhanga

In(L) = C+InlI—pW|— gln(e’lel — 2peher + pPehes) (2.26)
6 = y-X'B, (227)
e = Wy-X"3, (2.28)

3Minimos Quadrados Ordindrios.
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Apés obter o estimador pary, o estimador 3 é dado por 3 = 3; — pBy € 62 = %(y —

pruvWy — X*B)(y — prv Wy — X*3).

De modo geral, o modelo de Durbin é um excelente ponto de partida, uma vez que os
modelos mais simples sdo apenas casos particulares dele. Outra vantagem desse modelo
é que as interacoes entre vizinhos sao levadas em consideragdo tanto no nivel de variaveis

endégenas (y defasada) quanto no nivel de covaridaveis. Uma desvantagem inevitével desse

modelo é a interpretacdo menos direta e intuitiva dos efeitos marginais ,B,ﬂ

2.7 O modelo MESS

O modelo MESS (Matriz Exponential Spatial Specification) é uma adaptagao do modelo
SAR que visa otimizar o processo de estimagdo via maxima verossimilhanca E] e, assim,
viabilizar a modelagem espacial em conjuntos de dados extensos (LeSage and Pace, 2007).

Este modelo consiste em em utilizar uma matriz S(a) = ¢®W, de modo similar a S =
(I — pW) - do modelo SAR convencional. Algumas propriedades bastante interessantes de

S(«) sao:
1. S(«) é sempre positiva definida;
2. S(a)7! = (eW) ! = gmaW,
3. |S()| = etrago@Ww),

Nesse contexto, é possivel mostrar que

> t

o [0

W = §0 Fwt (2.29)
t=

Va < 00 e VA, xn (Horn and Johnson, 1988). Além disso, por causa da equivaléncia entre S
e S(a), é possivel estabelecer uma relagao entre « e p. Seja, portanto, |||S||| a norma de S,
dada pela maior soma das linhas de S. Entao, [||S||| = [||S(«)||| = 1 — p = e*. Na pratica,
se expande a série até um certo valor ¢ (t =1,2,...,q), de modo que 1 — p = e®. As

vantagens do modelo MESS serao abordadas com maior profundidade na segao seguinte.

4Para mais informacdes, consulte Elhorst| (2010).
®Do ponto de vista computacional.
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2.7.1 Estimando parametros do modelo MESS via maxima
verossimilhanca

A verossimilhanca do modelo de regressdo convencional y = X3+€, onde € ~ N (0, 0°1)
é dada por
n n 1
£(8.0%l) = (20) 3 (0) Eeap {5 y'My | (2.30)

onde M=I-HeH=X(X'X)" X"

Seja S = (I — pW). Entao, o modelo SAR convencional pode ser escrito como Sy =
X3 + e. Consequentemente, pode-se reescrever a verossimilhanca do modelo de regressao
convencional em termos de Sy utilizando o meétodo do jacobiano para transformacoes de

varidveis, a saber:

0
Flaly) = etate) | 292 (231
onde ¢g(y) =Sy e ‘8%7(5)) = |S|. A verossimilhanga em termos de Sy é dada por
_n _n 1
£(B0[Sy) = (2n)" % (0?) Feap {—My’s'MSy} S| (2.32)
Se 8 = e*W | entdo
L(B, o, 0%|Sy) = (21) "% exp{traco(aW)}(o?) "2 exp {—212yS’MSy} (2.33)
o

Como o traco(aW) = e = 1, otimizar a verossimilhanca acima é mais simples que otimizar
a do SAR tradicional. Para obter &, é conveniente utilizar a verossimilhanca de perfil, que
consiste em concentrar £(3, a,c?|Sy) em «, substituindo 3 e o2 por B = (X'X)" ' X'y e
02 = %y’ S’MSy obtidos via méxima verossimilhanca em .

Logo, a verossimilhanca concentrada em termos de « é dada por

a1 2 1,
L(a|Sy) = (2m) 2 <ny’S'MSy> emp{—wa}

_n
2

= K (y'S'MSy) (2.34)

onde K é uma constante que nao depende de a.

Encontrar o estimador de maxima verossimilhanca sy é equivalente a encontrar o
valor de o que minimiza a soma de quadrados dos residuos y’S'MSy. O procedimento para
encontrar « é razoavelmente simples, se comparado com o modelo SAR, e compreende os

seguintes passos:

1. Seja Y a matriz N x ¢, tal que Y = [y Wy W2y ... Waly]:
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& 0 0
0 4 0
2. Seja, também, Q = egla)=[La,a? ... a1,
0 0 0
0 0 ... oyl

3. Entao, pode-se aproximar S(a)y = YQg(«);

4. Como abordado anteriormente, maximizar a verossimilhanca (2.34) consiste em mini-
mizar a soma dos quadrados dos residuos que, por sua vez, sao funcao de «, de modo

que

e(a)éla) = g(@)QY'M'MYQg(a)

= g(0)(QY'MYQ)g(a)

e Z=QY'MYQ.

Note que a forma quadrética P(a) = g(a)'Zg(a) é um polindmio de ordem 2¢q — 2.
Encontrar o valor que minimizaE] a soma dos quadrados dos erros consiste em encontrar
o valor de a tal que 8];7((5‘) = 0. Assim, tem-se que 81;7((5‘) = 2g(a)'Z (6%—(;‘)> =0 ¢éum
polindémio de ordem 2q — 3 e, portanto, tem 2q — 3 raizes. Encontrar raizes de polinomios
é um problema bastante explorado na literatura matematica e tem solugoes amplamente
conhecidas.

A grande vantagem de estimar o em vez de p é que o primeiro exige otimizar um
polinémio de ordem 2q — 3, onde ¢ é o nivel de precisdo que se deseja atingir, independen-

temente da dimensao N do conjunto de dados. Para mais detalhes veja [LeSage and Pace

(2007).

6 Z deve ser positiva definida para garantir que o ponto a* tal que % = 0 é um ponto de

minimo.
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Capitulo 3

Painel Espacial

As vantagens dos modelos em painel, j4 enumeradas anteriormente, sdo bastante convin-
centes (grande disponibilidade de graus de liberdade, maior homogeneidade intra-individuo
e menor colinearidade). O modelos espaciais para dados em painel aliam a essas virtudes
a possibilidade de modelar estruturas de dependéncia espacial, bem como relacoes entre
individuos que nao seriam captadas num painel convencional, uma vez que o processo de
geracao dos dados subjacente a um painel - que nao leva a estrutura espacial em consideracao
- é a de independéncia das observacoes de corte transversal.

O foco deste trabalho serd em modelos que incorporam a dependéncia espacial ao longo
do tempo. H4&, ainda, modelos que incorporam a heterogeneidade espacial. Basicamente,
a heterogeneidade espacial consiste em supor que as variancias e os coeficientes 3 sao di-
ferentes ao longo do espago e, portanto, ao longo das observacoes de corte transversal.
Os modelos mais amplamente utilizados para captar heterogeneidade espacial sao GWR -
Geographically Weighted Regression e SUR - Seemingly Unrelated Regressions. Para mais
detalhes, veja Fotheringham et al.| (2006), Elhorst (2010)) e Elhorst| (2003]).

Do ponto de vista operacional, a estrutura do painel espacial é um pouco diferente do
painel de observagoes (cross-section) independentes, uma vez que o primeiro é ordenado
por periodo de tempo e, posteriormente, por observagao (Elhorst, |2003]). Visualmente, isso

consiste em empilhar os conjuntos de dados de corte transversal, a saber:
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Y11 €11

Y21 €21
X1

YN1 €N1
X2

=| | B+Dc+

yiT €ir
Xr

Yor -7 €1

|YNT | | ENT |

onde c é o efeito individual (do tempo, da observacao ou de ambos), D =jr® Iy e € é

o erro idiossincratico.

3.1 Painel espacial de efeitos fixos

Conforme dito anteriormente, utilizar variaveis indicadoras (dummies) para captar o
efeito individual ndo é a melhor escolha em aplicagoes econémicas porque conforme N —
o0, o numero de parametros também cresce sem limita(;écﬂ Além disso, se o ntmero de
observacgoes for razoavelmente grande, é complicado interpretar todos os efeitos individuais
de forma satisfatoria.

Nesta secao serao apresentadas as adaptacoes dos modelos de painel de efeitos fixos para

modelos espaciais autoregressivos e de erros autoregressivos.

3.1.1 O modelo espacial autoregressivo de efeitos fixos

Seja It a matriz identidade de ordem T, Wy a matriz de proximidadeﬂ jr um vetor
de 1’s de ordem T e c o vetor [c1, ¢a, ..., cn] de efeitos individuais. Entao, o modelo espacial
autoregressivo de 1 efeito fixo (FESAR - Fized Effects Spatial Autoregressive Model) pode

ser escrito na formas:

y = pIr@Wn)y+(r®c) +XB+e€

Sy = (jroce)+XB+e

!Este fenémeno é conhecido como problema incidental dos parametros (incidental parameter

problem).
2Supde-se que a matriz de proximidades seja constante ao longo do tempo.
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onde S = (In7 — p(Ir ® W)).

Usualmente, X contém um vetor de 1’s para que seja estimada média geral (intercepto)
e o efeito fixo ¢ é restrito de modo que j¢ = 0. Assim, a interpretacao do efeito fixo ¢; é a
diferenca na média da observacao i em relacao & média geral.

Do ponto de vista pratico, ao utilizar a Within Transformation, a presenca do intercepto
nao faz diferenca, uma vez que todos os efeitos constantes ao longo do tempo sao suprimidos.

Desse modo, o modelo equivalente pode ser representado como

Mnyry = MpyrXB+ Mpyre (3.1)
1, .
Mnyr = Inr— <TJTJ/T ® IN) (3.2)

A fungao de verossimilhanga do modelo (3.1)) sob a Within Transformation é dada por

£(5.0% ) = (2)F (0%) % ean{ - L5 (SMy - MX)(SMy - MX5) | |8

2 ¢ concentrar a ve-

De modo andlogo a secao pode-se fixar um valor para 3 e o
rossimilhanca apenas em p. Sendo assim, sejam 3 = (X'MX) 1X'My ¢ 52 = ~7Y'S'PSy,
onde P é a matriz de projecio ortogonal P = Iny7 — MX(X'MX)~!X’M. Desse modo, a
verossimilhanca de perfil, concentrada em p é dada por

NT NT

L(p,0%8) — <2w>—2<a2>—2e:cp{—%;<y'S'PSy>’<y'S'PSy>}|S|

NT
NT

L) = (20 <;yS'PSy>_ : e:vp{—;NT}S|

Note que In7 — p(Ir ® W) =17 ® (Ix — pW), e, portanto, |S| = |Ir @ (Ixn — pW)| =
Iy — pW]T. Entdo, pode-se escrever (3.3)) como

L(p) = k(y'SPSy) 2 |Iy — pW|T

NT
lp) = logk——log (y'S'PSy) + T log |Ixy — pW|

No mesmo contexto da se¢ao pode-se reescrever (3.3)) como

NT al
l(p) =log k — Tlog (y'S'PSy) + TZ log (1 — pw;) (3.3)
i=1

onde w; é o i-ésimo autovalor da matriz W.

Note que
y'S'PSy = y'Py — py'P(Ir @ W)y — py’(Ir ® WPy + py' (Ir ® W)P(Ir @ W)y
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porque

y'S'PSy = y'(Inr®(In —pW))P(Inr @ (Iy — pW))y
= ¥ (Inr ® Iy — pW")P(Iyr @ (Iy — pW))y
Y Int — pIr @ WHP(Iny — pIr @ W)y
= (Y - py'Ir ® W)P(y — pIr ® Wy)
= YPly —p(Ir @ W)y) — py'(I7 @ W)P(y — p(Ir @ W)y)

= y'Py - py'P(Ir @ W)y — py'(Ir @ WPy + p°y' (Ir @ W)P(Ir ® W)y

Entao, a verossimilhanca (3.3)) se resume a

N
l(p) = log k+TZlog (1 — pw;)

i=1

NT
—=log [y'Py — py'P(Ir ® W)y — py'(Ir @ W')Py + P’y (Ir @ W)P(Ir @ W)y]

De modo andlogo a segao [2.4.2] é razoavel estimar p por meio de um processo iterativo

Newton-Raphson tal como

l(p)

P = P ()
onde
ol
I'(p) = a(pp) = —y'P(Ir @ W)y — y'(Ir ® W')Py
N
20y (Ir © W)P(I7 © W)y — T i
+2py'(Ir @ WHP(Ip @ W)y ;1—,0%

Uma vez estimado p, o estimador 8 = (X'MX) ' X'M(Iyr — pIy @ W)y é obtida de
forma analoga ao Capitulo Caso o modelo de interesse seja o de 2 efeitos fixos, uma

pequena alteracao na matriz M se faz necessaria, a saber

. . 1., .
Iy @ jniy + —=inTiNT

1., . 1
M=Iy®Ir— =jrjip @Iy — — NT

T N

O procedimento de estimagao é idéntico ao de 1 efeito fixo, a menos da matriz M que
deve ser adaptada para 2 efeitos fixos.

Note que foram apresentados métodos de estimacao que desconsideram os efeitos in-
dividuais. Caso haja o interesse explicito em estimar esses efeitos e interpreta-los, basta
incorporar as varidveis indicadoras da unidade observacional e/ou do periodo no tempcﬂ na
matriz de variaveis exdgenas. Na aplicacao abordada neste texto, estimar efeitos individuais

é invidvel, em virtude do tamanho da amostra ser bastante grande.

3Geralmente, o interesse é exclusivamente nos parametros 3.
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3.1.2 O modelo espacial autoregressivo de efeitos aleatoérios

O modelo espacial autoregressivo de efeitos aleatérios (RESAR - Random effects Spatial
Autoregressive Model) incorpora a dependéncia espacial de maneira muito natural, uma vez
que a dependéncia entre observacoes vizinhas pode ser levada em consideragao por meio
de um SAR nos termos de erro. Mais especificamente, seja o conjunto de dados referente
ao periodo de tempo t. Entao, a componente aleatéria v; (de dimensdo N x 1) pode
ser decomposta em v; = ¢ + ¢, onde ¢ é o efeito individual aleatério (¢ ~ N(0,021y)).

Posteriormente,

€ = )\WEt + Ut (34)
€ = (IN — )\WN)_lut (35)
By = Iy — AWy (3.6)
€ = B;lut (3'7)
onde u; ~ N(0,021y).
Na forma NT x 1, tem-se que
v = (roly)e+ (Ir @ ByHu (3.8)
Var(v) = E(w') = o2(jrjr @ In) + op[lr © (ByBy) ™) (3.9)

Note que, assim como no painel com observagoes independentes, o efeito ¢ induz a
correlagao temporal (na mesma unidade observacional), ao passo que o efeito u induz a
correlagao espacial (na dimensao do corte transversal).

Uma grande vantagem do RESAR ¢é que este nao sofre do problema incidental dos
parametros, uma vez que ¢; é a realizacao da varidvel aleatéria C. Sendo assim, quando
N — 00, toda a teoria assintética é valida.

E interessante observar que modelos de efeitos aleatérios com autocorrelagao espacial
podem ser considerados casos especificos de nao esfericidade da matriz de covariancias nos
termos aleatorios , i.e., elementos fora da diagonal da matriz de covariancias dos erros sao

diferentes de zero.

3.2 O modelo MESS em painel

De modo andlogo ao modelo MESS para dados de corte transversal, é possivel adaptar

a matriz S(a) = e®W para atender as caracteristicas do conjunto de dados em painel, agora
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denominado MESPS (Matriz Exponential Spatial Panel Specification). Sendo assim, seja
S = Ir ® S(«) a matriz exponencial de proximidades adaptada ao painel.

Entao, a verossimilhanca do modelo
Sy = Xbeta +c + €
é dada por
£(0 B, aly) = (2m) ¥ (0?)~ "5 |Sexp {—2;<Sy ~Xp - o) (Sy — Xp - c>} (3.10)

Em virtude do grande niimero de observagoes, ¢ inviavel estimar um efeito individual
para cada uma delas, além de sofrer com o problema incidental dos parametros. Assim, a
Within Transformation é a melhor opgao para obter estimadores consistentes para 3. As

matrizes que transformam y e X em desvios de suas respectivas médias sao
o M=1Iyr— %jTj’T ® Iy, no caso de 1 efeito fixo;
o M =1Iyr— %jTj’T Iy — %IT ®jnily + ﬁjNTjquw no caso de 2 efeitos fixos.
A verossimilhanga (3.10)) pode, portanto, ser reescrita como
202

£(0%, 8, aly) = <2w)—1?<02>—’?\8|exp{— ! <sy—5<ﬂ>’<sy—5<ﬂ>}

emqueszyef(:MX.
Fixando 8 = (X'X)"1X’'Sy, tem-se

S§ — XB = (Int - X(X'X)'X')Sy
Se P = Int — X(X’X)"1X’, entéo
(Sy - Xp)'(Sy - XB) = §'SP'PSy
= y'S'PSy
uma vez que P é idempotente.

Assim, para obter a verossimilhanca concentrada apenas em «, é razoavel fixar o

parametro 62 = ﬁy’ S’PSy. Portanto, a verossimilhanca concentrada em « ¢ dada por

_NT

1 2 NT
L) = (2m) 2 [NTy’s’Psy] yS\Texp{— > }
1 _NT
= k T —_§'S'PSy
S | y5'5Psd]
NT 1
— T = I /P =
l(a) log k+ T log|S ()] 5 log [NTyS Sy]
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mas |S ()| = T8G0@W) — 0 — 1. Assim, a forma final da verossimilhanca concentrada
em o é
NT
l(a) = log(k — 7l0g(§f’S/PS§f) (3.11)
Note que S = Iy ® S(«) = INT+aIT®W+%2IT®W2+---+‘;‘.—fIT@)Wj—{—....

Entao, ao parametrizar

e Y = (7, Ir @ Wy, Ir @ W23, ... Ir @ WIy);

5 0 0
0 =+ 0
« Q- 11 o
0 0 0
1
00 o Gy
e gla)=[l,a,a?,...,0/" Y,

pode-se reescrever a soma de quadrados em como
l(0) = log k — 3 l0g 8(0) Q' V'PYQs(0)
Se Z = QY'PYQ, entad]]
I(a) = log k — 3 -log g(a)'Zg(0)

Encontrar & consiste em minimizar a forma quadratica g(«)'Zg(a) com relagdo a .
Uma caracteristica importante dessa forma quadrética é que as antidiagonais da Z compoem

os coeficientes do polinémio associado a g(«). Seja, para efeito meramente didatico, g(a) =
21 3

(1,a,0?) eZ=| 4 5 1 |. Entdo,
216

2 1 3 1
g(a)'Zgla) = (La,od®) | 4 5 1 o
2 1 6 o?

1

= (24+4a+2a%1+5a+a%3+a+60%)| o

2

(07

= 244a+2a°+a+5a%+a’+ 302+ + 6at

= 2+ 5a+ 10a® + 2a° + 6a*

4Note que Q é simétrica.
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Note que as antidiagonais (2,4 1,3 5 2,1 1,6), se somadas uma a uma, definem os
coeficientes do polindmio associado a g(«)'Zg(«). A maneira mais intuitiva de identificar
se dois elementos z;; € 2, (I # k e j # w) pertencem & mesma antidiagonal é verificar se
i+ j =k + w. Para mais detalhes, veja Horn and Johnson (1988).

No caso do modelo MESS, em que g(a)'Zg(a) define um polindémio de ordem 2g — 2, a
antidiagonal tal que i + j = m define o coeficiente do termo o™ 2. Mais especificamente,

2q

g(a)Zg(a) = Y cpa™

m=2
onde ¢, é a soma dos termos na antidiagonal tal que i + j = m.
A condigao de otimalidade de primeira ordem é a%g(oz)’ Zg(a) = 0. Isso implica que

233:3 cm(m —2)a™ 3 = 0. Sendo assim, pode-se obter & por meio de um procedimento

Newton-Raphson, de modo que

_ 23523 Cm(m — 2)0/,?73
Ok+1 = Ok — 2q m—4
> m=4 Cm(m — 2)(m — 3)ay

onde oy € o valor de o avaliado na k-ésima iteragao. O estimador de maxima verossimilhanca

apry € tal que |ag1 — ax| < €, e € é pequeno o suficiente.

Derivar a distribuicdo de probabilidades de & é bastante complicado, tornando a ob-
tencao da variancia exata de & desnecessariamente complexa, uma vez que, no contexto
de dados econdmicos, as amostras costumam ser grandes. Sendo assim, é possivel estimar

Var(&) assintoticamente por meio das propriedades do estimador de méxima verossimi-

-1
lhanca. Em grandes amostras, Var(&) ~ [— 6(292520‘)} .

Mais especificamente,
NT
(o) = k= —log(g(a)Zg(a))

2q
NT m—2
= k- Tlog ( E CmQ )

m=2
dl(a)  NT [ 320 (m—2)cpa™ 3
da 2 20 qm=2
se g1(a) = i;’zz cma™ 2 e go(a) = Zfr‘f:g(m —2)ea™ 3, entdo
o) — A @l (o))
2 (6%
PU) T )@ = el ()] 26k (@)
_ _NT {gé(a)[gl(a)]‘l —m(a)gi(a)}
2 [91(a)]?
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note que ¢} (a) = ga(a) e ghle) = 329, (m — 2)(m — 3)epa™ 4.

Avaliando no ponto &, tem-se que

Var(@)~ |- az“d)]_l |- g1 (a)? |

9a? | T NT \ gh(@)gn(@)] " — ga(e)g] (@)

Uma vez obtido o valor estimado de «, obter 3 é anilogo estimador de maxima veros-

similhanga no modelo SAR. Em detalhes,
B = (X'X)"X'Sy (3.12)

. A A s A2 . o . . -
A matriz de covariancias de @ = (3,6 )' pode ser obtida utilizando o inverso da informagao

de Fisher. Mais especificamente, tem-se que

Var(9) = [E <_a§:9/>} B (3.13)

Note que é relativamente simples obter as covariancias entre os estimadores por meio

de l) Adotando v = ¢ para tornar a notacdo menos carregada, tem-se que:
0%l NT
() - 3
850 v

2 YA
E (_8l> _ X,
0B00B; Y

E<_ &1 ) _ XX
0B;0p; v
021
E<_551'37) =Y
2
P 0°1

A
) 2

Representando os resultados acima de modo matricial, pode-se observar:

NT
X XiX,
Var(é) =~
e %% 0
. 0o 5F)

Nesse caso, substitui-se « por um estimador consistente 5 = ﬁ(sy — X,@)’(SSI —Xp).

SPara mais detalhes, veja o Apéndice
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Capitulo 4
Painel Espacial - Aplicacoes

Com o objetivo de comparar os resultados dos principais modelosE] descritos neste texto
e, especialmente, avaliar o desempenho do modelo MESPS, utilizou-se alguns conjuntos
de dados com caracteristicas especiais que permitem observar o funcionamento de cada
modelo em situagoes distintas. Os modelos analisados foram Painel convencional (incluindo
o modelo combinado) , SAR e MESPS - todos com 1 e 2 efeitos fixos. Esses foram aplicados

em quatro conjuntos de dados, a saber:

Municipios de Rondénia: baixa dependéncia espacial;

Municipios de Sao Paulo: baixa dependéncia espacial e base relativamente grande;
Consumo de cigarros nos Estados Unidos: alta dependéncia espacial;
Municipios do Brasil: base extensa com baixa dependéncia espacial.

As varidveis que compoes cada base de dados serao descritas nas se¢oes seguintes.

4.1 Estudo de caso 1: Municipios de Rondoénia

As bases de dados cuja unidade observacional é o municipio sdo compostas por 4 periodos
de tempo equiespacados (1999 - 2002). As varidveis disponiveis (no municipio ¢ aferido no

ano t) sao:

pib - Produto interno bruto;

!'Neste momento, algumas questdes acerca da especificacdo de cada modelo podem ser levanta-
das, como a forma funcional das varidveis, presenca de formas quadraticas. Estes assuntos serao

abordados com certo grau de superficialidade por, evidentemente, néo ser esse o foco deste trabalho.
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agro -

ind -

Valor da produgao agricola;

Valor da producao industrial.

A matriz de proximidades utilizada contém entrada 0, para municipios que nao sao

vizinhos e 1 para aqueles que o sd@o. Além disso, a matriz é ponderada de modo que as

linhas somem 1.

Sendo assim, foram realizadas as estimacoes dos modelos Combinado, Painel convenci-

onal de 1 e 2 efeitos fixos, MESPS 1 e 2 efeitos fixos. A especificacao é tal que agro e ind

sao variaveis explicativas para pib. Os resultadosﬂ estao apresentados na Tabela .

Tabela 4.1: Resultados dos Modelos - Municipios de Rondonia

Modelo combinado (Pooled)

Estimadores
Intercepto  8.266,22 (4.596,36)
Bagro 0,8119 (0,220)
Bind 3,2617 (0,050)
Modelos com 1 efeito fixo
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 20.448(4.059,9) 26.789,78 (3.735,835) 18.435,68 (3.481,249)
Bagro 1,5769 (0,196) 1,6824 (0,181) 1,6852 (0,168)
Bind 2,3579 (0,086) 2,3604 (0,074) 2,3612 (0,074)
p —0,0581 (0,047)N -0,0602
Q 0,0585 (0,048)N
Modelos com 2 efeitos fixos
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 17.202 (4.365,2) 15.616,57 (3.782,25)  17.405,16 (3.718,89)
Bagro 1,6786 (0,203) 1,6620 (0,1821) 1,6626 (0,1734)
Bind 2,4086 (0,089) 2,4115 (0,0773) 2,4114 (0,0766)
p 0,0126 (0,0586)N 0,0120

~

—0,0121 (0,0596)°

20 valor dentro dos parénteses representa o erro-padrdao do respectivo estimador e a sigla NS

significa ndo significativo.
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Note que os resultados do MESPS sao bastante similares aos do SAR, diferindo, em
média, na terceira casa decimal. Apesar de essa discrepancia nao ser desprezivel em alguns
casos, a vantagem advinda da menor intensidade computacional do MESPS faz com que
ele seja uma alternativa bastante razodvel em conjuntos de dados extensos. A ressalva a
ser feita nesse caso é que a estrutura espacial pode ser desprezada, uma vez que tanto
& quanto p geraram valores nao significativos. Esse fato é ilustrado pela Figura em
que nao se pode, na média, observar concentragoes de dependéncia espacial organizadas
geograficamente.

Moran Scatterplot

varidvel pib

1 EEE high-High D High-Low Low-High Low-Low

High-High=5.77% High-Low=17.31%
Low-High=26.92% Low-Low=50%

Figura 4.1: Dependéncia espacial dos municipios do Estado de Rondonia

Os tipos de dependéncia espacial indicados na Figura (4.1) devem ser interpretados da

seguinte forma:

High-High: Regiao com altos valores da varidvel resposta y e vizinhos com altos valores

de y;
High-Low: Regiao com altos valores de y e vizinhos com baixos valores de y;
Low-High: Regiao com baixos valores de y e vizinhos com altos valores de y;

Low-Low: Regiao com baixos valores de y e vizinhos com baixos valores de y.
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Perceba, também, que em situagdes em que a estrutura espacial dos dados nao é re-
levante, isto é, conforme |&| vai se aproximando de zero quando se inclui os efeitos do
tempo, os estimadores 3 sdo bastantes semelhantes no painel convencional e no espacial.
Este resultado faz todo o sentido uma vez que a estimativa de « é muito préxima de zero.
Nesse contexto, é interessante utilizar o painel convencional por ser mais parcimonioso e

sua aplicabilidade ser amplamente conhecida.

4.2 Estudo de caso 2: Municipios de Sao Paulo

Com as mesmas variaveis da base de Rondoénia, Sao Paulo apresenta uma caracteristica
bastante propria que é a baixa dependéncia espacial com &areas isoladas de alta dependéncia
espacial (ilhas de dependéncia). Os modelos foram bastante estaveis, do ponto de vista da
similaridade entre SAR e MESPS, e o modelo em painel, supostamente, é a melhor opc¢ao
sob a oOtica da parcimonia.

O desempenho do MESPS nesta situagao é excelente, se comparado ao SAR. Apesar
de a estrutura espacial parecer irrelevante, pode-se observar que ha areas isoladas em que
ha alta dependéncia espacial. Mais especificamente, altas dependéncias estao aglomeradas
em torno da Rodovia Anhanguera. Por causa disso, nao é recomendavel afimar que nao ha
dependéncia espacial, mas que a matriz W nao capta esta dependéncia da forma adequada.
Um sugestao seria utilizar uma funcao do tempo de percurso rodovidrio, uma vez que
rodovias em bom estado de conservacao facilitam o transito de mercadorias e servigos. A
Figura [4.2] ilustra bem este fato.

O modelo MESPS, entretanto, apresenta alguns problemas, ji apontados por [LeSage
and Pace| (2007)), no que diz respeito a confiabilidade dos resultados quando o valor de |p| se
aproxima de 1. Um exemplo claro deste problema é ilustrado por meio dos dados de consumo
de cigarros nos Estados Unidos, apresentados por (Baltagi, 2008)). No mesmo artigo, LeSage
and Pace (2007) sugere aumentar a ordem de ¢ para obter resultados mais consistentes, uma
vez que haverao menos termos compondo o residuo da série. Evidentemente, aumentar o
valor de ¢ tem impacto significativo no esforco computacional e, consequentemente, no
tempo de processamento para estimar os parametros. A Figura mostra o impacto que
o valor de ¢ tem no tempo de processamento.

A convergéncia para ¢y, todavia, é alcancada mesmo para valores pequenos de g. Veja
na Figura [4.4) que aumentar a ordem do polinémio de « nao implica em maior estabilidade

da estimativa quando a dependéncia espacial é nao significativa. O exemplo seguinte mostra
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Tabela 4.2: Resultados dos Modelos - Municipios de Sao Paulo

Modelo combinado (Pooled)

Estimadores

Intercepto -68.741 (14.507)

Bagro 0,7067 (0,236)
Bind 2,7965 (0,00656)
Modelos com 1 efeito fixo
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 130.885 (6436,4)  127.446,6 (5.590,7)  131.062,9 (5.571,07)
Bagro 0,8203 (0,1353) 0,8177 (0,1174) 0,8177 (0,1171)
Bind 1,9161 (0,0157) 1,9157 (0,0136) 1,9157 (0,0135)
p 0,0021 (0,006)™ 0,00211
o)

—0,0021 (0,0054)V

Modelos com 2 efeitos fixos

Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto  133.025,7 (7006,9)  130.021,5 (6.060,6) 132.978,6 (6.060,2)
Bagro 0,7571 (0,1547) 0,760 (0,1339) 0,7599 (0,1338)
Bina 1,9159 (0,0157) 1,9157 (0,0136) 1,9157 (0,0136)
p 0,0017 (0,0061)N9 -0,001677

a

—0,001679 (0,0055)™

o quanto a magnitude de o é determinante na estabilidade da estimacao.
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Figura 4.2: Dependéncia espacial entre municipios de Sao Paulo

4.3 Estudo de caso 3: Consumo de cigarros nos

Estados Unidos

Neste contexto, o consumo de cigarros no tempo t é explicado pelo consumo de cigarros
no tempo t — 1 (loge), pelo prego do mago (logp) e pela renda do estado (logpn). Veja a
tabela em que essas diferencas se mostram bastante evidentes.

As diferencas entre o modelo convencional e espacial sdo mais evidentes, no caso de
dados de consumo de cigarros, porque sua estrutura espacial é - atipicamente - relevante.
Perceba que as estimativas tanto do modelo SAR quanto MESPS foram bastante proximas.
Mesmo as estimativas da dispersao dos estimadores foram quase coincidentes. Isso da certa
tranquilidade para interpretar os resultados obtidos por meio do MESPS do mesmo ponto

de vista do SAR. O tnico parametro que nao deveria ser interpretado diretamente é @&,

uma vez que este nao se relaciona com p por meio de uma identidade, mas por uma funcao
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Tempo de processameanto (s) x ordem de q

tempe
1t

1t /

10 /

Figura 4.3: Tempo de processamento (em segundos) em fungao da ordem do polinémio

de «

2 efeitos fixos - Sdo Paulo 2 efeitos fixos - Rondénia

0.000
I
0.000

0.005
1
-0.005
1
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-0.010
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0.015
I
-0.015
I

0.020
1
-0.020
1

Ordemde q Ordemde q

Figura 4.4: Estimativas de a em funcao da ordem de ¢
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aproximadaﬂ Como o foco do estudo é, em geral, avaliar o impacto de cada covaridvel
na variavel resposta, o MESPS é uma excelente alternativa. Caso o objetivo do estudo
seja estimar p com precisao e interpretd-lo e, além disso, se houver indicacao de que seu
valor seja préximo de 1 (em mddulo) entdo talvez o SAR seja a escolha mais inteligente.
Obviamente, com a escolha do SAR perde-se em agilidade computacional, uma vez que ele é
mais intensivo. Cabe ao pesquisador avaliar as possibilidades com parcimonia e prioridades
bem definidas.

No contexto em que |p| (e, consequentemente, «) difere razoavelmentdﬂ de zero, é inte-
ressante verificar o impacto que a escolha de g tem na precisao das estimativas do ponto
de vista da estabilidadelﬂ de . Veja, por meio da Figura que utilizar um valor razoavel
para ¢ estabiliza o valor de & nao sendo necessario aumenté-lo excessivamente. Por outro
lado, um valor muito pequeno para g coloca a estimacao numa drea de instabilidade. Nes-
ses casos, a sugestao é estimar com valores de ¢ pequenos e ir aumentando gradativamente:
teste com g = 2, ¢ = 3, depois ¢ = 4 e assim sucessivamente. Caso os valores de & nao varie
de forma brusca, nao é necessario recorrer a valores como ¢ = 12. Como o tempo aumenta
aproximadamente de forma exponencial em funcao de ¢, em bases de dados extensas, essa
diferenca pode ser de dias ou semanas de processamento.

Note, também, que o modelo com 1 efeito fixo é mais instavel em relagd a ¢. Uma
explicacao é o valor extremamente relevante de &, que demora a ser suavizado pelo denomi-
nador na série de S(a)ﬁ Um ponto interessante a ser ressaltado é que modelos com valores
atipicamente grandes para as estimativas do parametro de dependéncia espacial podem indi-
car ma especificacao. Esse exemplo evidencia o quanto o parametro de dependéncia espacial
capta o efeito do tempo no caso de 1 efeito fixo (efeito individual). Quando controla-se para
o efeito do tempo, a magnitude de « cai significativamente e as estimativas ficam mais

estaveis conforme se incrementa o valor de q.

3LeSage and Pace| (2007) exemplifica esse problema com maiores detalhes

4No caso dos municipios, & com g = 2 diferia de ¢ = 18 apenas na sexta casa decimal.

50s tempos de processamento do MESPS para este conjunto de dados foram da ordem de 0,12
segundos (para ¢ = 18). A amostra utilizada possui 46 unidades censitédrias.

SLembre-se de que o k-ésimo termo da série de S(a) é O‘k—’:Wk O termo k! vai dissolvendo o valor

de oF.
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Tabela 4.3: Resultados dos Modelos - Consumo de cigarros nos Estados Unidos

Modelo combinado (Pooled)

Estimadores
Intercepto 2,4767 (0,187)
Broge 0,4186 (0,039)
Brogs 0,6663 (0,097)
Brogon 10,1872 (0,095)
Modelos com 1 efeito fixo
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 1,0752 (0,3972) —0,3578 (0, 188)N 2,7162 (0,216)
Blogc 0,6936 (0,083) 0,2571 (0,039) 0,3632 (0,045)
Blogp 0,4307 (0,092) 0,1362 (0,041) 0,1953 (0,050)
Blogpn -0,5699 (0,092) —0,0583 (0,041)N9 -0,1397 (0,050)
p 0,8051 (0,027) 0,6488
Q -1,0465 (0,061)
Modelos com 2 efeitos fixos
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 3,1541 (0,274) 0,88 (0,206) 3,30 (0,218)
Blogc 0,2535 (0,057) 0,2317 (0,043) 0,2449 (0,046)
Blogp 0,1459 (0,061) 0,1328 (0,046) 0,1375 (0,049)
Brogom -0,0616 (0,062) 0,0038 (0,047)N5  —0,0048 (0,049)N5
i 0,556 (0,0529) 0,44097
Q -0,5816 (0,0736)
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Figura 4.5: Estimativas de a em fun¢ao da ordem do polinomio de «

4.4 Estudo de caso 4: Municipios do Brasil

O conjunto de dados deste estudo de caso compreende 5.560 municipios brasileiros men-
surados em 4 anos (1999-2002) e, assim como os estudos de caso 1 e 2, é composto pelas
variaveis pib, agro e ind. Apesar de a estimativa de a ser estatisticamente significativa,
a magnitude dela é muito pequena para fazer com que os resultados do MESPS sejam
diferentes do painel convencional a ponto de representar vantagem do ponto de vista da
interpretacao dos resultados. Para efeito de comparacao, o procedimento do painel conven-
cional de 2 efeitos fixos demorou 1,39 segundos para estimar o modelo. Em situacoes como
esta, é mais razodavel utilizar o procedimento de painel convencional por ser mais parcimo-
nioso. Mesmo assim, é interessante ressaltar que o modelo MESPS gerou os resultados apds
26 dias de processamento (em um computador equipado com processador Core 2 Duo®© e
4 gb de meméria RAM), ao passo que os resultados do SAR nao puderam ser obtidos por
limitacGes computacionais. Os resultados dos modelos estao na Tabela

Novamente se observa que por causa da irrelevancia da estrutura espacia][ﬂ os resultados

"Utilizado a matriz W binéria.
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do modelo em painel convencional e MESPS foram coincidentes até a segunda casa decimal.
Os modelos com 1 efeito fixo nao foram estimados por falta de tempo habil. Todavia, nao
hé indicacoes de que haveriam resultados conflitantes com os que foram obtidos nas segoes
anteriores.

Caso o leitor esteja interessado na abordagem Bayesiana para situagées como as expli-
citadas neste capitulo, veja Parent and LeSage (2008).

Um ponto que levanta questionamentos é a escolha da matriz de proximidades na re-
levancia da estrutura espacial. Seria interessante testar o modelo MESPS utilizando outro
tipo de matriz W (incorporando a distancia rodovidria entre os municipios, por exemplo)

e, entdo, avaliar seu desempenho. Este, entretanto, serd um tema para estudos futuros.

Tabela 4.4: Resultados dos Modelos - Municipios do Brasil
Modelo combinado (Pooled)

Estimadores
Intercepto -23432 (4379,2)
Bagro 1,2265 (0,136)
Bind 2,7322 (0,005)
Modelos com 2 efeitos fixos
Estimadores Painel convencional SAR MESPS
Intercepto 61.802 (2392,7) - 59.193 (1376,1)
Bagm 1,3572 (0,0787) - 1,3556 (0,068)
Bint 1,6378 (0,0078) - 1,6355 (0,0067)
p - 0,0112
o) -0,0113 (0,0035)
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Capitulo 5

Conclusoes e Recomendacoes

5.1 Conclusoes

Conforme abordado anteriormente, os modelos em painel sdo extremamente tteis para
estudar o comportamento das observacoes ao longo do tempo, aproveitando, assim, a baixa
heterogeneidade intra-observacao.

Na maioria dos estudos de caso apresentados neste trabalho, os modelos em painel es-
pacial geraram resultados bastante semelhantes ao painel convencional porque a estrutura
espacial era pouco relevante. E interessante, todavia, testar a hipétese de dependéncia
espacial para nao negligenciar um risco de viés por varidvel omitida. Dependendo do ta-
manho do conjunto de dados em questao, pode nao ser vidvel estimar um modelo espacial
tradicional (SAR) por causa do tempo requerido para estiméa-lo.

Devido ao esforgo computacional do modelo SAR, [LeSage and Pace| (2007)) desenvolve-
ram o Modelo MESS, o qual se mostrou uma grande alternativa para conjuntos de dados
extensos em que modelos convencionais ndo se adaptariam. A grande desvantagem é a
instabilidade da estimacao em situagoes com grande dependéncia espacial. Um atenuante
desta desvantagem é o fato de estruturas assim serem encontradas predominantemente em
situacoes de cunho didatico.

Esse trabalho mostrou o impacto nos parametros do modelo quando esta presente a
dependencia espacial. No caso, o modelo em painel com 2 efeitos fixos tradicional se mostrou
bastante similar ao modelo espacial com 1 efeito fixo, demonstrando o potencial desse tultimo
em recuperar a falta de especificagdo do modelo, por meio da dependéncia espacial. Outro
avanco foi a derivacao analitica do modelo MESS em painel, o qual foi denominado MESPS

- Matriz Exponential Spatial Panel Specification. Como visto no Capitulo 5, o MESPS
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permitiu que fosse estimado o parametro de dependéncia espacial num conjunto de dados
com 5.560 municipios em 4 periodos de tempo. Caso o MESPS nao tivesse caracteristicas
que simplificassem seu processo de estimacao, o desenvolvimento de métodos para otimizar a
estimagao do SAR se daria em outro sentido, talvez aproveitando propriedades de particoes
de matrizes.

O problema ficou em estimar o intercepto do modelo MESPS e sua variancia, uma vez
que o procedimento computacional proposto no Apéndice leva em consideracao apenas

o procedimento Within Transformation.

5.2 Recomendacoes para Trabalhos Futuros

Os parametros do modelo MESPS se mostraram consistentes, quando comparados ao
modelo SAR, no entanto o intercepto foi superestimado, exatamente por nao incorporar o
fator espacial. Em ambos os modelos, o erro padrao do intercepto nao foi corretamente
estimado por nao incluir a variancia de pWy, os quais sao claramente dependentes. Os re-
sultados nao estao, de forma alguma, comprometidos por causa do intercepto, uma vez que o
interesse da analise estd no impacto marginal das varidveis explicativas. O desenvolvimento
do intercepto e sua variacia pode ser um assunto para trabalhos futuros.

Algumas extensoes do modelo MESPS ainda nao foram implementadas de forma clara
em alguma linguagem computacional amplamente difundida no meio académico, como o
modelo de efeitos aleatérios e os modelos para painéis desbalanceados. A relevancia desses
dois modelos ¢ inquestiondvel, uma vez que modelos de efeitos aleatérios s@o, entre outras
coisas, extremamente robustos para captar heterogeneidade ao longo das observagoes. Ja
os painéis desbalanceados tem uma contribuicao decisiva da modelagem espacial porque a
persisténcia de algumas observagoes no conjunto de dados pode ser influenciada, quando
nao determinada, pela estrutura espacial. Para ilustrar esse fendmeno, imagine que o painel
se refira a empresas que atuem em determinada atividade econoémica. A permanéncia ou
auséncia de algumas empresas no mercado poderia ser determinada pela existéncia, ou nao,
de concorrentes no mesmo bairro ou cidaddll

Seria interessante, também, adaptar o procedimento SAR para grandes conjuntos de
dados. Infelizmente o SAR nao possui as vantagens computacionais que o MESS possui e,

por isso, seria necessario um esfor¢o no sentido de otimizar o cdlculo de determinantes de

'Proximidade, neste contexto, poderia ser simplesmente a atuacio no mesmo mercado consumi-

dor.
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matrizes de grandes dimensoes.
Por fim, para tornar o modelo MESPS mais abrangente, serd imprescindivel desenvolver
sua versao para efeitos aleatorios, uma vez que esses efeitos controlam a heterogeneidade

entre e intra-observagoes de maneira mais eficiente.
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Apeéendice A

A.1 Within Transformation

Seja y um vetor e X uma matriz de variaveis explicativas que pode ser particionada em

dois conjuntos X1 e Xs. Seja o modelo

y+=XB8+¢€ (A.1)
em que X pode ser particionado em X = (X;|X32), assim como 3 = g:; Entao, de acordo

com o Teorema de Frisch-Waugh, é possivel estimar os efeitos parciais B8; por meio de

regressoes auxiliares. Mais especificamente:

y=Xoa+e€ (A.2)

X1 = Xovy +uy (A.3)
onde X7; é a i-ésima variavel da particdo X;. Para obter 3;, basta calcular a regressao
e=UpB, +e (A4)

e U é a matriz cujas colunas sao os vetores de residuos u;.

No contexto do modelo pode-se definir a matriz

j 0 0
0 j 0
D - J
| O 0 J |

como sendo a particdo Xo representada acima. Sendo assim, utilizando estimadores de

minimos quadrados ordindrios, tem-se que:
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e = (I-DD'D) D)y
U = (I-DMDMD)'D)X
B = (U'U) U
Seja M = (I - D(D'D)~'D’)[[] Entdo,

B = (X'M'MX) H(X'M'My),

B = (X'MX) '(X'My),

1
M =1 i
i 0 .. 0 ¥ 0 .. 0] i 0 .. 0]
0j .. 0 03 .. 0 0 jj .. 0
Dyry=| . .  |Dyyr=|. . . . |DDyyv=|_ ] :
0 0 i 0 0 i [0 0 i
mas jj = Z;‘-le =T.
T 0 0]
0T .. 0
D'Dyn=| e
0 0 T
(D’D)—lzll
TN,N
1
D(D'D)"'D’ = TDD’
i 0 .. 0] i’ 0 .. 0]
0 jj .. 0 0 jj .. 0
PDyy= |, & T |=DpoDyD=f | T
0 0 ii'] 0 0 ii']
(11 1]
T T T
11 1
.o T T T
i = . .
11 1
LT T T

IEsta é a matriz que transforma o vetor resposta no vetor de residuos. Esta matriz é simétrica e

idempotente.
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Seja z = (21, ..., zr)" 0 nivel de uma varidvel z na mesma observagao ao longo do tempo.

T
1 > =17
(I- D(D’D)*lD’)z =Mz = | . . —% , que é equivalente a subtrair a
T
AT 2i=1%

média do individuo de cada observacao em cada tempo.

Seja 0 modelo transformado
My = MX3 + MDc + Me (A.5)
Note que este modelo é equivalente a
(yit —¥i)) = (zit — 7i))B + € — €. (A.6)

porque MDc = (I - D(D’'D)"'D’)Dc = Dc — D(D'D)"!D'Dc = Dc — Dc =0
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A.2 Matriz de Covariancias - Modelo MESPS

Para facilitar a derivagdo da matriz de covariancias dos estimadores do modelo MESPS,

sera utilizada a seguinte parametrizacao de sua respectiva funcao de verossimilhanca

K k K
o NT 1 ra’ / / 2~/
Ua,y,f) = ——-log y—o- | ¥'S'Sy -2 BXiSy+2) D BBXIX; +)  BXiX,
=0 1=0 j#i =0
(A7)
em que Xo = jyr = (1,...,1), SQR = (Sy — X3)(Sy — X3) e v = o2, para tornar a

notacao menos carregada. Sendo assim, tem-se que

l 1
E?ﬂ = —o —2X'Sy + 2 Z BiXiX; + 23X X,
i v G
021 1 XiXi
5 v "
921 1 —X'X;
66285] 27( () J) ol
L L Caxisy 12Y BXIX; + 26X/X)
i = ﬁ - i JENG4Ng Cadar e’
080y Y 2
. k
= —5Xj(Sy - ) BX;)
ol =
921 > 1 .
E< = —SX{E(Sy-) 8X;)=0
0830y Y =0
o NT son
oy 27y 272
@l NT 2SQR NT NTy
o2 242 293 292 v
_ NT 1 \__NT
— 72 5 - 2,.)/2

Evidentemente, caso seja realizada a Within Transformation, basta substituir X por

MX; = X; e M deve ser escolhida de acordo com a transformagao desejada (1 ou 2 efeitos

fixos).

70



A.3 Procedimento computacional - MESPS

O procedimento para estimar o modelo MESPS, em linguagem SAS, em conjuntos de

dados pequenos e médios é dado pelo procedimento a seguir.

%macro MESPS(tab=,y=,x=,year=,spatial=,spatialmatrix=,q=);
proc sort data=&tab;by &year &spatial;run;
proc iml;

use &tab;

read all var{&y} into y;

read all var{&x} into x;

read all var{&year} into T;

read all var{&spatiall} into N;

use &spatialmatrix;

read all into W;

T=ncol (unique(T));

N=ncol (unique(N));

NT=N*T;

nvar=ncol (x);

nomes={Intercept &x alphal}‘;
M=I(NT)-J(T,T,1/T)@I(N)-I(T)@J(N,N,1/N)+j(NT,NT,1/NT);
Xtil=Mx*X;

ytil=Mxy;

P=I(NT)-xtil*inv(xtil ‘*xtil)*xtil‘;

nq=éq;

yi=j(NT,nq,0);

Q1=1;

do i=1 to ngq;
yil,i1=(T(T)@(W**i))*(ytil);
Q1=Q1//fact(i);

end;

yMat=(ytil) | |yi;
Q=inv(diag(Q1));
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Z=Q* (yMat ¢) #*PxyMat*Q;

do j=1 to nrow(z);

do h=1 to nrow(z);

if j=1 & h=1 then do;cl=j+h;c2=z[j,h];end;
else do;cl=cl//(j+h);c2=c2//z[j,h];end;
end;

end;

c=cl]||c2;

call sort(c,{1,2});
_nc_=(unique(c[,11));
cm=j(1,ncol(_nc_),0);
do j=1 to ncol(_nc_);
do i=1 to nrow(c);

if c[i,1]=_nc_[j] then cm[jl=cm[jl+c[i,2];
end;

end;
v=j(ncol(cm),1,0);

do i=1 to ncol(cm);
v[il=i;

end;

v[ncol(cm)]=0;

vi=v;

V2=V;

v1l[ncol(cm)]=0;
vl[ncol(cm)-1]=0;
call sort(v,{1});
call sort(vi,{1});
alphal=-3;
converge=1;

criteria = 0.001;
iter = 1;

itermax = 100;

do while (converge > criteria & iter < itermax);
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v3=j(ncol(cm)-2,1,0);
v4=j(ncol(cm)-3,1,0);

do i=1 to ncol(cm)-2;
v3[i]=alphal**(i);

end;

do i=1 to ncol(cm)-3;
v4[i]=alphal**(i);

end;

v3=j(2,1,1)//v3;
v4=3(3,1,1)//v4;
alpha=alphal-((cm* (v#v3))/(cm* (v#vi#vd))) ;
converge=abs (alpha-alphal) ;
print iter alphal alpha;
alphal=alpha;

iter = iter + 1;

end;

rho=1-exp(alpha);

print alpha rho;

galpha=1;

do i=1 to nq;
galpha=galpha//alpha**i;
end;

Sy=ymat*Q*galpha;

beta=inv(xtil ‘*xtil)*xtil‘*sy;

/*Calculando a variancia de alphax/
a=j(ncol(cm),1,0);

do i=1 to ncol(cm);

v[i]=i;

al[il=alpha**(i-1);

end;

v1=j(1,1,0)//(v[1l:nrow(v)-1]);

73



v2=j(1,1,0)//(vi[1:nrow(v1)-11);
al=j(1,1,1)//(all:nrow(a)-11);
a2=j(1,1,1)//(alll:nrow(al)-11);

gl=cm*a;
g2=cmx* (vi#tal) ;
g2l=cm* (v1i#v2#a2) ;

stdalpha=sqrt(1/( (nt/2)*((g2l*gl-g2**2)/gl**x2)));

/*-Hessiano para k variaveisx/
beta0=(j(nt,1,1/nt) ‘*y)-(j(nt,1,1/nt) ‘*X) *xbeta;
res=Sy-xtil*beta;

gamma=(1/NT) *(res ‘*res) ;
Hess=j(ncol(xtil)+1,ncol(xtil)+1,0);

do i=1 to ncol(xtil);

do j=1 to ncol(xtil);

Hess[i,jl=Xtill[,i] ‘*Xtill[,jl;

end;

end;
Hess[ncol(xtil)+1,ncol(xtil)+1]=NT/(2*gamma) ;

Mat_var=gamma*inv (Hess) ;

stdbeta=sqrt(vecdiag(mat_var[1l:nvar,1:nvar]));

bvec=betal//beta//alpha;

stdbetal=sqrt (abs (gamma/ (NT)+(j(nt,1,1/nt) ‘*X)*

mat_var[1l:nvar,l:nvar]*(j(nt,1,1/nt) ‘*X) ‘));

tmp=stdbetal//stdbeta//stdalpha;

tstat = bvec/tmp;

probt=2*(1-probt (abs(tstat) ,NT-2));

param=bvec| |tmp| |tstat;

* Print;

d1={"Estimation Method" "Number of Spatial Units "
"Number of Time Series" "Number of Observations"}¢;

d2={"FixTwo - MESPS"}//char(N,6)//char(T,6)//char(NT,6);
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print "Dependent Variable: &y";

print "Model Description",, dil[label=’’] d2[label=’’];
est={’Estimate’ ’Std. Error’ ’t Value’};
print,"Parameter Estimates",, nomes[label=’Variable’]
param[format=commal2.4 colname=est label=’’]

probt [format=pvalue6. colname=’P > [t|’ label=’’];
quit;

Jmend MESPS;

A.4 Procedimento computacional - MESPS - Gran-

des conjuntos de dados

As modifi¢bes necessarias para possibilitar a estimacdo do MESPS em grandes conjuntos

de dados foram: primeiro substituir

//okokokok ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk o o o s sk ok ok ok ke ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk ok /
M=I(NT)-J(T,T,1/T)QI(N)-I(T)@J(N,N,1/N)+j(NT,NT,1/NT);
Xtil=Mx*X;

ytil=M*y;

/******************************************************/

por

/] ok sk sk sk ok ok ok ok ok ok oK oK oK oK ok oK oK ok ok ok ok oK o o o o ok kK K K KoK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK oK ok ok oK ok ok ok  /
e=j(T,T,1/T);
k=j(N,N,1/N);
Et=(I(T)-e);
Xtil=j(NT,nvar,0);
ytil=j(NT,1,0);

do j=1 to T;

do i=1 to N;
En=I(N) [i,]-k[i,];
do 1=1 to T;
M=Et[j,1]@En;
11=(1-1)*N+1;
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12=1%N;

Xtil[(j-1)*N+i,]=Xtil [(j-1)*N+i,]+M*x[11:12,];
ytil[(G-1)*#N+il=ytil [(j-1)*N+i]+M*y[11:12];
end;

end;

end;

/******************************************************/

Depois, substituir

/oK ok sk sk ok ok sk ok oK sk ok Kok ok K sk ok o K sk ok Kok ok K Kok K sk ok Kok ok K Kok Kok ok Kok ok /
do i=1 to ngq;

yil,11=(I(T)@(W**i))*(ytil);

Q1=Q1//fact(i);

end;

yMat=(ytil) | |yi;

Q=inv(diag(Q1));

/KK ok ok sk ok sk s ok sk ok ok sk ok ok ok sk sk ok s ok ok ok ok ok ok sk ok sk sk ok ok ok o ok ok ok sk sk ok ok ok ok Kk k ok ok /

por

/] Kok sk sk ok ok sk K ok ok ok 3k ok ok K ok ok sk 3 ok ok 3 K ok ok sk K K ok ok 3k 3 ok ok K ok ok ok 3 ok ok kK ok ko k ok /
do ikk=1 to ngq;

if ikk=1 then w2=1;

else w2=w2x*w;

do k=1 to T;

IT=I(T) [k,];

do i=1 to N;

do kk=1 to T;

do j=1 to N;

if ikk=1 then do;

if kk=1 & j=1 then w31=IT[kk]@w2*w[i,j];
else w31=w31|| (IT[kk]@w2+*w[i,j]l);

end;

else do;

if kk=1 & j=1 then w31=IT[kk]@w2[i,]*w[,j];
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else w31=w31| | (IT[kk]@w2[i,]*w[,j]l);
end;

end;

end;

if k=1 & i=1 then yil=w31lx*ytil;
else yil=yil//(w31*ytil);

end;

end;

if ikk=1 then yi=yil;

else yi=yillyil;

Q1=Q1//fact (ikk);

free w3l yil;

end;

yMat=ytill |yi;

Q=inv(diag(Q1));

/K kskokok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok /

e por fim, substituir

/s sk ok sk sk sk ok ok sk sk ok sk o ks sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk sk ok sk s sk ok sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok sk sk ok /
P=I(NT)-xtil*inv(xtil ‘*xtil)*xtil‘;
Z=Q* (yMat ¢) *PxyMat*Q;

/******************************************************/

por

/K 3k sk ok ok sk sk ok ok ok K ok ok K K ok ok ok K K ok oK K ok ok K K K ok oK 3 K ok K ok ok ok K ok ok ok ok kK ok /
do k=1 to ng+1;

do i=1 to NT;

INT=j(1,NT,0);

INT[i]=1;

do j=1 to NT;

if j=1 then

P2=xtil[i,]*inv(xtil ‘*xtil)=*xtill[j,]°¢;

else

P2=P2| |xtil[i,]*inv(xtil‘*xtil)*xtil[j,]*;
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end;

if i=1 then
PP=yMat [,k] ‘* (INT-P2) ¢;
else

PP=PP| |yMat [,k] ‘* (INT-P2) ¢;
end;

if k=1 then PP1=PP;
else PP1=PP1//PP;

free P2 PP;

end;

P=PP1x*yMat;

Z=Q*P*Q;

/KKK ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok k ok ok /

Com isso, foi possivel estimar o modelo, mesmo apds um grande periodo de processamento.
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