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Resumo

O interesse central desta dissertagao estd na modelagem estatistica de dados com-
posicionais, que sdo caracterizados por vetores aleatérios y; definidos no (k — 1)-
simplex aberto padrao. Cada coordenada de y; representa a participacao (share),
em termos percentuais, de cada uma das k categorias de resposta possiveis em um
fenomeno.

Propomos um modelo dinamico inédito, batizado como Modelo Dinamico Dirichlet
(MDD), para a descrigao de dados composicionais. O MDD é til tanto no estudo
de dados relativos a uma série temporal, quanto no estudo de dados em que nao ha
dinamica, ou seja, dados estaticos caracterizando unidades amostrais de um estudo.
Apresentamos o modelo em duas estruturas distintas, uma delineada para a estimacao
recursiva dos parametros, dita online, e a outra para a abordagem de estimacao via
simulac@o estocastica MCMC (offfine), sendo este iltimo método indicado quando
ha parametros desconhecidos na estrutura do modelo.

Discutimos a utilizacao pratica do modelo proposto na descricao do comporta-
mento passado da série histérica, assim como no processo de previsao. Abordamos,
ainda, a aplicagao do Modelo Dinamico Dirichlet no contexto estatico, um importante

caso particular no qual o MDD assume a forma de um modelo de regressao Dirichlet.

Palavras Chave: modelos dinamicos, dados composicionais, distribuicao Diri-
chlet, distribuicao Beta, distribuicao Logistica-Normal, abordagem Bayesiana, séries

temporais.



Abstract

The main purpose of this dissertation is on the study of statistical models for
compositional data. Such kind of data is characterized by random vectors y; defined
on the open standard (k — 1)-simplex. Each coordinate of y; represents the share, in
percentage, of each one of the k categories that represent a given phenomena.

We propose a new dynamic model, the Dynamic Dirichlet Model (MDD), for
describing compositional data. The MDD is useful not only in the study of time
series of compositional data but also for analyzing static compositional. We designed
both online and offline approaches for the estimation of the parameters in the model.
The online version is adequate for recursive estimation while the offline one, which is
based on stochastic simulation via MCMC, can be used when there are some specific
unknown parameters is the model.

We discuss the practical use of the proposed model in describing the past beha-
vior of the series, as well as in the prediction process. We also discuss the application
of the Dynamic Dirichlet Model in a static context, an important particular case in

which the MDD takes the form of a Dirichlet regression model.

key words: dynamic models, compositional data, Dirichlet distribution, Beta

distribution, Logistic-Normal distribution, Bayesian approach, time series.



Introducao

O interesse pela classe dos modelos dinamicos vem crescendo fortemente ao longo
dos anos. Tal interesse se justifica pela versatilidade e elegancia que tais modelos
proporcionam nao apenas na descricao da estrutura de correlagao temporal, mas
também da relagdo entre varidveis de interesse. A grande flexibilidade dos modelos
dinamicos os colocam em posicao de competir com modelos muito difundidos, porém
mais restritos e rigidos, como os modelos de regressao e diversos modelos de séries
temporais. Os modelos dinamicos sao caracterizados por permitir aos parametros do
modelo uma evolucao temporal estocastica, descrita usualmente por uma estrutura
Markoviana.

Os Modelos Dinamicos Lineares (MDL) (West e Harrison, 1997) fornecem a base
para o estudo de fenomenos nos quais a normalidade das observacoes pode ser assu-
mida. Grande parte dos resultados aplicaveis em tal cenario pode ser naturalmente
extrapolada para casos mais gerais. Por essa razao, optamos por dedicar atencao espe-
cial a esta importante classe de modelos, antes de iniciar a discussao relativa ao tema
central desta dissertacao, uma vez que diversos aspectos inerentes a toda a classe de
modelos dinamicos, incluindo a especificacao dos componentes do modelo, podem ser
mais facilmente introduzidos nesse contexto. No Capitulo 1, além de apresentarmos
aspectos tedricos e metodolégicos dos modelos dinamicos lineares, também exibimos
codigos R que ilustram a questao computacional inerente a utilizagao pratica desses
modelos.

Para casos mais gerais, nos quais o pressuposto de normalidade nao ¢ adequado,
existem os Modelos Dinamicos Lineares Generalizados (MDLG), introduzidos por
West, Harrison e Migon (1985). O processo de estimacao torna-se um tanto mais

complicado devido ao fato das distribui¢oes de interesse nao possuirem, em geral,
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formas fechadas. Uma importante sub-classe dos MDLG, quando as observacoes tém
distribuicao Beta, esta intimamente relacionada aos modelos introduzidos no presente
trabalho de pesquisa.

Os Modelos Dinamicos Beta (MDB) (da-Silva et al., 2011) constituem uma fer-
ramenta estatistica 1util para lidar com séries temporais univariadas restritas ao in-
tervalo (0,1). Usualmente, dados dessa natureza, representam proporgoes, taxas e
probabilidades. Baseados nos MDLG e na familia de distribuicoes Beta, os autores
desenvolveram uma estratégia de estimagao recursiva dos primeiros momentos dos
parametros a posteriori do modelo. No Capitulo 2 sao apresentadas as idéias basicas
dos modelos MDLG e MDB.

Nesta dissertacao propomos um modelo inédito, batizado como Modelo Dinamico
Dirichlet (MDD), para dados composicionais. Nesse caso, cada observagao y; da
série temporal descreve um vetor que estd definido no (k — 1)-simplex aberto padrao
expresso por

k—1

Apr={(y1,. -, ye1) € RF Zyi <ley; >0,Vi}.
i=1

Portanto, com tal modelo é possivel descrever a participacao (share), em termos
percentuais, de cada uma das k categorias de resposta possiveis em um fenémeno.

Um exemplo que ilustra a utilidade do MDD, em problemas ligados ao meio am-
biente, estd na descricao estatistica da evolucao do perfil da agricultura nacional.
Mais precisamente, a proporcao da area plantada destinada a cultura dos seguintes
produtos agricolas: soja, cana-de-acucar, trigo e outros. Necessariamente, a soma das
proporcoes ¢ igual a um. Desse modo, o interesse principal da analise estd na con-
tribuicao relativa de cada categoria, e nao nos valores absolutos individuais. Embora
o MDD seja um modelo de série temporal, um sub-modelo importante é o modelo
de regressao Dirichlet, que decorre quando o processo Markoviano latente (estados) é
estatico.

O MDD foi formulado de acordo com a classe dos Modelos Dinamicos Lineares
Generalizados, o que confere ganhos quanto a flexibilidade na incorporagao de efeitos
importantes no estudo de alguns fenomenos, quando comparado ao modelo desenvol-

vido por Grunwald, Raftery e Guttorp (1993). Além disso, o MDD foi descrito de
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modo a permitir a estimacao de todos os parametros desconhecidos do modelo em um
paradigma Bayesiano. Este trabalho representa uma extensao ao modelo desenvolvido
por da-Silva et al. (2011).

O modelo de Grunwald, Raftery e Guttorp (1993), GRG, é menos flexivel do que
o MDD pois (1) no GRG, a priori utilizada para o vetor de propor¢oes é baseada
em argumentos muito restritivos com respeito a forma da mesma. No MDD fazemos
uso de prioris bastante flexiveis, que impoem o minimo de condigdes. (2) no GRG
utilizam-se procedimentos inferenciais que incluem tanto métodos Classicos quanto
Bayesianos. No MDD utilizamos uma abordagem genuinamente Bayesiana; (3) No
GRG a especificacao dos efeitos nos parametros do processo latente 6;, tais como
tendéncia, crescimento e sazonalidade, além da inclusao de covariaveis, é bastante
complicada. No MDD esse tipo de especificacao é feita de forma muito simples e
eficiente, mediante as matrizes de planejamento F' e G do modelo.

Esta dissertacao esta organizada como a seguir: no Capitulo 1 revisamos os Mo-
delos Dinamicos Lineares (MDL). No Capitulo 2 sao descritos os Modelos Dinamicos
Lineares Generalizados (MDLG) e os Modelos Dinamicos Beta (MDB). No Capitulo
3 introduzimos o Modelo Dinamico Dirichlet (MDD). Nesse Capitulo descrevemos,
primeiramente, o modelo para a estimagao recursiva, dita online. Em seguida, apre-
sentamos uma formulacao alternativa, desenvolvida para a estimacao offline dos
parametros desconhecidos via cadeias de Markov. Ainda sao tratados o problema
de estimagao na presenga de observagoes faltantes. No Capitulo 4 (Aplicagoes) dis-
cutimos seis exemplos, entre casos particulares e ajustes a dados reais. Em todos
os Capitulos exibimos alguns esquemas das programacoes utilizadas, no intuito de
permitir ao leitor uma visualizacao mais ampla do processo. No Capitulo 5 fazemos

algumas discussoes adicionais e trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Modelos Dinamicos Lineares

Os modelos dinamicos lineares representam um caso particular do que foi batizado
na literatura estatistica como modelos dinamicos. Ainda que o tema central desta
dissertagao nao envolva a suposicao de normalidade ou linearidade, entendemos que
diversas caracteristicas de interesse podem ser mais bem visualizadas a partir do
estudo do caso normal, no qual os resultados sao sempre mais simples. Nesse sentido,
optou-se por explorar, nesse capitulo, os principais aspectos dos modelos dinamicos
lineares a fim de descrever os fundamentos béasicos dessa classe de modelos. Sempre
que pertinente abordaremos o uso do software estatistico livre R (R Development
Core Team, 2011), em especial o pacote dim (Petris, 2010), nas aplicagoes dos modelos

dinamicos lineares.

1.1 Motivacao

O processo de avaliagao e monitoramento continuo, muito presente na gestao de em-
presas, em estudos economicos, em projetos de pesquisa, dentre outros, envolve a
quantificacao de certos atributos do sistema investigado. Em linguagem estatistica,
tal procedimento culmina, usualmente, na geracao de dados com estrutura temporal
que exigem tratamento adequado.

Nao seria exagero dizer que, nesse contexto, os sistemas de interesse sao, em sua
maioria, dinamicos. Ou seja, suas principais caracteristicas e comportamentos sofrem

modificagoes ao longo do tempo. Dizemos, nesses casos, que o sistema evolus.
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Todo o esfor¢o resultante do processo de coleta e andlise dos dados justifica-se
pela possibilidade de elucidar, de forma apropriada, duvidas cruciais relacionadas ao

cenario em estudo. Entre os interesses possiveis, alguns tém posicao de destaque:

e Prever valores futuros;

Diagnosticar a natureza e magnitude da relagao entre varidveis;

Estimar o efeito de cada fator (sazonalidade, por exemplo) em um resultado

observado;

Entender, de forma completa e eficiente, a trajetoria do sistema.

E nesse ambiente investigativo que surgem, de modo bastante natural, as nogoes
de modelagem. De maneira simples, pode-se dizer que um modelo é qualquer esquema
descritivo, explicativo, que organiza as informacoes disponiveis, fornecendo, portanto,
meios para a aprendizagem e previsao. Dessa forma, fica evidente o fato de que os
modelos nao representam a “verdade”, e sim tratam-se de mecanismos poderosos
capazes de simplificar a compreensao de sistemas complexos, facilitando a rotina de
processamento de informacoes. Dessa forma, um modelo possibilita descrever, de
maneira sistematica, os dados e as experiéncias do investigador e, sendo assim, é
sempre uma representacao subjetiva baseada no conhecimento passado e presente.

Em situacgoes tedricas e aplicadas, busca-se um modelo parcimonioso. Além disso,
este deve ser suficientemente robusto para que reformulagoes estruturais do mesmo
sejam excepcionais. Ha dois casos principais em que tais reformulagoes se fazem ne-
cessarias. O primeiro caso ocorre quando especialistas antecipam mudancas drasticas
no cenario em estudo. O segundo caso acontece quando, no monitoramento do desem-
penho preditivo do modelo, detectam-se deficiéncias que apontam para uma possivel
falta de adequabilidade ou ajuste do modelo corrente.

Os modelos dinamicos, estudados ao longo desta dissertagao, descrevem uma classe
de modelos que pode tanto incluir modelos do tipo regressao linear ou nao linear,
quanto os principais modelos de séries temporais, aliando sofisticagao e flexibilidade
na descricao de intimeros fenomenos. A caracteristica mais marcante desses mo-
delos é permitir que os parametros associados ao sistema evoluam de acordo com

alguma estrutura probabilistica, fornecendo meios para tratar, adequadamente, o
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carater dinamico do fenomeno em estudo. Este capitulo restringe-se a subclasse co-

nhecida como modelos dinamicos lineares (MDL).

1.2 Formulacao do modelo

Considere uma série temporal Y;, definida nos tempos ¢t = 1,2,..., onde cada vetor
aleatério Y; tem dimensao (kx1). O Modelo Dinamico Linear (MDL), também conhe-
cido como Modelo Linear de Espaco de Estados Gaussiano (West e Harrison, 1997),
é especificado por duas equagoes. Uma para a série temporal observada, denominada
de equacao das observacoes, e outra para descrever a evolucao temporal dos estados
latentes 0;, denominada equacao do sistema. As equagoes sao apresentadas a seguir.

Equacao das observacgoes:
Y, = F6; + v, vy~ N|[0,V}]; (1.1a)
Equacao do sistema:
O, = Giby—1 + wy, wy ~ N[0, W] . (1.1b)

A cada instante de tempo ¢, o modelo é caracterizado pela quadrupla { F;, Gy, V;, W, },

onde:

F, é uma matriz conhecida (n x k);

G, é uma matriz conhecida (n x n);

V; é uma matriz de covariancias conhecida (k x k);

e W, é uma matriz de covariancias conhecida (n x n).

O modelo relaciona Y; ao vetor de parametros do sistema 6; (n x 1), além de
especificar a evolugao temporal dos €'s. Isso se dd através das distribuicoes definidas

sequencialmente

(Yil0:) ~ Ni[F}0,,Vi] 5 (1.2a)
(9t|9t71) ~ Nn[Gtet,h Wt] . (12b)
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A equacao das observacoes define a distribuicao amostral da série Y; como funcgao
do estado latente ;. Observe que F; estd relacionada a matriz dos co-fatores (matriz
de delineamento de uma regressao), cuja funcao é relacionar, a cada instante, o estado
do sistema a média das observagoes.

A equacao de evolugao, ou equacao do sistema, dada em (1.1b), implica em uma
evolucao markoviana para o sistema. Ela é definida por uma transformacao linear
G0, acrescida de um erro aleatério com média zero.

O conjunto de informagoes disponiveis no instante ¢, para t = 1,2,..., é deno-
tado por Dy e expresso como Dy = {I;, D; 1}, onde I; representa toda a informacao
adicional relevante obtida no tempo t. No caso em que a série histérica Y; é a tnica
fonte de informagao, o sistema é dito “fechado” e Dy = {Y;, D;_1}. Dy representa o
conjunto contendo as informagoes iniciais, normalmente condensadas nos parametros
da distribuicao de 6y, e as matrizes que fazem parte da especificacao dos modelos.
Dessa forma, as equagoes (1.2) sao implicitamente condicionais a D; ;. Ao longo de
toda a dissertagao consideraremos, apenas, sistemas fechados. Dessa forma, algumas
afirmacoes podem nao ser necessariamente extensivas a sistemas abertos.

Assume-se que (6p|Dg) ~ N,(mo,Cp) e que as sequéncias de erros v; e w; sao
internamente e mutuamente independentes. A estrutura de dependéncia condicional
do MDL ¢ apresentada na Figura 1.1. Nela é possivel observar que, dado o presente,

o passado e o futuro sao independentes.

By Oy Oy By Oy Oy
Y Y, Y Y Yin

Figura 1.1: Estrutura de dependéncia para o espaco de estados do modelo

O fluxo apresentado na Figura 1.1 é resultado da prépria definicao do modelo.
Assim como qualquer outro modelo de espaco de estados, os MDLs satisfazem duas

propriedades fundamentais.

(A.1) (#;) é uma cadeia de Markov.
(A.2) Condicionalmente a (6;), os Y;s sao independentes e Y; depende de 6; apenas.
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Uma consequéncia das propriedades (A.1) e (A.2) é podermos escrever a distri-
buicao conjunta dos estados do sistema 6#; e das observacoes y; em forma de um

produto de distribuicoes condicionais. Isto é, para t > 1,

t
p(00,01, .. 001, ye) = p(6o) | [ p(6;16,-1)p(y;16;). (1.3)
7j=1

Como podera ser visto, tal decomposicao é de grande valia no tratamento dos modelos
dinamicos.

Se as matrizes F; e (G; sao constantes para todo ¢, entao dizemos que o modelo
estd na classe dos Modelos Dinamicos Lineares de Séries Temporais (MDLST), um
importante subconjunto dos MDL. De acordo com West e Harrison (1997), os MDLST
incluem, essencialmente, todos os modelos lineares classicos de séries temporais, in-

clusive os modelos ARIMA.

1.3 Estimacao do sistema e previsao

No estudo de dados coletados ao longo do tempo, o principal interesse estd em fazer
inferéncias sobre o passado, o presente e o futuro. Em linguagem estatistica, busca-se
obter as distribui¢oes condicionais do sistema (05| D;) para s < t (suavizacao), s =t
(filtragem) e s > t (previsao do sistema), respectivamente. Essa nomenclatura foi
adotada em alinhamento a Petris et al. (2009). West e Harrison (1997) também de-
notam por filtragem a inferéncia para tempos passados, quando s < t. Quanto ao
interesse relativo ao futuro, ha também o que talvez seja a principal funcao dos mo-
delos estatisticos de série temporais: prever os valores futuros para a série observavel

Y;. Nesta se¢ao abordaremos cada um dos casos citados no contexto dos MDL.

1.3.1 Filtragem

Considere agora um MDL em que Y; é escalar, ou seja, um modelo dinamico linear
univariado. Suponha que o modelo é fechado para informagcdes externas nos tempos
t > 1. Sob essas condigoes, tem-se a seguinte estrutura inferencial descrita pelas

equagoes de atualizagdo (West e Harrison, 1997):
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1. Distribuicao a posteriori no tempo ¢t — 1:
Para um vetor de médias m;_; e uma matriz de covariancia C;_;, ambos conhe-

cidos,

(gt—llDt—l) ~ Nn[mt—hct—l] . (1-4)

2. Distribuicao a priori no tempo ¢t — 1:

(0¢| De—1) ~ Nplar, Re] (1.5)
onde Ay = Gtmt,1 (§ Rt = GtthlG:‘/ + Wt .

3. Distribuicao preditiva um passo a frente:

(Y;S‘thl) ~ N[ft7Qt] ) (16)
onde f;=Fa e Q =FRF,+V,.

4. Distribuicao a posteriori no tempo t:

(0:Dy) ~ Nio[my, Gyl (1.7)
onde my = a;+Ae;, Cp = Ry — AiQ A ;
At:RtFtQ;l e =Y, — f.

As equacoes apresentadas fornecem o procedimento recursivo na estimacao dos
parametros do modelo. As relagoes (1.7) de atualizagao da distribuicao a posteriori
de 0; sao conhecidas como Filtro de Kalman. A prova dos quatro itens apresenta-
dos ¢ uma imediata aplicacao das propriedades da distribuigao Normal multivariada.
Observe que a distribuicao conjunta dos elementos envolvidos é dada por:

0 a Ry RiF
t Dyt | ~N t t t'

Y Ji FR

Dessa maneira, pelas propriedades condicionais da distribuicao normal, obtém-se as

equagoes de atualizacao dadas pelo Filtro de Kalman.
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A abordagem inferencial em questao envolve trés etapas: evolugdo, previsao e
atualizagao, conforme mostra a Figura 1.2. O vetor de parametros 6;_1, que é nao
observavel, representa o estado corrente do sistema. Toda a informacao disponivel
até o momento é sumarizada em seus primeiros momentos m;_; e C;_;. Assim, fica
evidente a abordagem Bayesiana, em que a incerteza em relacao ao parametro de

interesse é descrita por meio de uma distribuicao de probabilidade.

volucao Atualizacao
oo (61| Dy ) =2 (9,| D,y ) 0 (.1D,) .

H/Previséo

(Yi|Di1)

Figura 1.2: Anélise sequencial do modelo linear dinamico normal

A distribuicao a priori dada em (1.4), em conjunto com a equacao de evolucao

(1.1b), define a etapa de evolugao, isto é:

p(9t|Dt—1) = /p<0t79t—1|Dt—1)d9t—1 = /p(9t|9t—1)p(9t—1|Dt—1)d9t—1-

Consequentemente, a distribui¢do a priori de 6; (1.5) é conhecida e permite prever
o efeito da passagem do tempo, entre ¢ — 1 e t, no sistema. Com base nela e na
equagao das observagoes (1.1a), a préxima observagao Y; da série é prevista (1.6),

configurando o passo de previsao:

p(Yi| D) = /p<n|9t)p(0t|Dt—1>d9t-

Finalmente, uma vez observado o valor Y;, passa-se a etapa de atualizacao da

distribuicao de 6, com base no Teorema de Bayes:

_ p(Y2|0:)p(0:| D 1)
POIDY) = T 16 p(6 i) a6

A média a posteriori, ji apresentada, é dada por m; = a; + Ase; (1.7). Sendo
assim, o conhecimento do analista sobre o estado do sistema é corrigido/atualizado

em funcao do erro de previsao e das incertezas associadas ao modelo R; e (Q;. A matriz
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A, pode ser interpretada como um peso adaptativo dado a observagao Y;. A légica
descrita torna claro o processo de aprendizagem sistematica, predi¢ao e processamento
de novas informacoes citado anteriormente.

Caso a observagao y; seja faltante/indisponivel, ela nao contribuird com qualquer

informacao adicional. Em notacao estatistica, esse caso pode ser expresso como:

p(et‘Dt) = p(9t|Dt—1)-

Esse resultado significa que informacoes faltantes sao facilmente tratadas nos MDL.
Neste caso, a distribuicao filtrada no tempo t é justamente a distribuicao preditiva
um passo a frente no tempo ¢t — 1.

Quanto aos aspectos computacionais do processo de estimacao do MDL, a funcgao
R dimFilter do pacote dim (Petris, 2010) aplica o Filtro de Kalman a uma série
observada e um modelo especificado, e retorna os valores de my, Cy, a;, Ry e f;. As
matrizes de covariancia sao retornadas em termos de suas respectivas decomposicoes

em valores singulares, em inglés SVD.

1.3.2 Suavizacao

Em diversas ocasioes, revisar inferéncias relativas a tempos passados, valendo-se de
toda a informacao disponivel D7, pode ser extremamente ttil para elucidar o enten-
dimento sobre o que, de fato, ocorreu.

Pode-se pensar, por exemplo, em uma vara judicial que, anualmente, recebe e sen-
tencia, na figura de um Juiz de Direito, centenas de processos judiciais. Naturalmente,
ao longo do ano, varias mudancas administrativas podem ocorrer, como a alteracao
do horario de atendimento ao piiblico ou do tamanho do quadro de pessoal. Neste
caso, o uso de um MDL poderia ser de grande valia para analisar, retrospectivamente,
o impacto de cada uma dessas mudancas de cenario na produtividade da vara. Em
ultima instancia, o uso dessa ferramenta estatistica pode ser crucial no que se refere
a tomada de decisao, facilitando a otimizagao dos recursos publicos destinados a tal
atividade.

Para o Modelo Dinamico Linear apresentado na Secao 1.3.1, as distribuigoes re-

trospectivas sao todas Gaussianas, com média e variancia facilmente calculaveis re-
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cursivamente. Pode-se mostrar que, parat =0,...,T7 — 1, (0;|Dr) ~ N(s,S;), onde

st = My + GG Ry (sep1 — aepr) (1.8a)
Sy = Cy — GGy R (Reyy — Si) R G O (1.8b)

com valores iniciais sy = mp e Sy = Cr.

A fungao R dimSmooth do pacote dlm (Petris, 2010) aplica as equagoes dadas em
(1.8) a uma série observada e um modelo especificado, e retorna os valores de s; e S;.
As matrizes S; sao retornadas também na forma decomposta em valores singulares.
E também possivel usar a funcao dimSmooth para calcular os momentos suavizados a
partir de um objeto da classe dimFiltered, que normalmente corresponde ao resultado

de uma execucao anterior da funcao dimFilter.

1.3.3 Previsao

A atividade de previsao é parte inevitavel do cotidiano de cada individuo. Antecipar,
em certo sentido, cendarios e eventos futuros é indispensavel para a tomada eficiente
de decisoes. Usualmente, as informacoes, numéricas ou nao, sao subjetivamente pro-
cessadas, resultando na consolidacao de uma expectativa possivelmente pertinente
sobre o futuro. Ocorre que a previsao de valores futuros de uma varidvel qualquer,
baseada no referido mecanismo de processamento, torna-se pouco confiavel e efici-
ente em situagoes complexas ou quando se trata de grandes decisoes. Isso se deve a
dificuldade em subjetivamente se fazer uso de toda a informagao disponivel. Muitas
vezes o analista, no intuito de avaliar o comportamento da série historica, compara o
resultado do més corrente com apenas o do més anterior e com o resultado do mesmo
meés do ano anterior. Ou seja, pela dificuldade mencionada, tal analista contenta-se
em valer-se, apenas, de fragmentos dos dados disponiveis. E fAcil entender, por exem-
plo, que o aumento do preco da carne bovina provoca um maior consumo da carne de
frango. No entanto, é dificil determinar subjetivamente em que medida isto ocorre.
A titulo de ilustracao, suponha que uma montadora de veiculos, em seu processo

de planejamento, necessita decidir quantos automoveis precisara produzir no préximo
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ano, em funcao da expectativa sobre a demanda futura do mercado. Caso a estima-
tiva da demanda futura, feita pela montadora, seja maior do que a demanda real,
a produgao em excesso podera acarretar grande prejuizo financeiro. Por outro lado,
se a producao for inferior & demanda latente, também haverad prejuizo em funcao da
perda de maior inser¢ao no mercado.

Resumindo, a precisao e acurdcia das estimativas, consequente do método de
previsao utilizado, pode ditar cenarios de decisao e suas implicagoes nos negdcios. Os
modelos estatisticos, em especial os modelos dinamicos, proporcionam, quando bem
empregados, um grande ganho de qualidade na tomada de decisoes.

No tocante as predigoes obtidas com os Modelos Dinamicos Lineares, pode ser
mostrado que as distribui¢oes condicionais de 6;,,, e Y;.,, dado D;, para m > 1, sao
normais e seus momentos podem ser calculados recursivamente.

Sejam a¢(0) = my; e R;(0) = C, entdo, para m > 1, valem as seguintes relagoes:

o (0iym|D:) ~ N(ar(m), Ri(m)), onde

ar(m) = Grpmar(m — 1) (1.9a)
Rt (m) = GterRt (m — 1>G;+m -+ Wt+m (19b)

o (Yigm|Dr) ~ N(fi(m), @i(m)), onde

fr(m) = Fyymay(m) (1.10a)

Qi(m) = FeymBRe(m) I, + Vi (1.10b)

A fungao f;(m) dada em (1.10a) é conhecida como funcao de previsio e desem-
penha um papel de destaque na especificagao dos MLD, como sera visto na préxima
secao. E justamente ela quem define a forma da curva das previsoes pontuais da série
Yier, oo Yiem:

A fungao R dimForecast (Petris, 2010) calcula os momentos dados em (1.9) e
(1.10) para uma série observada e um modelo especificado. O usuério define quantos
passos a frente se quer prever. E possivel, ainda, usar essa mesma funcio para gerar

N amostras do sistema e da série Y;11,..., Yiim.
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1.4 Especificacao do modelo

Esta secao é dedicada a apresentacao de alguns modelos especiais da classe dos MDL.
Estamos particularmente interessados nas formas de especificacao das matrizes F e
G e nas consequentes fungoes de previsao. Serao discutidos, nessa ordem, os modelos
polinomiais, sazonais e de regressao. Por fim, introduzimos a nogao de sobreposicao
do MDL. Aspectos computacionais sao abordados e alguns cédigos R ilustrativos

disponibilizados ao longo do texto.

1.4.1 Modelos dinamicos lineares polinomiais

Os modelos dinamicos lineares polinomiais representam uma subclasse dos MDL que
¢ extensivamente usada para descrever tendéncias, em especial aquelas que evoluem
Ssuavemente no tempo.

Em previsoes de curto ou médio prazo, modelos polinomiais de baixa ordem, diga-
mos até 3 (correspondente a fungoes de crescimento quadratico), costumam resultar
em boas aproximagoes. Este fato nao surpreende, haja vista o uso frequente, na lite-
ratura estatistica, de aproximacoes baseadas nos 3 primeiros termos da expansao em
série de Taylor de diversas fungoes.

Um MDL polinomial de ordem n é definido como sendo qualquer MDL com ma-

trizes F' e G constantes e funcao de previsao, para t > 0, da forma
fi(m) = E(Yiim|Dt) = awo + am + ... + at,nflmnila m > 0,

onde os coeficientes ay, . . ., a;,—1 sa0 fungoes lineares da média a posteriori my, in-
dependentes de m.

Nao ha uma forma tnica de se especificar as matrizes F' e G de modo a obter
um modelo polinomial. Aqui, restringiremos nossa atencao aos modelos canonicos.
A definicao formal de modelos canonicos e a descricao de formas alternativas de
especificacao de MDL polinomiais sao apresentadas, respectivamente, nos capitulos 5

e 7 de West e Harrison (1997).

Pode-se provar que um MDL, definido como na Se¢ao (1.2), com matrizes F' = E,
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e G = J,(1), onde

A1 00 0
0 A 10 0
E, = (1,0,...,0) e J,(\)= 00A 0,
0000 ..1
00 00 ... A

¢ um modelo dindmico linear polinomial. Cabe destacar que a matriz .J,,(A) é conhe-
cida como bloco de Jordan.

Com o objetivo de ilustrar os modelos em consideragao, assim como os principios
de filtragem, suavizagao e previsao discutidos na Segao (1.3), lancamos mao do pa-
cote dlm do R. Para tanto, usamos um modelo polinomial de ordem 2 definido pela
quadrupla:

1 1 1

5 0
F=Fy= .G = Jo(1) = W= .V = 1000
0 0 1 0 1

Este modelo pode ser alternativamente escrito em funcao das equacoes das ob-

servacoes e do sistema. Sao elas:

Equacao das observagoes: Y; = u; + 14,

Equacoes do sistema: e = i1+ Br1 + wi,
Bt = Br-1 + we
Informacao inicial: (00| Do) ~ Ny (mg, Co),
onde
O = (e, Be)';  wi = (wWin, wiz)’ ~ N(0, W),
vy~ N(0,V), mg= (0,00 e Cop=10"1,
Seja E(6;|D;) = my = (at,b;), a funcdo de previsdo deste modelo é dada por

fi(m) = a; + mby. Ou seja, como deveria ser, uma reta definida em funcao da média

a posteriori do sistema.
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As fungoes R dimModPoly e dimForecast (Petris, 2010) foram usadas, respectiva-
mente, para definir o modelo e dele simular uma possivel observagao. Em seguida,
utilizou-se a funcao dimFilter para estimar o nivel pu;, para t = 1,...,60, e prever,
um passo a frente, valores futuros para a série Y;. Ressaltamos que foi escolhida
uma priori vaga (6y|Dy) ~ N, (mo, Cp) no processo de estimacao. Por fim, os valores

suavizados para o nivel foram calculados pela fungao dimSmooth (Petris, 2010).

300
I

Estimativa filtrada
100
]

300
I

Valores previstos

100
I

300
I

100
I

Estimativa suavizada
]

| | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

Figura 1.3: Serie histérica y; (linhas cinzas), média real ju; (linhas vermelhas) e es-
timativas (linhas pretas) com respectivos intervalos de credibilidade de 95% (linhas
pretas tracejadas). (a) Valores filtrados para puy; (b) Valores previstos um passo a
frente para y;; (c) Valores suavizados para .
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A Figura 1.3 sobrepoe a série simulada Y; (linhas cinzas) e as estimativas filtradas
e suavizadas para a média pu,;, além de comparar as previsoes um passo a frente e os
valores Y; efetivamente observados. E possivel notar que as estimativas, em todos os
casos, sao muito pertinentes. Os intervalos de credibilidade de 95% para a previsao
(linhas pretas tracejadas) parecem acomodar as observacoes Y; sem folga ou rigidez.
Da mesma forma, as estimativas suavizadas para a média sao bem mais estreitas e
refletem, majoritariamente, a variabilidade de p;, que pouco sao afetados pelos ruidos
aleatorios v, especialmente aqueles registrados entre os tempos 10 e 20. Em resumo,
o método inferencial consegue recuperar, no sentido estatistico da palavra, os valores
reais dos parametros e detectar as alteragdes (nao estruturais) do sistema.

A programacao utilizada (1.1) é apresentada a seguir e pode ser 1til para, a
partir da replicagao com diferentes parametros, ilustrar o papel de cada elemento no
comportamento da série. A programacao relativa a producao do grafico foi omitido e
envolve somente os objetos R situados nas 3 ultimas linhas de cada um dos 4 blocos

do Cédigo 1.1.

Cédigo 1.1: Modelos dinamicos lineares polinomiais

> # Bloco 1: Geragdo dos dados Y_t

> N <- 60

> mod <- dlmModPoly(order = 2, dW = c(5, 1),

+ dv = 1000, mO = rnorm(2, c(300, 0)), CO = diag(l, 2))
> aux <- dlmForecast(mod, nAhead = N, sampleNew = 1)

>y <- as.ts(aux$newObs [[1]])

> theta.real <- as.ts(aux$newStates[[1]])

> # Bloco 2: Filtragem

> mod$m0 <- rep(0, 2)

> mod$CO <- le+7

> filtro <- dlmFilter(y, mod)

> C <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)

> cl <- sapply(2:(N + 1), function(x) sqrt(C[[x]1[1, 11))
> z <- qnorm(0.975)

> mu.filtro <- dropFirst(filtro$m[, 1])

> 1im.inf.C <- mu.filtro - z * cl

> lim.sup.C <- mu.filtro + z * cli

26



19

21

23

25

27

29

31

> # Bloco 3: Previsdo um passo a frente

> raiz.Q <- dropFirst(residuals(filtro)$sd)
> y.previsto <- dropFirst(filtro$f)[, 1]

> lim.inf.Q <- y.previsto - z * raiz.Q

> lim.sup.Q <- y.previsto + z * raiz.(Q

> # Bloco 4: Suavizacgdo

> suave <- dlmSmooth(filtro)

> S8 <- dlmSvd2var (suave$U.S, suave$D.S)

> s1 <- sapply(2:(N + 1), function(x) sqrt(S[[x]]J[1, 1]1))
> mu.suave <- dropFirst (suave$s[, 1])

> 1im.inf .S <- mu.suave - z * sl

> lim.sup.S <- mu.suave + z * sl

1.4.2 Modelos dinamicos lineares sazonais

Diversos fenomenos sao caracterizados por apresentar comportamentos ciclicos, perio-
dicos. O preco médio do etanol depende, dentre outros fatores, da oferta corrente de
cana-de-agucar, que, por sua vez, depende do momento na sequéncia ciclica de sua
producao: plantio, cultivo e colheita. De maneira similar, o congestionamento nos
aeroportos também apresenta periodos bem definidos. Neste caso, isso se deve ao
calendario escolar, ao dia da semana, aos feriados nacionais, etc.

Em ambos os casos citados, ¢ indispensavel construir um modelo que leve em
consideragao esse comportamento sistematico. Ha duas formas usuais para descrever
sazonalidade no contexto dos MDL. A primeira abordagem, representada pelos mode-
los sazonais de forma livre, pode ser entendida como um caso particular dos modelos
de regressao discutidos na Segao (1.4.3) e nao serd detalhada neste trabalho. Mais
uma vez, sugerimos aos interessados a leitura de West e Harrison (1997). A segunda
abordagem da representacao da sazonalidade sera descrita a seguir e estd baseada na
representacao em Séries de Fourier.

Seja g(t) qualquer funcado real definida nos inteiros ¢t = 0,1, . ... Dizemos que g(t)
é ciclica se para algum p > 1 e para todo t, n > 0, g(t +np) = g(t). Assim, qualquer

funcao periddica discreta assume valores somente no conjunto ) = {41, ..., 4,}, onde

27



Vi = g(i).

A idéia central na construcao desses modelos é escrever o vetor ¥ como combinagao
linear de fungoes trigonométricas, necessariamente periddicas. No campo da algebra
linear, dirfamos que se trata de uma mudanca de base do espaco vetorial.

Usando identidades trigonométricas, pode-se provar que quaisquer p nimeros reais

Y1, ...,1%, podem ser representados por
h
Y =ag+ Z[ar cos(arj) + bysen(arj)], (1.11)
r=1

onde aw = 27 /p e h é o maior inteiro nao superior a p/2.
As quantidades a, e b, sao funcoes conhecidas de 1), referenciadas na literatura
como coeficientes de Fourier. Usualmente, a média da série é modelada separada-

mente, resultando em ay = 0. Neste caso, a equagdo (1.11) pode ser escrita como

;=" 5,.(4), onde

Sr() =a, C()S(Oﬂ’-) + brsen(ar-) = A, COS(O” : +/77")7

A, = (a2 +0)Y? e ~, =arctan(—b,/a,).

O termo S,(-) é chamado de r-ésimo harmonico. A,, ar e 7, representam, respecti-
vamente, a amplitude, a frequéncia e a fase de S,.(-).

Enquanto os modelos sazonais de forma livre definem o sistema diretamente pelo
vetor 1, permutando seus elementos com repetidas aplicacoes da matriz de evolucao
(GG, os modelos sazonais em forma de Fourier codificam o sistema em termos dos
harmonicos e seus conjugados.

Na perspectiva dos modelos dinamicos, é preciso ser capaz de descrever cada
Sy(t + 1) em fungao de S,.(t). Por outro lado, o simples conhecimento de S,(¢) nao
¢é suficiente para determinar o valor do harmoénico no tempo seguinte. Entretanto,
Petris et al. (2009) mostram que os valores do r-ésimo harmonico S, (t) e seu respectivo
conjugado S} (t) conjuntamente determinam os valores de S,.(t + 1) e Sf(t +1). Ou
seja, artificialmente se cria um parametro adicional, S*(t), ao sistema com a finalidade
de viabilizar a descricao da evolucao de cada harmonico na estrutura dos modelos

dinamicos.
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Na medida em que a frequéncia de cada harmonico cresce em r, a sazonalidade
é expressa como a soma de fungoes periddicas que vao da mais suave para a mais
brusca.

Quando o periodo p é par, S,;(t + 1) = —5,/(t), de maneira que o 1ltimo
harmonico simplesmente muda de sinal a cada passagem do tempo. Sendo assim, a
inclusao de seu conjugado no vetor de parametros do sistema traz redundancia ao

modelo. Por esse motivo, a paridade de p é importante na especificacao das matrizes

Fed.

Sejam
COS(\wW sen(w
(L) = A (w) (w) |
—sen(w) cos(w)
E2 Jz(l, w) 0 e 0
Es 0 L(1,2w) ... 0
fimpar = : ) gimpar = : : : )
By 0 0 Jo(1, hw)
E2 Jg(l, w) 0 e 0 0
E2 0 Jg(l, 2w) ce 0 0
]:par = ) gpar = : )
E, 0 0 . L1, (p/2-1Dw) 0
1 0 0 e 0 -1

um MDL sazonal na forma de Fourier é, finalmente, definido como sendo qualquer

MDL da forma

{Empar; gimpm’a ) '}7 s€ p é impar,

{fpam gpar; %y '}, se p é par.

A estrutura em blocos da matriz G esta associada a sobreposi¢ao de MDLs tra-
tada na Segao (1.4.4). Os harmoénicos sdo combinados em um mesmo modelo, mas

como serd visto adiante, ha a possibilidade de se usar apenas alguns deles na des-

29



cricao do efeito sazonal. Tal flexibilidade é um dos pontos fortes dessa abordagem
e, quando aplicavel, pode resultar em ganhos no desempenho preditivo, além da evi-
dente simplificacao do problema. Outra vantagem significativa na comparagao com
os modelos sazonais de forma livre estd no fato de que aqui nao ha necessidade de se
criar restrigoes aos parametros. Enquanto na abordagem de Fourier os efeitos sazo-
nais automaticamente somam zero, nos modelos sazonais de forma livre esta restricao
precisa ser imposta, de modo a tornar o modelo identificavel.

Até aqui, para facilitar o entendimento, tratamos o caso em que os harmonicos
evoluem deterministicamente no tempo. Por outro lado, o analista pode especificar
uma matriz W diferente de zero para incorporar a natureza dinamica da sazonalidade.
Neste caso, é natural pensar um W como uma matriz também bloco-diagonal. Res-
saltamos que a adicao dos erros nao-nulos w; faz com que os fatores sazonais nao mais
sejam, de fato, periddicos. De qualquer maneira, a funcao de previsao m-passos a
frente, independentemente da formulacao estatica ou dinamica, é peridédica e depende
unicamente de m e de E(6;|D;) = my.

Tendo sido discutidos os principais aspectos metodoldgicos dos modelos sazonais
na forma de Fourier, descrevemos agora um exemplo simulado, a partir do qual ilus-
tramos como tratar essa classe de modelos usando o R. Considere o MDL definido

pelas matrizes

Jao(1,27/5) O2x2
022 Ja(1,4m/5)

F=(1,0,1,0),G = W =10"*%x1,V =15

Esta especificacao retrata um modelo com 5 periodos sazonais. Geramos uma
série de tamanho 40 do modelo citado usando o primeiro bloco da programacao do
Cédigo 1.2. Observe que, na linha 9, removemos aleatoriamente 20% das observacoes
a fim de ilustrar o funcionamento dos MDL com observacoes faltantes. Internamente,
o pacote dlm lida com esses valores indisponiveis (faltantes) da maneira descrita na
Secao (1.3.1).

Novamente usando uma distribuicao a priori vaga para o sistema, estimamos as
médias i1, ..., 4o & luz de todos os dados disponiveis. A parte superior da Figura

1.4 evidencia a dificuldade em visualizar qualquer comportamento sazonal baseado
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10

somente no grafico dos valores Y;. Entretanto, pela parte inferior da figura, fica claro
o comportamento ciclico da média real nao observavel (linha vermelha). Mais uma
vez, o procedimento inferencial foi bem sucedido na estimacao dos valores reais, se-

parando o sinal do ruido.

0O 5 10 15
|

Série observada

-15

5 10 15

0
|

Estimativa suavizada

Figura 1.4: (a) Valores observados da série com dados faltantes y; (linha cinza);
(b) Valores reais (linha vermelha) e suavizados para pu; (linha preta). Intervalos de
credibilidade de 95% (linhas pretas tracejadas).

Cédigo 1.2: Modelos dinamicos lineares sazonais

> # Bloco 1: Geragdo dos dados Y_t

> N <- 40

>p <- 5

> mod <- dlmModTrig(s = p, dW = rep(le-4, p - 1),

+ dv = 15, mO = rnorm(p - 1), CO = diag(l, p - 1))
> aux <- dlmForecast(mod, nAhead = N, sampleNew = 1)
> y <- aux$newObs [[1]]

> theta.real <- aux$newStates[[1]]

> y[sample(2:(N - 1), N / 10), ] <- NA
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> # Bloco 2: Suavizacgdo

> mod$m0 <- rep(0, p - 1)

> mod$CO <- diag(le+7, p - 1)

> aux <- dlmSmooth(y, mod)

> theta.suave <- dropFirst (aux$s)

> 8§ <- dlmSvd2var (aux$U.S, aux$D.S)

> z <- qnorm(0.975)

> tmp <- sapply(2:(N + 1), function(x)

+ sqrt (mod$FF % * % S[[x]] % * % t(mod$FF))
> mu.suave <- theta.suave % * % t(mod$FF))
> lim.inf.S <- mu.suave - z * tmp

> lim.sup.S <- mu.suave + z * tmp

1.4.3 Modelos dindmicos lineares de regressao

Nao seria demais dizer que a possibilidade de incluir, com elegancia, covariaveis ao
modelo é uma das principais virtudes da classe dos modelos dinamicos. Considere
novamente a estrutura apresentada na Segao (1.2).

Equacao das observacgoes:

}/t :E9t+yt7 1% NN[O,W] s (112&)

Equacao do sistema:

915 = Gtet,l -+ Wey, Wi~ N[O, Wt] . (112b)

Observa-se que, se Y; é uma série univariada, W; = 0 e GG; = I, para todo ¢, onde
I, é a matriz identidade (n X n), entdo o MDL coincide com o modelo classico de
regressao. Provavelmente, a notacao mais utilizada em tais modelos é aquela onde
F; e 0, = 0 sao representados, respectivamente, por X; e 3. Neste caso, a ordem das
observacoes na amostra ¢ irrelevante.

Um MDL, como poéde ser observado, representa uma generalizacao do modelo
de regressao que permite que ao vetor de parametros seja adicionada uma dinamica

evolutiva no tempo. Essa flexibilidade pode ser util em diversas situagoes aplicadas.
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A titulo de ilustracao, nao seria razoavel assumir, por exemplo, que, para um de-
terminado individuo, a relacao entre a quantidade de carboidratos ingerida e a taxa
de glicose no sangue seja sempre a mesma. De maneira mais geral, a relagdo en-
tre essas variaveis pode evoluir ao longo do tempo, e a capacidade de descrever tal
caracteristica é a marca registrada dos modelos dinamicos.

Visando ilustrar, computacionalmente, o uso dos MDL de regressao, bem como
evidenciar a relagao destes com os modelos classico e seus respectivos mecanismos de

estimacao via minimos quadrados, apresentamos o Cédigo 1.3.

Codigo 1.3: Uso dos MDL em regressao linear

> # Bloco 1: Geragdo dos dados Y_t
> N <- 60

> F <- rnorm(N)

> theta.real <- c(- 1, 1)

> y <- cbind(rep(1l, N), F) % * % theta.real + rnorm(N)

> # Bloco 2: Estimacg¢do wvia minimos quadrados

> reg.lm <- 1lm(y ~ F)

> print(theta.lm <- coef(reg.1lm))

(Intercept) F

-0.970956 1.026672

> print(sd.theta <- vcov(reg.lm))
(Intercept) F

(Intercept) 0.015638968 -0.001457000

F -0.001457000 0.016470073

>

> # Bloco 3: Estimacgdo via MDL

> mod <- dlmModReg(X = F)

> filtro <- dlmFilter(y, mod)

> print(theta.filtro <- filtro$m[N + 1, 1)

[1] -0.970956 1.026672

> print(C <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)[[N + 11]1)
[,1] [,2]

[1,] 0.016805169 -0.001565649

[2,] -0.001565649 0.017698250
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O Cédigo 1.3 esta dividido em trés Blocos. O Bloco 1 trata da geragao de amostras
de um modelo de regressao estatico com dois parametros, sendo um deles referente
ao intercepto. Os valores reais, atribuidos a eles na linha 4, sao —1 e 1. O Bloco
2 permite a estimagcao classica do vetor paramétrico (linha 11) e de sua respectiva
matriz de covariancia (linhas 14 e 15) usando a fungao Im.

Com o Bloco 3 estima-se as mesmas quantidades, agora com base no filtro de
Kalman ja apresentado. Observe que os valores estimados correspondem a média da
distribuicao a posteriori do vetor de parametros da regressao, ou equivalentemente,
do sistema. A comparacao dos valores retornados é bem interessante no sentido de
que as retas de regressao estimadas foram rigorosamente as mesmas, embora uma
pequena diferenca entre as matrizes de covariancia tenha sido observada.

A funcao dlmModReg (Petris, 2010) foi usada para facilitar a especificagao do
modelo. Como a matriz F}; varia a cada instante, os autores do pacote dim adotaram
uma estratégia eficiente para o armazenamento dos dados. Neste caso, ao invés de
registrar todas as matrizes Fi,..., Fliy, o objeto dim contém uma matriz de mesma
dimensao JEF tal que cada uma de suas entradas ¢ igual a zero se F/i, j] nao varia
no tempo, e um valor inteiro positivo k caso contrario. Dessa forma, o elemento (i, )
de F; deve ser armazenado em X|t, k]. O mesmo vale para os casos em que V', G ou
W variam no tempo. Toda essa estratégia estd bem explicada na ajuda da funcao
dim.

Por fim, é preciso destacar que na estimacao via dimFilter, os calculos foram feitos
usando a informacao do valor real da variancia dos ruidos V' = 1. Isso porque o valor
default da variancia é o mesmo nas funcoes rnorm e dimModReg. No entanto, em
situagoes reais, esse valor é desconhecido e precisa ser estimado. A estimacao das
matrizes V e W serd discutida na Segao (1.5). Visto que nao alteramos os valores

default para os momentos de (6y|Dy), foi adotada uma priori extremamente vaga.

1.4.4 Sobreposicao de modelos lineares dinamicos

Nas subsecoes anteriores, foram introduzidos os MDL de regressao, polinomiais e sa-
zonais. Aqui, o interesse estd na construcao de modelos mais gerais, obtidos pela com-

binacao dos componentes ja apresentados. Como sera visto a seguir, a especificagao
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de um modelo com tendéncia de crescimento linear, duas covariaveis e 4 periodos
sazonais, por exemplo, é trivial. O principio da sobreposicao do MDL apresentado a

seguir ¢ a chave para tais construgoes (West e Harrison, 1997).

Qualquer combinacgao linear de MDL gaussianos

independentes € um MDL gaussiano.

Formalmente, esse principio pode ser estabelecido da seguinte forma: Considere

h séries temporais Y;; geradas por MDL
Mi . {Eta Git7 ‘/;h VVzt}

para i =1,...,h. No modelo M;, o vetor do sistema 6;; tem dimensao n;, e os erros
das observagoes e de evolucao sao, respectivamente, v, e wy. Os vetores do sistema
sao distintos, e para i # j, as séries v;; e w;; sao mutuamente independentes das séries

vjr e w;. Nas referidas condicoes, a série

h
Y= Y
=1

segue um MDL {F,, G, V;, W;} n-dimensional, onde n = ny + ... + n, e o vetor do

sistema #; e a quadrupla sao dados por

01 Fry
Qt == E 9 Ft = : Y
Ont Fhy
Gy = bloco-diagonal[G1y, . .., Gpe]

W, = bloco-diagonal[Wiy, ..., W]

h
Vi=) Vi
i=1

As matrizes G; e W, sao tais que os blocos da diagonal sao dados, respectivamente,

pelas matrizes G e Wy, enquanto os elementos fora da diagonal sao nulos.
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Do ponto de vista pratico, cada componente da observacao Y; é modelado sepa-
radamente por um bloco convenientemente especificado. Os proprios modelos sazo-
nais na forma de Fourier podem ser entendidos como a sobreposicao de submodelos,
nos quais se descreve individualmente a evolucao de cada harmonico. Do ponto de
vista operacional, é viavel testar uma grande variedade de modelos candidatos, todos
eles acomodados em uma mesma estrutura. Medidas usuais de comparagao, como o
Critério de Informacao Bayesiano BIC ou Akaike, podem ser empregados.

Embora os modelos ARIMA nao tenham sido explorados nessa dissertacao, pode
ser mostrado que qualquer modelo ARIMA(p,d,q) pode ser representado por um
MDL. Neste caso, as matrizes GG; passam a ter parametros desconhecidos relacionados
a natureza auto-regressiva da série Y;, enquanto W, apresenta, entre seus componen-
tes, os parametros relativos ao processo de médias moveis. O leitor interessado pode
consultar West e Harrison (1997).

No pacote dlm, a sobreposicao de modelos pode ser feita com a simples aplicagao
do operador 16gico '4+'. A titulo de ilustracao, um modelo polinomial de crescimento
quadratico, com 12 periodos sazonais representados na forma de Fourier, pode ser es-
pecificado a partir do seguinte comando: mod <- dlmModPoly(3) + dlmModTrig(12).
Como nos MDL o comportamento nao-estacionario das observagoes é normalmente
modelado diretamente por uma tendéncia polinomial ou por um componente sazonal,
por exemplo, a correlacao residual nos dados costuma ser descrita por um processo

ARMA. A funcao dimModARMA pode ser usada na especificacao desses processos.

1.5 Modelos com parametros desconhecidos

Até o momento, assumimos que as quadruplas {F;, Gy, Vi, W;} s@o conhecidas. Tal
suposicao foi util para facilitar o entendimento de algumas das propriedades basicas
dos modelos, embora, evidentemente, o conhecimento completo de todos esses ele-
mentos s6 se dé no campo da teoria. Em diversas situacoes praticas, as matrizes F; e
G, sao, de fato, conhecidas (mais precisamente, sao integralmente especificadas), mas
o mesmo nao vale para as matrizes V; e W;.

De agora em diante, sem perda de generalidade, as matrizes do modelo dependem

do vetor de parametros desconhecidos . Diversas formas de lidar com essa questao
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estao descritas na literatura.
Numa abordagem classica, o pesquisador pode estimar o vetor i via maxima
verossimilhanca. Para isso, basta encontrar, algebricamente ou numericamente, os

valores que maximizam a fun¢ao de verossimilhanca

n

L) = p(yr, - yalt) = [ [ p(wal Div, ). (1.13)

t=1

Com base em resultados assintoticos, validos sob certas condicoes de regularidade,
a variancia do estimador de méxima verossimilhanga (EMV) pode ser estimada pelo
inverso da informagao de Fisher, calculada no ponto que maximiza a funcao dada
em (1.13). Nessa abordagem, uma préatica comum ¢é usar os valores estimados de
1) como se fossem constantes conhecidas e entao aplicar as técnicas descritas nas
secoes anteriores. Esse método plug-in, apesar de simples, ignora a incerteza sobre
o vetor ¢ podendo, em ultima instancia, comprometer a qualidade dos intervalos de
credibilidade construidos.

Entre as fragilidades dos EMV no contexto dos MDL, uma tem posi¢ao de des-
taque. Modelos para os quais o vetor 1 tem dimensao grande ou moderada tornam
inviavel o processo de maximizagao. A superficie pode conter diversos maximos locais
ou ser quase plana na regiao que contém seu maximo global. Em ambos os casos,
minimas variagoes nos dados ou nos valores iniciais usados no algoritmo de maxi-
mizagao podem resultar em uma drastica mudanca na estimativa dos valores de .
Apesar das consideracoes feitas, o método é valido e pode ser utilizado facilmente a
partir da fun¢ao dimMLE do pacote dim (Petris, 2010).

Felizmente, existem abordagens bayesianas mais adequadas para lidar com a es-
trutura imposta nos modelos dinamicos. Nesta direcao, em harmonia com o que
prescreve o paradigma Bayesiano, a incerteza em relacao ao vetor 1) é modelada por
uma lei de probabilidade, mais precisamente, por uma distribuicao a priori p(1)).

Assim, para qualquer n > 1, assume-se que

(00,01, -+, 0, Vi, Yo, ) ~ p(00l)p () [ [ (w6 0)p(Bul0p 1, 90).  (1.14)

t=1

Compare a expressao em (1.14) com a Equagao (1.3).
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Dado as observagoes (yi,...,4;), inferéncias sobre o estado 0, para s = 1,...,

podem ser expressas pela equacao

p(6.|D,) = / p(0,1, Do)p(th, D). (1.15)

Em certos modelos, adotando-se prioris conjugadas, as distribuicoes a posteri-
ori dos estados possuem formas fechadas e podem ser obtidas recursivamente via
aplicagao do teorema de Bayes. Por outro lado, em situagoes um pouco mais comple-
xas, tais distribuicoes precisam ser aproximadas por métodos de simulagao estocéstica
MCMC. H4d uma grande distancia entre estes casos, tanto no que diz respeito a técnica
de estimacao, quanto as consequéncias da adocao de cada procedimento. A aborda-
gem recursiva é dita online e serd superficialmente tratada na Subsecao (1.5.1). A

estratégia MCMC, por sua vez, serd discutida na Subsegao (1.5.2).

1.5.1 Procedimentos inferenciais online

Considere o caso recorrente em que as matrizes F; e G; sao conhecidas, enquanto as
variancias V; = V e W, nao o sao. Apresentamos agora uma estratégia recursiva para

lidar com tal situagao.

1.5.1.1 Especificacao das matrizes de covariancia W,

As matrizes de covariancias do sistema - W, - sdo parte da construgao da priori, e
portanto, podem ser especificadas pelo analista. No entanto, a calibragem inadequada
da magnitude de W; pode trazer graves consequéncias ao ajuste. Os valores dessas
matrizes determinam quao estavel é o sistema, e em que medida se da a perda de
informagao, entre os tempos t — 1 e t, sobre seus parametros. De acordo com (1.5),
V(0| Dy—1) = Ry = GiC,1G, + Wy, A quantidade P, = G,C;_1G} representa a
incerteza associada a proje¢ao do sistema em um cenario livre de variagoes estocasticas
no tempo t.

Na abordagem online, a estimacao de W, é normalmente invidavel e a solugao
padrao é especificad-la adequadamente. Justamente com o objetivo de definir um

método para a especificagdo das matrizes de evolugao do sistema, Harrison e Scott
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(1965) propuseram o uso de fatores de desconto - FD. A idéia bésica da técnica ¢ defi-
nir uma estrutura, para cada W;, que depende unicamente de quantidades conhecidas
e do fator de desconto ¢§. Isso é feito diretamente assumindo-se uma taxa constante

de decaimento da informacao. Matematicamente, define-se

1
V(9t|Dt,1) — Rt — SPt

e, consequentemente,

onde 0 < 0 <1 é o fator de desconto.

Teoricamente, § poder assumir qualquer valor no intervalo (0, 1], embora usual-
mente adote-se valores acima de 0.8. Valores muito baixos significam que a informagao
é pouco duradoura e, em consequéncia, o modelo é pouco confiavel. Como exemplo,
um FD de 0.5 implica em W; = P,. Ou seja, a variancia da previsao do sistema é
duas vezes maior do que seria sem a adigao dos erros wy.

A metodologia pode ser generalizada de maneira que um MDL possa ter um fator
de desconto para cada bloco. Considere, novamente, o principio da sobreposicao dos
MDL tratado na Segao (1.4.4). A modelagem em separado dos diversos efeitos do
sistema (nivel, tendéncia, sazonalidade, etc) sugere que a evolugdo dos blocos seja
independente. Ou seja, da mesma forma em que as matrizes GG; sao bloco-diagonal,
seria razoavel que as matrizes W; também o fossem, o que nao acontece quando se
usa somente um FD.

Outro ponto que motiva a especificagao de um fator de desconto para cada bloco
é o fato de que as estabilidades de cada efeito podem ser bem diferentes umas das
outras. H4 na literatura um entendimento de que os componentes sazonais costumam
ser mais estaveis/duradouros que os componentes de tendéncia, por exemplo. Neste
caso, o avaliador tem autonomia para definir, por exemplo, um FD de 0.95 para nivel
e tendéncia e outro de 0.98 para sazonalidade, caso julgue necessario.

Ainda valendo-nos da notacao empregada na construcao de modelos sobrepostos,
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defina

Py = V[Gitez’t’Dt—l],

para ¢ = 1,...,h. Cada P; mede individualmente a informacao sobre o vetor do
sistema do submodelo i. A idéia é, entdao, aplicar a técnica do FD fazendo W;; =
Pi(1 — 0;)/9;. Dessa maneira, a matriz de variancia dos erros de evolugao é definida
como W, = bloco-diagonal(Wy, ..., Wy). O fator de desconto é, entdo, denotado por
d = (01,...,0). Na préatica, pode-se optar por usar somente um FD para descrever
todo o componente sazonal ou um conjunto de varidveis regressoras. Para maiores
detalhes, veja West e Harrison (1997).

Para se ter idéia da simplicidade do método, considere um modelo de dimensao
igual a 12, composto por 2 blocos. No caso de W; descrita por meio de FD, hé apenas
2 parametros a especificar. Ja no caso de W, com todos os parametros desconhecidos,
¢ necessario estimar 12 % 13/2 = 78 parametros.

De acordo com West e Harrison (1997), considerando um MDL polinomial de
segunda ordem, o incremento méaximo no desvio padrao dos erros de previsao a um
passo a frente gerado pelo uso do FD costuma ser menor que 1%. Ou seja, hd uma
perda desprezivel no desempenho preditivo e um forte ganho em simplicidade. Neste
exemplo, usando fator de desconto, trocamos trés estimagoes (wy ¢, wWat € Wigs) POr
uma especificagao (4). Os autores defendem, ainda, que pouco se perde em termos
de capacidade de descri¢ao do fendmeno (West e Harrison, 1997).

Nossa experiéncia no uso de tal técnica nao é assim tao otimista. Normalmente, §
¢ especificado levando-se em consideracao critérios relacionados ao desempenho pre-
ditivo do modelo. Se o interesse da analise for justamente esse, prever, entendemos
que tal abordagem pode ser uma otima estratégia para lidar com as matrizes W;.
Por outro lado, quando se quer avaliar o impacto de certos fatores nas observacoes
Y;, o modelo construido com base nos fatores de desconto pode ser consideravel-
mente menos eficiente no que se refere a capacidade descritiva, quando comparado ao
modelo irrestrito onde W; sao matrizes quaisquer. Particularmente, sugerimos uma
cautela especial quanto a utilizagao dos valores ajustados e retrospectivos referentes

ao componente de tendéncia [3; apresentado na Subsecao (1.4.1).
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Ao longo das inumeras simulagoes feitas neste trabalho de pesquisa, observamos
que as medidas usuais do desempenho preditivo do modelo sao, em certo sentido,
muito frageis. Considere dois modelos polinomiais de ordem 2, com 5 periodos sazo-
nais, definidos identicamente, exceto pelo valor de §. No primeiro 6 = (0.8,0.98) e
no segundo 0 = (0.9,0.9). Uma simples investigacao descritiva torna clara a enorme
distancia entre esses modelos. As curvas de cada parametro do sistema seguem tra-
jetorias e comportamentos bem distintos. Entretanto, as medidas do desempenho
preditivo podem ser facilmente muito parecidas.

Em varias situagoes, West e Harrison (1997) argumentam que os fatores de des-
conto devem refletir a visao do analista quanto a estabilidade do sistema. Ocorre que
nem sempre esse mesmo analista tem uma visao a priori da mencionada estabilidade e
acaba tendo enorme dificuldade em justificar sua escolha. Voltando ao exemplo dado,
como escolher entre os dois modelos citados? Em resumo, acreditamos que a esséncia
do método é muito interessante e sua aplicacao pode ser de fato recomendavel. En-
tretanto, é preciso estar ciente da fragilidade da aplicagao das medidas usuais para
determinar o vetor 4.

Um 1ltimo comentario sobre o uso dos FD se faz necessario. Para previsoes m-
passos a frente, repetidas aplicagoes do fator de desconto d levariam a uma variancia
da forma V(0i1m|Dt) = Ri(m) = G™C,G" /§™. Isso implicaria em um decaimento
exponencial da informacao, contrariando o principio de que a perda de informagao é
aritmética. O mesmo ocorre quando ha na série Y; duas ou mais observacoes faltantes
seguidas. Em ambos os casos, a solugao mais conveniente é adotar, param = 1,.. .,

a variancia condicionalmente constante

V(wt+m|Dt) == Wt(m) == Wt+1'

1.5.1.2 Modelo linear dinamico para V' desconhecido

H&4 uma forma muito elegante de lidar com o caso em que as matrizes V; = V sao
constantes, porém desconhecidas. Como de costume na notacao Bayesiana, denota-
mos por ¢ = V! o parametro de precisao das observacoes. A idéia central é atribuir
uma distribui¢do a priori gama para ¢ escrita como p(¢|Dy) = G(-, -). Fazendo isso,

todas as distribuicoes de interesse possuem forma fechada e a natureza recursiva do
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filtro de Kalman é preservada. Quando uma nova observacao se torna disponivel,
o analista pode atualizar tanto a informacao para o estado, quanto a informacao
para a precisao ¢. As distribui¢bes marginais do sistema sao agora t-Student, em
substituicao a distribuicao normal.

As férmulas de atualizacao, que nao serao replicadas aqui, podem ser encontradas
em West e Harrison (1997). Nelas, o valor desconhecido V' ¢ substituido pela sua
estimativa no tempo ¢, dada por E(¢|D;). De certo modo, pode-se dizer que as van-
tagens dessa estratégia sao consequéencia de sermos capazes de resolver analiticamente

a expressao

p(6,D,) = / p(6r, 8| Dy)d = / p(6u|6, D)p(é|D1)do. (1.16)

Para que fique claro, ressaltamos que a distribuicao a esquerda da igualdade ¢é t-
Student, e as distribuigoes no integrando sao, respectivamente, normal e gama.

Uma analogia pode ser feita com a estatistica cldssica, na qual se constroem
intervalos de confianca, baseados na distribuicao t-Student, para a média de uma
variavel aleatéria normal com variancia desconhecida.

A condicao de variancia constante V; = V' pode nao ser realista. A nocao de fator
de desconto descrita para especificar as matrizes W, também pode ser empregada
para impor uma evolugao temporal para o parametro ¢. A descricao completa dessa

estratégia pode ser encontrada em West e Harrison (1997).

1.5.2 Procedimentos inferenciais offiine

Em situagoes mais complexas, em geral nao é possivel calcular, em forma fechada, a

distribuicao conjunta a posteriori dos parametros ¢ e dos estados latentes, ou seja,

p(¥, 6, ...,0r|Dr). (1.17)

A solucao mais adotada é simular uma amostra dessa distribuicao de interesse e
calcular certas medidas resumo, como média e variancia, a partir da amostra gerada.

Além de resolver a tarefa de filtragem e suavizacgao, cada ponto simulado da posteriori
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pode ser usado para se obter uma observagao da distribuicao a priori dada por

p(9T+17-"76T+m7yT+17'"7yT+m’DT)- (118)

Nesse sentido, o problema se resume em como gerar uma amostra da distribuigao
(1.17). A resposta quase sempre estd relacionada a métodos de simulacao estocéstica
MCMC, em especial, amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings (Geweke e Tanizaki,
2001).

No problema em questao, o método de Metropolis-Hastings com passos de Gibbs
consiste em gerar valores de (1.17), simulando alternadamente das distribuigoes con-
dicionais completas p(u|6y, ..., 01, Dr) e p(o,...,0r|, Dr). Enquanto a primeira
densidade depende do problema especifico em consideracao e pode nao ter forma fe-
chada, a segunda pode ser sempre amostrada pelo método FFBS (do inglés Foward
Filtering Backward Sampling), proposto por Frithwirth-Schnatter (1994) e Carter e
Kohn (1994). Nao descreveremos esse amostrador aqui mas, na Segao 3.2.1.2, apre-
sentaremos, em detalhe, o amostrador CUBS, que representa uma adaptacgao do FFBS
para os modelos dinamicos lineares generalizados descritos no Capitulo 2. Em resumo,

costuma-se empregar o seguinte algoritmo.

1. Inicializacdo: Defina um valor inicial 1) = ¢(©),
2. Parat=1,..., N:

(a) Amostre 65, ...,6% de p(by, . .., 07| Dy, ¢ = 1) usando o FFBS.

(b) Amostre $:© de p(u|Dy, 00 = 0, ..., 0 = 6).

Hé& diversas maneiras de executar o passo (b). O vetor ¢ pode ser amostrado em
um passo unico, elemento por elemento, ou em blocos. Tudo depende dos parametros
que o compoem e de suas respectivas densidades condicionais. Veremos nos proximos
capitulos que nem sempre é facil amostrar diretamente da distribuicao condicio-
nal completa de ¥ (ou de um subvetor ;) e, nesses casos, usar o amostrador de
Metropolis-Hastings pode ser a melhor saida. No R, a funcao dimBSample, em con-

junto com a fungao dlmFilter, executa o passo (a).
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Sao muitas as vantagens da abordagem offline. Entretanto, para atualizar a dis-
tribuicao a posteriori no momento em que uma nova observacao se faz disponivel, é
preciso gerar uma amostra Gibbs totalmente nova, o que pode ser extremamente ine-
ficiente. A depender do caso, o tempo computacional para realizar essa tarefa pode
ser proibitivo.

Métodos de simulacao sequencial Monte Carlo, em especial o filtro de particula,
surgem como alternativa as abordagens online e offiine. Basicamente, tais métodos
permitem o aproveitamento das amostras geradas anteriormente para atualizar a pos-
teriori dada em (1.17). Embora o tema nao tenha sido tratado nesse trabalho de pes-
quisa, nos parece que sua aplicacao pode trazer bons resultados. Como nao poderia
deixar de ser, essa abordagem também tem limitagoes que devem ser consideradas na

comparacao dos métodos.
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Capitulo 2

Modelos Dinamicos Lineares

Generalizados

Os modelos apresentados no Capitulo 1 sao aplicaveis a diversas situagoes praticas.
Ainda assim, ha duas suposicoes um tanto restritivas em sua construcao. A primeira
refere-se ao fato de assumir-se normalidade para a distribuicao das observacoes. Evi-
dentemente, tal suposi¢cao nem sempre é adequada para a andlise de, por exemplo,
dados de proporgoes e contagens, ou dados com comportamento assimétrico. A se-
gunda suposicao diz respeito a forma com que os parametros do sistema se relacionam,
em cada instante, com a média u; da série Y;. Nos MDL assume-se que essa relagao é
caracterizada por uma transformagao linear. Quando sao validas, as duas suposi¢oes
acima referidas implicam em grandes facilidades computacionais e metodoldgicas.
Porém, quando tais suposigoes nao sao validas, ha necessidade de se buscar modelos
mais adequados.

Justamente visando atenuar a mencionada rigidez resultante das suposigoes cita-
das, West et al. (1985) combinaram a abrangéncia dos Modelos Lineares Generalizados
(MLG), introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972), com a natureza dinamica dos
parametros dos Modelos Dinamicos Lineares (MDL) para propor a classe dos Modelos
Dinamicos Lineares Generalizados (MDLG). Essa classe de modelos assume que a dis-
tribuicao de probabilidade da série Y; pertence a familia exponencial, e que o vetor de
parametros do sistema relaciona-se a média de Y; por meio de uma funcao de ligacao.

Nessas condicoes, a série pode ser modelada, a critério do analista, por uma distri-
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buicao Poisson, Gama, Beta, Binomial, Normal, entre outras. Além disso, é possivel
relacionar o preditor linear A, = F}0; a média pu, = E(Y;|\;) via transformagao logito,
probito, complemento log-log, identidade, etc.

Este capitulo esta dividido em duas se¢oes. A primeira delas apresenta formal-
mente os MDLG e descreve seu procedimento inferencial. A segunda secao aborda,

especificamente, o caso em que a distribuicao condicional da série Y; é da familia beta.

2.1 Caso geral

Considere uma série temporal Y; univariada. O modelo dinamico linear generalizado

é caracterizado pelos seguintes componentes.

Equacao da observacgao:

(Yelne) ~ exp{du[t(ye)ne — b(m)] + c(ye, 1)}, t=1,2,... (2.1)

Funcao de ligacao:

9(e) = g(E(Yelne)) = F{0r = A (2.2)
e Equacao do sistema:
O = Giby +wy;  wy ~ (0, W) (2.3)
e Informacao inicial:
(60| Do) ~ (mo, Co), (2.4)

onde b(-), c(-, -) e t(-) sdo funcdes conhecidas, 7, é o parametro natural e ¢, = V;
o parametro de precisao da distribuicao.

Observe que, nessa formulacao, tanto a distribuicao de w; quanto a de 6y sao
especificadas somente por seus momentos, nao se impondo distribuicao alguma para

w; € By. Assume-se que, dado 7, as observacoes Y; sao independentes entre si e dos
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erros de evolucao wy, parat =1,2,.... E assumido, ainda, que os erros de evolucao
também sao a priori independentes entre si.

A estrutura apresentada é parecida com a dos MDL, embora haja, aqui, alguns
elementos adicionais. Da equagao (2.2) vemos que i, 1; e A; se relacionam deter-
ministicamente. Ou seja, o conhecimento de qualquer um deles é suficiente para se
calcular o valor dos outros dois. A fungao de ligacao g( - ) ¢é especificada pelo analista e
define como variacoes do preditor linear interferem na média da série. Por outro lado,
a relacao entre o parametro natural 7; e a média da distribuicao de Y}, i, é determi-
nada diretamente pela distribuicao das observacoes. Usando propriedades da fungao
escore, definida como a primeira derivada do logaritmo da funcao de verossimilhanca,

é possivel provar que

E(Yt!m, ¢t) = b,(77t> = Ut

b// A
V(}/”nta ¢t) = %

Convém destacar que a fungao b(-) é duas vezes diferencidvel, convexa, e pode ser
encontrada escrevendo-se a distribuicao das observacoes na forma da familia expo-
nencial.

Os MDLG sao extremamente flexiveis. Observe que, embora apresentem uma
estrutura aparentemente simples, dependem de mais de vinte componentes, entre
parametros, momentos e fungoes. O tratamento ou entendimento inadequado relativo

a qualquer um deles pode determinar o fracasso do ajuste.

2.1.1 Procedimento inferencial

Nesta se¢ao, assumimos conhecidas as matrizes Fy, Gy, W; e o parametro de precisao
¢¢. Quando ao menos um desses elementos nao é conhecido, técnicas (do tipo online
e offline) filosoficamente iguais as apresentadas no caso normal sdo empregadas (vide
Secoes 1.5.1 e 1.5.2).

O processo inferencial tem o mesmo carater sequencial dos MDL. Porém, alguns
passos adicionais sao necessarios na estimagao dos parametros do modelo. A seguir,

sera descrito, de forma resumida, como funciona esse processo.
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1. Reconhecimento dos momentos a priori de 0; e A\
A distribuicao a posteriori de 6;_; tem vetor de médias m;_; e matriz de co-
variancias Cy_;. Portanto, pela equacao de evolugao (2.3), (64| Di—1) ~ (as, Ry),
onde a; = Gymy—1 e Ry = GiCy,_1G, + W;. Como N\, = F/0;, a distribuigao a

priori do preditor linear é parcialmente especificada por

(Ae|Di—1) ~ (fi, qe), (2.5)

com ft = Ft’at e qr = _F;;RtFt.

2. Especificacdo da priori
Para que se possa calcular a distribuicao preditiva, bem como processar a in-
formacao contida em novos dados, é preciso especificar a forma funcional da pri-
ori de Ay, m; ou py. Convém destacar que essa escolha é arbitréaria, tendo como
Unica restrigao que os momentos de (A;|D;_1) sejam especificados de acordo com
a Equacao (2.5). Como mencionado anteriormente, a relacao deterministica en-
tre a média, o preditor linear e o parametro natural, permite ao analista decidir

a qual deles serd dada uma distribuicao a priori.

West e Harrison (1997) ressaltam que a distribuicao conjugada, na escala de 7,
tem forma fechada conhecida e normalmente é a melhor opcao. Por outro lado,
na situacao em que a distribuicao das observacoes ¢ da familia Beta, da-Silva,
Migon e Correia (2011) mostram que ha vantagens em se definir uma priori nao

conjugada. Ou seja, é util avaliar caso a caso.

Suponha, sem perda de generalidade, que o analista optou por estipular a dis-
tribuicao a priori, definida pelos hiper-parametros r; e s;, diretamente para a
média ;. O proximo passo do ciclo inferencial é, entao, elicitar os valores de 7,
e s; em conformidade com a relacao g(u;) = A\ e com a Equagao (2.5). Isso é

feito resolvendo-se, em 7; e s;, o sistema de equacoes simultaneas

fi= E(g(,ut)’Dt—l) = hl(Tt, St)

@ =V (g(pe)|Di-1) = ha(re, s¢) -
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3. Atualizacao da distribuicao de p;
Uma vez que a observacao Y; torna-se disponivel, é possivel, ainda que nem sem-
pre muito facilmente, estimar os momentos a posteriori de p;, cuja distribuicao

¢ obtida pelo Teorema de Bayes:
Pt Dy @1) o< p(Yel s Di—1s ¢o)p(pue| Di—1) - (2.6)

4. Atualizacao dos momentos de \;
Uma vez estimados os dois primeiros momentos de (p;|D;), faz-se o caminho
inverso para obter os momentos correspondentes, f; e ¢;, da posteriori de A;.

Ou seja, resolve-se o sistema de equacoes

E(\|Dy) = fi = E(g(pe)| Dy)

V(M| Dy) = qf = V(g(pe)|Dy) -

5. Atualizacao dos momentos de 0,
A solucao, muito elegante, proposta pelos autores dos MDLG para calcular os
momentos (m;, Cy) baseia-se no uso do estimador conhecido como Linear Bayes.

Sendo a distribuigao a priori conjunta de (A, 6;) parcialmente especificada por

A F/R
' Dt—l ~ ft ’ & e )
0, at R Fy Ry

a estimacao dos momentos de (6|, D;—1) via linear Bayes, resulta em

E(Qtl)\t, Dy1) = a;+ RiFy (A — fi) /a5
V(Qtl)\t, .Dt_1> = Rt — RtFtFt/Rt/qt .

Vale observar que as equacoes obtidas funcionam como uma regressao linear de
0; em )\;. Em outras palavras, a esperanca de (6;|\;) é igual a média a priori
de 6;, a;, corrigida linearmente em funcao da distancia de Mahalanobis entre
A¢ e sua média f;. Além disso, o peso de \; na esperanca condicional de 6; é

determinado unicamente pela covariancia entre estes dois vetores, como deveria

49



ser. O estimador apresenta algumas propriedades 6timas. O leitor interessado

pode consultar West e Harrison (1997) para maiores detalhes.

Finalmente, pelo teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori de 6; é obtida

pela relacao
p(9t|Dt) = /P(9t|/\t7Dt—1)P()\t|Dt)d>\t .

Via de regra, p(6:|D;) nao tem forma fechada conhecida, mas seus momentos

sao estimados por

my = E(6,|D,)
= E[E(0:/ A, Di1)| Di]
=a; + Re By (ff — o) /a5 (2.7)
C, =V (6,|Dy)
= VIE(0i| M, Di—1)| D] + E[V (64| A\, Dy—1)|Dy]
=Ry — R ) R(1 — g7 /q1)/ ar - (2.8)

E importante citar que \; faz a ponte entre as observacoes Y; e o sistema, descrito
pelo vetor ;. O fluxo da andlise sequencial do MLDG esta representado na Figura

2.1.

Evolugao

o (01| D) 6,/ D) 0.D,) ...

ﬂ ﬂ

Atualizacao
(M| D) =222 (0| Dy)

Figura 2.1: Anadlise sequencial do modelo linear generalizado dinamico
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2.2 Modelo dinamico Beta

Nesta segao, apresenta-se a metodologia proposta por da-Silva et al. (2011) para a
modelagem de séries temporais definidas no intervalo (0,1). Dados com essa ca-
racteristica surgem em inumeras aplicagoes e areas do conhecimento e, em geral,
representam proporcoes, probabilidades e taxas. Pense, por exemplo, na modelagem
longitudinal da porcentagem 1) de voos atrasados em um dado aeroporto, 2) da area
de plantio destinada a produgao de soja ou 3) de carros importados, entre aqueles
comercializados no periodo.

Os autores abordam as estratégias associadas ao processo de estimacao num con-
texto em que a distribuicao das observagoes, considerando o modelo apresentado na
Secao 2.1, pertence, especificamente, a familia Beta. Essa familia de distribuicoes,
com suporte no segmento (0,1), é bastante flexivel e assume diversas formas para
diferentes valores dos parametros.

Considerando a parametrizagao proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), na
qual a média é o proprio parametro canonico da distribuicao, o modelo é definido

pelos seguintes componentes:

e Equacao da observacgao:

P(ytfﬂt, ¢) = F((but)ly((j()l — ,ut))yébutfl(l . yt)d)(l*’”)*l

e Distribuicoes a priori:

(| Dy—1) ~ Beta(ry, s;) e ¢ ~ Gama(a, )

e Funcgao de ligagao: logito

A = Fl0, = log (1 Mtu )
- Mt

e Equacao do sistema:

0y = Gib_1 + w5 we ~ (0, W)
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e Informacgao inicial:

(00| Do) ~ (mo, Co)

Observe que nao foi adotada uma priori conjugada, ou seja, a distribuicao a pos-
teriori de p; nao é da familia Beta. Outro ponto importante a se notar é a escolha da
funcao de ligagao. A funcao logito é, provavelmente, a mais utilizada nesse tipo de
situacao. Tal transformacao garante que, para qualquer que seja o valor do preditor
linear, a estimativa de pu; esteja dentro do espago paramétrico. Outras fungoes po-
dem ser adotadas sem que sejam adicionadas ao problema dificuldades significativas
de natureza metodolégica ou computacional. Por fim, ressaltamos que embora o mo-
delo proposto, e seu respectivo procedimento de estimacao, atribua uma priori Gama
para ¢, optamos por abordar o caso em que este parametro é conhecido. A decisao
se justifica pela facilidade de comunicagao do modelo dinamico Beta com o modelo
dinamico Dirichlet apresentado no Capitulo 3. Enquanto da-Silva et al. (2011) esti-
mam recursivamente o parametro ¢, nés adotamos a abordagem de estimacao offline

via MCMC.

2.2.1 Procedimento inferencial

Baseado no modelo apresentado e na sequéncia de procedimentos na estimacao dos
parametros do modelo descritos na Secao 2.1, e, novamente, assumindo conhecidas as
matrizes Fy, Gy, W; e o parametro de precisao ¢;, obtém-se a seguinte sequéncia de

passos:

1. Reconhecimento dos momentos a priori de 0; e A\

(9t|Dt_17(b> ~ (at’Rt) e (/\t|Dt—17¢> ~ (ft7Qt)7 onde:
ar = Gmy_1, R, = GtctflG:: + Wy fi= Ftlat € = Ft/RtFt-
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2. Obtengao dos parametros da priori de i

da-Silva, Migon e Correia (2011) provam que

EMDr1, ) = E [log (1 ‘_’Jtﬂt) Dy, <z>] — () — s =

VOuIDio1,0) =V flog (12} 1Ds, 6] = 00 + (60 = a1

onde ¥(z) = FFI((ZZ)) e Y'(z) sdo, respectivamente, as conhecidas fungoes digamma

e trigamma. E sabido que tais funcoes podem ser aproximadas, via expansoes
de Taylor de ordem 1 por, respectivamente, 1(z) ~ log(z) e '(z) =~ 1/z. As
aproximacoes usualmente sao satisfatérias. Adotando tais aproximacoes obtém-

se

Resolvendo o sistema para r; e s;, chega-se as seguintes relacoes:

L+ ep(—f)

St
qt
- 1 + eXp(ft)
TR —————————.
qt

Vale destacar que se for escolhida outra fungao de ligacao, é possivel encontrar

re € s; via expansao de Taylor para a funcao f(\;) = g~ ().

3. Atualizagcao dos parametros de ji

A distribuicao a posteriori de u; é obtida pelo Teorema de Bayes,

p(pe| Dy, @) o< p(ye|pte, Dy—1, @)p(pte| De—1)

F(¢) e —1 1—pe)—1
X Tt w
x§%§%%¢*%r—mw*.

Como p(u| Dy, ¢) nao tem forma fechada conhecida, é preciso calcular os mo-
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mentos de primeira e segunda ordem, fi; e V,, de forma aproximada. da-Silva,
Migon e Correia (2011) recomendam o uso do método de quadratura de Gauss-

Legendre (Lange, 1999).

. Atualizacao dos parametros de \;

Queremos, neste momento, obter os parametros f; e ¢; satisfazendo

E(M\| Dy, ) = E(g(p:)| Dy, ¢) = f7
V(M| Dy, ¢) = V(g(pe)| Dy, @) = q;

Pela funcao de ligacao,

exp(A)
T = 1+ exp(\)

+ (A — )

Mt = (2.9)

~ eXp(ft)
1 +exp(f;)

eXP(ft*)
[T+ exp(f;)]?

A Equagdo (3.3) representa a expansao de g~ (\;) em série de Taylor de primeira

ordem ao redor de f;. Dai segue que

_ exp(Ae) ~ eXp(ft ) ~
E(u|Dy, ¢) = E (HTP(M |Dt,¢) Trexp(sy) M (2.10a)
A t )
V(w|Dy ¢) =V (%(p(lt) |Dt,¢> ( 1j>;ipfft ) —V,. (2.10b)

Resolvendo em f;* e ¢f as Equagoes (2.10), obtém-se:

* ﬂt
=lo —
ft g(l—,ut)

-]
RS FEyD

. Atualizacao dos parametros de 0,

Neste momento ja se tem todas as informagoes necessarias para completar o

ciclo de atualizagdo. Basta computar, usando-se as Equagoes (2.7) e (2.8), os
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momentos m; e C; dados por

my = ar + Ry () — fi) /e ;
Cy =R, — RtFtFt,Rt(l - qz(/qt)/Qt .

A atualizacao dos parametros do sistema, descrita na sequéncia de passos apre-
sentada acima, viabiliza o processo de previsao. A distribuigao preditiva um passo a

frente é dada por

1
p(yt|Dt—la¢) :/ p(ytllutaDt—17¢)p(ut|Dt—1)d/~Lta
0

que nao pode, em geral, ser calculada analiticamente. Todavia, seus primeiros mo-

mentos sao conhecidos,

Ty
)
T + S¢

V(Y| Di—1, ¢) = E[V(Yi|pes Div, )] + VIE(Ye| e Dy, 6)]

= Bl(ue = 1)/ (1 + 0)|Dy-1, 6] + V| D1, 9]
1

E(}/”Dt—l)qs) - E[E(m“Lth—laQS)] =

T Tt Orise
- 1+¢ L"t—l—st (1_ rt—l—st> + (re +8¢)%(ry +s:+1) |

Tais momentos sao extremamente teis para a comparacao do desempenho pre-
ditivo de modelos candidatos. Além disso, eles permitem o monitoramento da ade-
quabilidade do modelo ao longo do tempo, identificando mudancas significativas no
cenario que nao tenham sido antecipadas por especialistas.

Naturalmente, em aplicacoes praticas, os elementos F}, G;, W; e ¢;, em especial os
dois tltimos, nao sao conhecidos. Para lidar com eles, da-Silva et al. (2011) propoem
uma abordagem online, recursiva. Neste caso, as matrizes W; sao especificadas via
fator de desconto em blocos, discutidos na Subsecao (1.5.1). ¢y, por sua vez, é tra-
tado como um parametro desconhecido com distribui¢ao a priori Gama(a, ). Em
consequéncia, a atualizacao da distribuicao de u; envolve a marginalizacao da distri-
buigao conjunta (ju, ¢¢|D;). Em outras palavras, é preciso integrar, numericamente,

esta distribuicao em relacao a ¢;. O mesmo ocorre quanto a distribuicao preditiva.
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Capitulo 3

Modelo dinamico Dirichlet

No Capitulo 2, discutimos modelos para andlise de séries temporais univariadas res-
tritas ao intervalo (0, 1), em que os dados observados referem-se a taxas, proporgoes
ou porcentagens. Em estatistica, tais situagoes surgem naturalmente em fenémenos
em que se deseja monitorar a proporcao da ocorréncia de uma dada categoria de res-
posta. Por exemplo, a proporcao de adultos que estao empregados em uma populagao
ou a proporcao do orcamento estadual destinado a area da sauide. Nesse caso, a série
temporal observada é univariada.

Voltamos agora nossa atencao a situacoes em que k categorias de resposta sao
possiveis. No caso das taxas de desemprego, as seguintes categorias: empregado na
iniciativa privada, empregado no setor publico, desempregado e outros. No caso da
particao do orcamento estadual, as seguintes categorias: satude, educagao, seguranca,
transporte e outros. Esses exemplos tratam de um problema multivariado onde o
resultado observado, a cada tempo, é um vetor de propor¢oes (dados composicionais)
e nao mais um escalar.

Apresentamos, neste capitulo, o Modelo Dinamico Dirichlet (MDD), represen-
tando uma contribuicao inédita para descrever séries temporais multivariadas expres-
sas em termos de dados composicionais. O modelo em questao foi formulado de
acordo com a classe dos Modelos Dinamicos Lineares Generalizados, o que confere
ganhos quanto a flexibilidade na incorporacao de efeitos importantes no estudo de
alguns fenémenos quando comparado ao modelo desenvolvido por Grunwald et al.

(1993). Além disso, o MDD foi implementado de modo a permitir a estimacao de
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todos os parametros desconhecidos do modelo em um paradigma genuinamente Baye-
siano. Este trabalho representa uma extensao ao modelo desenvolvido por da-Silva

et al. (2011).

3.1 Modelo Dinamico Dirichlet - Parametros co-
nhecidos

Seja Y;, t =1,2,..., uma série temporal k-variada de dados composicionais, o Modelo

Dinamico Dirichlet é definido pela seguinte estrutura probabilistica:

e Equacao das observacoes:

(Y;f|ﬂt7 ¢) ~ DiriChlet<Mlt¢a ,u2t¢> ce a,ukt¢) ) isto ¢é:

k
I .
p(yt‘,uta ¢) = A Hyitd’“” ! , onde:

T D(opar)

k—1 k—1
e =1=Y i, e =1=Y i 0 <y pa<1 Vi;

i=1 i=1

¢>0 e = (M-, [-11)-
e Distribuicao a priori:
(1| Di—1) ~ LNg—1(n¢, Z¢)
e Funcao de ligagao: logito aditiva

/
A\ = F/0; = {log (@> ,...,log <'uk_1’t)]
Mt Hoket

e Equacao de evolugao do sistema:

0, = Gib_1 +w 5 we ~ (0, W)
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e Informacgao inicial:

(00| Do) ~ (mo, Co)

Denota-se por LNy_1(n;, ;) a distribuigdo Logistica-normal parametrizada por 7; e
pI

Neste trabalho, ao parametro de precisao ¢ nao permitimos dinamica, sendo esse
um topico para trabalhos futuros. Observe que, para viabilizar o uso do estimador
linear bayes na atualizagao de 0y, as distribui¢oes de (6y|Do) e wy, para t = 0,...,
foram especificadas apenas parcialmente por seus momentos.

Como ja mencionado, o modelo acima é uma generalizagao do Modelo Dinamico
Beta apresentado na Secao 2.2. Uma diferenca importante estd na distribuicao a
priori de u;. Enquanto 14 se adotou a distribuicao Beta, aqui a priori de pu; é de-
finida por uma distribuicao Logistica-normal. Equivalentemente, pode-se dizer que
aqui foi adotada uma priori Normal, na escala do preditor linear \;, como sera visto
adiante. Nas diversas simulacoes feitas ao longo deste trabalho de pesquisa, os ajus-
tes sempre se mostraram muito parecidos, qualquer que fosse a priori utilizada, quer
seja Logistica-normal ou Beta. A razao pela qual isto acontece estd, justamente, na
grande flexibilidade destas duas distribuicoes. A titulo de exemplo, no caso especifico
da distribui¢ao Beta, um par (n;, %;) adequadamente escolhido como parametro da
distribuicao Logistica-normal, tornara as duas densidades parecidas.

Antes de seguirmos aos procedimentos de estimacgao dos parametros, vale elencar
algumas propriedades das distribuigoes envolvidas.

A distribuicao das observagoes, Dirichlet, é a generalizacao multivariada da dis-
tribuicao Beta. A primeira distribuicao é conjugada a distribuicao Multinomial e
tem suporte definido no (k — 1)-simplex aberto padrao. Formalmente, o conjunto de
pontos em que a fungao de densidade é diferente de zero é expresso por

k—1

Apr={(n, - 1) €RFD Dyi < ey > 0,Vi).

i=1
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Utilizando essa parametrizacao, os momentos da distribuicao Dirichlet sao dados por:

Eyelpe, @) = pe = (pae, - - ,,Ltkﬂ,t)/

1

V(yelpe, 9) = m[diag(ﬂt) - Mtﬂg] (3.1)

De todas as propriedades dessa familia de distribuicoes, a estrutura da matriz
de covariancias é que melhor justifica a nossa proposta de modelo dinamico Dirich-
let. Se a média é conhecida, ou especificada, s6 resta ¢ como parametro livre. Tal
simplicidade é extremamente 1itil, uma vez que ¢ pode ser estimado facilmente via si-
mulacao estocastica MCMC. Mais adiante serao dados maiores esclarecimentos sobre
beneficios dessa estrutura simples da Equagao (3.1).

Adotamos como priori de iy, a distribui¢ao Logistica-normal (Aitchison e Shen,
1980). Também definida no simplex, essa distribuigao atende a todas as condigoes
necessarias para completar o ciclo inferencial de atualiza¢oes do modelo apresentado.

Sendo (p|Dy—1) ~ LNg_1(n, 2¢), sua densidade é dada por:
1\ k172 s 1 1 .
poelD) = (52) I (e e | <5 e .
@ i=1 Mit
onde u; pertence ao conjunto dado por

k—1
{<:u1t7 B 7,uk—1,t) € ]Rk_l |Zlult <le Wit > O,VZ} €
=1

2 = alz(uy) = {log (&) ,...,log (M)} = (2165 oy Zh-11)'s
Mkt Mkt

onde j1; € Ag_1 e alz(-) descreve a transformacao de Aj_; em R*"!, representando,
também, a funcao de ligacao multivariada usada em nosso modelo. E importante
salientar que i nao é um parametro livre, e pode ser escrito deterministicamente
como funcao de (¢, - - ., fh—1.t)-

Nesses termos, ¢é facil mostrar que o vetor aleatério Z; tem distribuicao Ny_1(n:, X¢).
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3.1.1 Procedimento inferencial online

As etapas do processo de estimacao online dos parametros do sistema sao basicamente

as mesmas do MDLG e estao detalhadas a seguir.

1. Obtencdao dos momentos a priori de 6, e A\
Como de costume, temos as seguintes distribui¢oes a priori parcialmente espe-

cificadas por (6¢[Di—1,¢) ~ (ar, B) e (M|Di—1,8) ~ (fi, @), onde:

ap=Gmy_1, R, = GtCt—lG; + Wy, fi = Ft/at e Q= Ft/RtFt-

2. Elicitagcao dos parametros da priori de i

Combinando os resultados ja apresentados, é possivel estabelecer facilmente que

fi = E(/\t|Dt—1;¢) = E(aIZ(MtNDt—l, ¢) = E(Zt|Dt—17 ¢) =Tt
Qi = V()\t|Dt717 ¢) = V(alz(ut)lthh ¢) = V(Zt’thla ¢) =2 .

As igualdades acima evidenciam que os momentos da priori de \; sao rigorosa-
mente iguais aos parametros, mas nao aos momentos, da priori de ;. Esse resul-
tado, inicialmente surpreendente, mas agora 6bvio, torna extremamente simples
a execucao desta etapa da elicitacao da priori de p;. Recorde que, mesmo no
caso univariado, modelo Beta da Secao 2.2, esta etapa nao era simples, sendo
necessario utilizar propriedades da familia exponencial, ou expansao em série
de Taylor, para resolver o sistema e determinar os parametros r; e s; da priori
Beta. Adotando-se uma priori Logistica-normal, tem-se um resultado exato e
imediato, ndo sendo necessério o uso de aproximagoes do tipo 1(z) ~ log(z) e

Y'(2) = 1/z que, a depender dos valores de r; e s;, podem nao ser inadequadas.

3. Atualizacao dos parametros de ji;

A distribuicao a posteriori de y; é obtida pelo Teorema de Bayes,

p(pe| Dy, @) o< p(yel e, Di—1, @)p(pae| Di—1). (3.2)

Precisamos obter os momentos de (u;|Dy, ¢) de modo a atualizar, posterior-
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mente, os momentos de (A| Dy, ¢). Como tal posteriori ndo tem forma fechada,
seus momentos de primeira e segunda ordem, ji; e V,, devem ser calculados
numericamente. Para tanto, sugerimos um procedimento composto por duas
etapas.

Etapa 1. A regiao de integragao é definida pelo (k — 1)-simplex aberto, ou
seja, pelo conjunto Ay = {(p1,. .., ue_1) € RFY 2?2—11 i < lep; > 0,Vi}.
E possivel, e til, fazer uma mudancga de coordenadas a fim de transformar a
regido de integragao em um hipercubo unitario (0,1)*~!, formalmente escrito
como Q1 = {(21,...,23_1) ER*1|0<my,...,7,_1 < 1}. Adotamos, entdo,

a seguinte transformacao:

S i, para i=1

i) Y5 py, para 2<i<k—1,

Tr; =

cujo jacobiano tem moédulo dado por

k—2
J = (1 — x‘i)kilii.

N
[|
I\

No R, a referida transformacao esta implementada na funcao p_to_e, enquanto o
jacobiano pode facilmente ser calculado usando a funcao Jacobian. Vale destacar

que essas duas fungoes sdo do pacote hyperdirichlet (Hankin, 2010).

Etapa 2. Agora, com as variaveis ja transformadas, podemos proceder a inte-
gracao no hipercubo usando a técnica de integracao multidimensional adapta-
tiva, também conhecida como cubatura. Tal método é, por vezes, referenciado
como a generalizacao, para o contexto multivariado, do método da quadratura.
A funcao adaptintegrate, do pacote cubature (Johnson e Narasimhan, 2009), é

muito atrativa por permitir o calculo da integral de vetores.

Para completar a tarefa de estimacao de ji; e V;, precisamos calcular um con-
junto de integrais: uma delas para encontrar a constante de normalizacao da
posteriori de s, kK — 1 integrais para calcular as médias das coordenadas de pi,

e k(k — 1)/2 para calcular os momentos E(u;p;|Dy), 4,5 = 1,...,k —1. En-
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tretanto, utilizando-se a funcao adaptintegrate, todas essas integrais sao com-
putadas calculando-se uma tnica vez os valores da fungao dada em (3.2). Essa
ferramenta torna bastante eficiente o processo de integracao. De qualquer forma,
a magnitude do problema, mensurado pela quantidade de pontos a serem calcu-
lados para que se tenha uma dada precisao, cresce exponencialmente em funcao

do numero k de categorias possiveis para Y;.

E sabido que o R nao é um software especialmente rapido. Uma possibilidade
interessante para diminuir o tempo computacional seria realizar este calculo
em linguagem C) de dentro do programa R. Para que se tenha idéia, em um
computador doméstico regular, a integracao leva aproximadamente 0, 1, 5 e 30
segundos para os casos k = 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Para o caso univari-
ado, correspondente ao modelo Beta, adotamos o mesmo método de integracao,

porém utilizando a funcao integrate.

. Atualizacao dos parametros de A\
Nesta etapa o nosso foco estd na obtengao dos parametros f; e ; satisfazendo

a

E(N|Dy, ¢) = E(alz(p)| Dy, @) = [
V(M| Dy, @) = V(alz(p)| Dy, ¢) = Q5 -

Observando que, pela funcao de ligacao,

pe = alz t(\) = (ot (3.3)

1
L4 3o ehe

é possivel encontrar, de maneira aproximada, os parametros a posteriori de \;
expandindo em série de Taylor de primeira ordem, em torno de f;, a funcao

alz=1(\;). Assim, temos:

alz™' (\) ~ alz ™ (ff) + [alz” (£)](\ = f7), (3-4)
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onde o simbolo 7 denota o gradiente da funcao, que, nesse caso, é dado por:

v = vl ()] = [diag(s) + diag(81's-158) — BB7T.  (3.5)

(1 + ﬂ'lk_1)2

O vetor coluna § = (Bi,...,Be_1) = (efit, ... eli-14) é usado aqui somente
para simplificar a notagao. O termo 1;_; representa o vetor coluna de dimensao
k—1, tal que todas as suas entradas sao iguais a 1. Portanto, temos as equagoes

que relacionam os momentos a posteriori de i e Ay

fit = E(u|Dy) = E(alz™ ' (\)|Dy)
E(alz ' (f) + (A — f7)|Dy)
E(alz” ' (f7)|Dy) + E(7 (X — [1)|Dy)

- alz-1<f:> ; (3.6)

~ V(alz_l(ft*) + 7 (A = f)|Dy)
=V (MDY

=V V. (3.7)

Finalmente, resolvendo as Equagoes 3.6 e 3.7 em funcao de f; e ()}, tem-se que
fr=alz(ju) e QF = 7 'Vyy ', A distribuicio a posteriori de ); é aproximada

por:
(Ae|Dy) ~ (alz(fi), Vﬁlf/tvil)-

Para o modelo dinamico Beta, da-Silva, Migon e Correia (2011) avaliam a qua-
lidade da aproximacao baseada na expansao em série de Taylor. A partir da
comparac¢ao entre as expansoes de primeira e segunda ordem, eles concluem que
o ganho da inclusao do termo quadratico nao ¢é significativo para um grande
leque de aplicacoes. No contexto multivariado, a inclusao do segundo termo

complicaria demasiadamente a atualizacao de \;.
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5. Atualizacao dos parametros de 0,
A exemplo do caso univariado, para a atualizacao dos momentos de 6;, recorre-
mos ao método de estimacao via Linear Bayes. A distribuicao a priori conjunta

de (M, 0;) é parcialmente especificada por

(At ) {(ﬁ) (c% HRj
Dy | ~ ;
0 at R/ F} R

Por outro lado, a distribuicao conjunta a posteriori pode ser escrita convenien-

temente como mostra a Equagao (3.8).

P(Ae, 0u D) = p(Ae, 04| D1 )p(Ye| M) /p(Yi| Dia)
= [p(0e| A, De1)p(Ae| Die—1)]p(Ye M) /p(Ye| Di—1)
= p(0u Ae; Dee1) [p(Ae| De—1)p(Ye | Ar) /p(Yi| Dy1))]
= p(0:|Ae, Di—1)p(Ae] Dy). (3.8)

A combinacao de tais estruturas, juntamente com as propriedades de esperanca
e variancia condicionais, nos permite passar adiante a informagao contida em
Yy aos parametros do sistema. Os momentos a posteriori de (6| D;), m; e Cy,

podem ser estimados via linear bayes, por:

my = E(0,|D;) = E[E(6:|\e, Di-1)| Dy
~ E[E(6:|\i, Dy_1)| D]
= Ela; + R FQ; (A — fi)| DY)
= a; + R Q7 () — fo),

C, =V (6,|D,) = V[E(8,| A, Dy_1)|Di] + E[V (8| A, Di_1)| D]
~ V]a; + RF,Q; ' (N — f,)|Di] + E[R, — R.F,Q; ' F{R,|D;]
= VIR F,Q; " \| D] + Ry — RiF,Q; ' F/ R,
=R, — REQ I - QiQ; ' F{R,.

64



A sequéncia de passos envolvida no procedimento inferencial online, acima des-
crita, viabiliza nao somente o processamento de novos dados, como também o processo

de previsao. A distribuicao preditiva um passo a frente é dada por

p(yt|Dt—1a¢) = /Ap(thuDt—1,¢)p(ﬂt|Dt—1)dut,

e nao pode ser calculada analiticamente. Vale lembrar que a regiao de integracao,
denotada por Ag_;, consiste no (k — 1)-simplex aberto padrao. O procedimento de
integracao em duas etapas, usado na atualizacao dos parametros de pu;, pode ser
empregado na integracao numérica da distribuicao preditiva.

Como subproduto deste trabalho de pesquisa, implementamos, embora ainda nao
seja de dominio publico, uma rotina em R capaz de executar toda a sequéncia de
calculos citados no processo de filtragem do MDD. Batizada de mddFilter, a funcao
desempenha, para os modelos dinamicos Dirichlet, o mesmo papel da fungao dimFilter
em relacao aos MLD. Ambas foram construidas a partir de uma mesma estratégia,
embora algumas diferencgas precisam ser citadas:

e A rotina mddFilter pode ser usada tanto quando W é conhecida, quanto na
situacao em que esta é especificada via fatores de desconto em blocos. Neste tltimo
caso, é preciso incluir entre os inputs da funcado um vetor contendo os fatores de
desconto ¢ e um vetor, de mesmo tamanho, com a dimensao de cada bloco do sistema.
Como exemplo, para um modelo polinomial de ordem 3 e 5 periodos sazonais, com
fatores de desconto de 0.9 e 0.95, respectivamente, entre os inputs da funcao estariam
os objetos disc = ¢(0.9, 0.95) e dim.disc = c(3, 4). Quando tais objetos sao
omitidos, a funcao busca a matriz W no objeto mod$w.

e Outra importante diferenca estd na forma de lidar com o parametro ¢. Este
deve ser armazenado fora do objeto mod. Por esse motivo, o objeto mod$V, caso esteja
definido, é ignorado no processo de filtragem.

e O usudrio pode, se desejar, mudar o erro maximo do processo de integracao.
Esse valor é internamente passado adiante para a funcao adaptintegrate. O default é
0.01. A fungao é bem robusta e trata, adequadamente, as observagoes faltantes (mas
nao as incompletas) com o procedimento descrito na subsegao (1.3.1). Os objetos

retornados sao os mesmos da funcao dimFilter, além dos inputs utilizados e das
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matrizes W; (também na forma decomposta em valores singulares), caso tenha sido
usada a abordagem via fatores de desconto.

e As férmulas de suavizagao da Subsecao 1.3.2 s@o aplicaveis ao MDD. A fungao
dlmSmooth, apesar de funcionar perfeitamente quando W é conhecida, nao foi cons-
truida para o caso em que o processo de filtragem envolve a especificacao via FD.
Para contornar o problema, a partir de uma pequena adaptagao, construimos a fungao
mddSmooth capaz de lidar adequadamente com ambas as situacoes.

e As especificagoes das matrizes I} e Gy seguem os mesmos principios do caso nor-
mal, embora estejam sujeitas a certas particularidades. Os exemplos apresentados no
Capitulo 4 exploram, com mais detalhes, o assunto. No caso multivariado, o produto
de Kronecker costuma ser bastante util na representacao compacta das matrizes em
questao.

O modelo de Grunwald et al. (1993) é menos flexivel do que o proposto neste

trabalho pois:

(1) E baseado em uma priori do tipo “power steady” (Smith, 1979), cuja carac-
teristica principal é que a moda de (M| D;—1) é a mesma de (A\;—_1|D;_1), porém,

com maior dispersao;

(2) No processo inferencial, utiliza-se tanto os métodos Bayesianos quanto os métodos

classicos, o que é um tanto desconcertante;

(3) A descrigao dos efeitos nos parametros do processo latente 6,, tais como tendéncia,
crescimento, sazonalidade e inclusao de covaridaveis é bastante complicado, con-
trariamente as inimeras possibilidades disponiveis mediante as especificacoes

das matrizes F e G.

3.2 Modelo dinamico Dirichlet - Parametros des-
conhecidos

Na Segao 3.1 apresentamos uma nova classe de modelos para dados composicionais,
detalhando a metodologia de estimacao recursiva, no caso dos componentes F}, G;, W

e ¢ serem todos conhecidos. Frequentemente, as matrizes F; e (G; sao determinadas
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integralmente, sé restando W e ¢ na especificacado do modelo. Neste caso, uma
possibilidade pratica, ainda que por vezes um tanto imprecisa, é especificar W via
fator de descontos e escolher ¢ de modo a otimizar, sob algum critério, o desempenho
preditivo observado do modelo. Isto é, calcula-se o vetor (g, 5) que, de certo modo,
melhor descreve o comportamento passado da série histérica. Esses valores, entao,
determinam W e ¢, que passam a ser tratados como quantidades conhecidas, o que
viabiliza a aplicacao do procedimento inferencial descrito. E preciso ter em mente que
a incerteza relativa a esses elementos nao é devidamente considerada. Além disso,
como tal determinacao de 0 e ¢ é feita “ad-hoc”, a adogao de um processo paralelo de
controle, baseado nos erros de previsao, é titil na deteccao de uma possivel deterioracao
do desempenho preditivo do modelo.

Por mais simplista que possa parecer, a estratégia descrita no paragrafo anterior se
mostrou muitas vezes razoavel para a previsao, filtragem e suavizagao. Percebemos,
em diversos casos simulados, que ao se fixar um valor 5 nao muito proximo ao valor
real de ¢, a perda de qualidade das predigdes nao foi aprecidvel.

Nesta se¢ao, introduzimos um modelo dinamico Dirichlet diferente, em certos
aspectos, do apresentado anteriormente. A nova formulacao tem por objetivo viabi-
lizar a abordagem de estimagao offline via simulacao estocastica MCMC, aplicavel
a situagoes mais complexas e abrangentes. Sugerimos a releitura da Subsegao 1.5.2
que, embora seja aplicavel aos modelos normais, guarda bastante similaridade com o
caso geral. Uma vez exposta a nova formulacao do modelo, discutiremos como gerar
amostras da posteriori e, a partir delas, simular valores da distribuicao preditiva. A
simulagao relativa a cada um dos elementos integrantes do modelo dinamico também
sera apresentada.

Seja Yy, t =1,...,T, uma série temporal k-variada, o modelo dinamico Dirichlet

usado na abordagem offline é definido, parat =1,...,T, pelas seguintes equagoes:
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e Equacao das observacoes:

(3/;f|:ut7 ¢) ~ DiriChlet<N1t¢; ,u2t¢7 cee 7,ukt¢)7 (39&)
k—1 k—1

onde: e =1-— Z,uit; Yt = 1 — Zyit; (3.9b)
=1 i=1

0< Yity Kt <1 VZ, ¢ >0 e Ht = (,ulh s a:uk—l,t)-

e Funcao de ligagao: logito aditiva

/
N = Fl0, = {log (&> ,oo o, log ('uk_l’t>] (3.9¢)
Fokt Hokt

e Equacao de evolugao do sistema:

Ht = GtQt,l -+ wy 3 Wt ~ N(O, Wt) (39d)

e Distribuicao a priori:

(©,¢) ~p(O,¢), (3.9¢)

onde: © = (0y,...,0r) e 1) é o vetor contendo as demais quantidades desconhe-

cidas do modelo.

Do ponto de vista tedrico e operacional, a estrutura do modelo dinamico Dirichelt
(offltine), representado pelas Equagoes (3.9), apresenta diferengas substanciais em
relacio ao MDD (online), dado na Secao 3.1. Enquanto no segundo a elicitagao
da priori é feita a cada tempo, a medida que as observacoes y; sao sequencialmente
processadas, no primeiro ¢ preciso atribuir uma distribui¢ao a priori conjunta para
todos os parametros desconhecidos, (©, ), independente dos valores y;.

O vetor ¢ pode assumir diferentes formatos, a depender do modelo em consi-
deragdo. O caso mais tipico possivelmente sendo aquele em que ¢ = (W, ¢, 6)).
Dessa forma, a distribuigdo a priori dada na Equagao (3.9e) precisa ser especificada
respeitando-se as particularidades do fenomeno estudado e a estrutura imposta ao mo-

delo. A Subsecao 3.2.1 discute, em detalhes, como definir esta priori e como amostrar
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da distribuicao a posteriori expressa por

p(¥, ©|Dr) o< p(Dr|©,¢)p(6, ).

Outra diferenca significativa entre os modelos diz respeito a distribui¢ao dos erros
do sistema (w;). Na abordagem recursiva, essas distribuigdes foram especificadas
apenas parcialmente. Por outro lado, no MDD offline, assumimos normalidade para

wg. Note que, equivalentemente, assumimos, para t =1,...,7T,
(04011, W) ~ N(Gfy—1, W).
Dessa forma, se a distribuigao a priori dada na Equacao (3.9¢) for definida como

p(©,v) = [p(©[6o, W) p(bo)] p(W, 9), (3.10)

a suposi¢ao de normalidade para a priori de 6y, isto é 0y ~ N(mg,Cy), é suficiente
para que g = alz ' (Fi0,) ~ LNy_1(n, $F).

Assumir normalidade da distribuigao a priori (6y|Dy) nao traz qualquer prejuizo
pratico relevante. Muitas vezes as prioris sao vagas, e quando nao o sao, é possivel
escolher parametros mg e Cy que tornem compativel a informagao inicial do analista
com a distribui¢ao normal escolhida.

A suposicao sobre os erros de evolucao do sistema w; é mais delicada. Nenhuma
distribuicao de probabilidade ¢é tao usada quanto a Normal na modelagem estatistica
de erros. Esse fato resulta de uma série de propriedades importantes dessa distri-
buigao. Pelo teorema do limite central, podemos entender uma varidvel Normal como
a soma de infinitos fatores independentes que per se nao tem significancia, mas con-
juntamente provocam um efeito relevante. No contexto dos modelos dinamicos, os
erros sao continuos, frequentemente simétricos.

Entendemos que a suposicao de normalidade dos erros w; ¢ historicamente am-
parada e justificavel em diversas aplicagoes praticas. Isso nao significa, contudo, que
serd sempre valida. Por vezes ficard clara a inadequacao desta premissa. Do mesmo
modo, assumir que os dados composicionais Y; seguem uma distribuicao Dirichlet,

ou que os parametros do sistema se relacionam a média via ligacao logito, pode ser
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igualmente equivocado. Ou seja, qualquer modelo paramétrico tem suposigoes, fracas
ou fortes, que podem nao ser compativeis com o fenémeno.

Argumentamos que a triplice (observacoes Dirichlet, funcao de ligagao logito e
erros Normais) constitui uma base natural, solida e ampla para a modelagem de dados
composicionais. O modelo assim construido é ainda muito flexivel e pode assumir
diversos formatos. Sera visto, adiante, que tanto se pode usé-lo para a regressao
Dirichlet estatica como para a andlise de séries temporais de dados composicionais,
por exemplo.

Em resumo, no modelo da Secao 3.1, definimos, a cada instante ¢, a distribuigao
a priori p(pe|Dy—1) ~ LNy_1(m4, 2¢). Essa atribuigdo tem como propésito viabilizar o
processamento da nova informacao y;, ou mais precisamente a atualizacao de #;. Na
abordagem offline, por sua vez, a suposicao de normalidade de 6y e w;, em conjunto
com a funcao de ligacao logito aditiva, implica que, adotando-se a estratégia natural
de defini¢ao da priori como em 3.10, o preditor linear \; é Normal e a média u, é
Logistica-normal, para t =1,2,...,T.

Observe que, na abordagem online, a distribuicao a priori para u; ¢ condicional
aos dados ja processados yi,...,4_1. No modelo apresentado nesta secao, a priori
de p; é construida sem que seja usada qualquer informacao proveniente dos dados
Y1,--.,yr. Essa diferenca, que estd relacionada ao processo de estimacao de cada
modelo, precisa ficar clara. Nao ha recursividade na estimagao do modelo offline.
Isto é, quando novas informagoes se tornam disponiveis, o analista precisa reiniciar o
processo de estimagao. Ou seja, definir o modelo, incluindo a priori para os parametros
desconhecidos, e usar o algoritmo MCMC para gerar amostras da posteriori. Assim,
o fato de ja haver sido feita uma andlise anterior com parte dos dados nao interfere

no processo inferencial baseado na série completa (yi,...,y;).

3.2.1 Especificagao da priori e estimacao offiine via MCMC

Nesta subsecao sera discutido em detalhes a estratégia de definicao da priori dada
na Equagao (3.9¢). Como mencionado anteriormente, ¢ pode ou nao incluir certos
elementos. Como exemplos, se o estudo se refere a um cendrio estatico, W é uma

matriz nula e, necessariamente, nao estara em 1. Por outro lado, se os dados incluem
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observacoes faltantes, estas deverao estar contidas em . Ou seja, na abordagem via
simulagao estocastica, cada caso requer um tratamento particular.

A fim de apresentar uma metodologia de simulacao abrangente, sera descrito ao
longo dessa secao, entre os casos tipicos, aquele mais completo. Consideraremos,
especificamente, que ¥ = (6, ¢, W; = W,Y ). A terminologia A¢ representa o
conjunto de indices ¢ tais que Y; é uma observagao faltante. Denotemos, ainda, o
conjunto dos tempos para os quais Y; é conhecido por A, e o vetor (64,...,07) por
©. O vetor ¢ pode facilmente acomodar outros cendrios, simplesmente removendo-
se, ou incluindo-se, alguns de seus elementos. Em particular, podemos citar modelos
auto-regressivos, nos quais a matriz GG; contém parametros a serem estimados.

A estimacao do modelo apresentado na Secao 3.2 envolve a simulacao da distri-

buicao a posteriori

p(w7@|DT) Ocp(DT‘@7¢)p<®7¢) (311&)
= Hp(yt|9t,¢) H p(Y:|0:, ¢) (3.11b)

t=A t=AC
x [ [ p(6:16:—1, W)p(W)p(6)p(60)- (3.11c)

E importante que fique claro o significado de cada um dos produtos de (3.11b). O
primeiro retrata, exatamente, a verossimilhanga. O segundo, por sua vez, corresponde
a distribuicao a priori das distribuigoes faltantes. Cabe destacar, ainda, que a equagao
(3.11c) nao é unicamente determinada por (3.11a) e representa a situacao em que W, ¢
e 0y sao independentes a priori. Em (3.11¢), as densidades do produtério sao definidas
pela equacao de evolucao (3.9d) e os termos restantes representam prioris que devem
ser definidas pelo analista. Por fim, ressaltamos que sera abordado somente o caso
em que W; = W, isto é, quando a matriz de covariancias dos erros do sistema ¢ a
mesma para todo t.

A amostragem de (3.11a) é feita por meio do amostrador de Gibbs, resumido no

algoritmo que se segue:

1. Inicializacao: Defina valores iniciais 1) = 1(® e © = 00,
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2. Parat=1,..., N:

(a) Amostre as observagoes faltantes YXC) de p(Yac|© = 067D ¢ = ¢li=1)

(b) Amostre os estados do sistema ) de

p(O|Dp, Y e = Yf(‘ic), 0y = Qéi_1)7 = €Z§(i—1)7 W = W(i—l))

(c) Amostre a matriz de covariancia dos erros W de

p(W by = 65D, 0 =00)
(d) Amostre o estado inicial Qéi) de p(0o|61 = 9@, W =w)

(e) Amostre o parametro de precisio ¢ de

p(¢|Dr, Yae =Y, 6, = 69,0 = 00),

E possivel mostrar que a distribuicdo estaciondaria das amostras (dependentes)
geradas por esse mecanismo é justamente a distribuicao conjunta a posteriori. A
seguir serd descrito, para cada item do algoritmo, como definir uma priori e executar

a tarefa de amostrar da distribuicao condicional completa.

3.2.1.1 Amostrando as observacgoes faltantes

Como foi visto na Subsecao 1.3.1, as observacoes faltantes sao facilmente tratadas
no processo de filtragem dos modelos dinamicos. Na abordagem via MCMC, essas
observagoes sao entendidas como parametros desconhecidos e passam a compor o
conjunto 1, sendo a elas atribuida uma distribuicao a priori.

De acordo com as Equagoes (3.11), a distribuigdo a priori conjunta p(©,v) é

convenientemente definida como

p(0,1) = p(Yacl©, ¢)p(©|00, W)p(W)p(é)p(bo).

O primeiro termo do lado direito da igualdade pode ser naturalmente especificado pela
equagao das distribuigoes (3.9a). Ou seja, a distribuigao a priori de Y e, induzida
pela estrutura do modelo, é decomposta em p(Y4c|©,¢) = [],_4c P(Y:|0:, ¢), onde
cada termo do produtério segue uma distribuicao Dirichlet com parametros definidos

em funcao de 6; e ¢.
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Novamente, considerando (3.11), tem-se que a distribuigao condicional completa

de Y c é da forma:

PVl ) = T] p(%il6r. o). (312)

t=AC

Visando a simplificagao da notacao, de agora em diante usaremos nas distribuicoes

13 b

condicionais completas o simbolo para denotar a informacao final Dy e todas
as quantidades desconhecidas do modelo, exceto o proprio termo a esquerda da barra
vertical usada para representar o condicionamento da distribuicao.

E instrutivo notar que a Equacio (3.12) nao depende diretamente dos dados ob-
servados, ou seja, da funcao de verossimilhanca. Ainda que esse resultado possa, em
primeiro momento, parecer contra-intuitivo, ele é uma consequéncia imediata da pro-
priedade (A.2) da pédgina 16. Isto é, nos modelos de espago de estado, que incluem
os modelos dinamicos Dirichlet, condicionalmente a 6, os Y;’s sao independentes e Y;
depende apenas de 6;.

A fim de facilitar o processo de amostragem das observacoes faltantes, criamos a

fungdo R mddYSample, ainda nao disponibilizada, capaz de executar o passo (a) do

algoritmo de Gibbs. Sua lista de entradas inclui os objetos:
(1) mod, especificado como no pacote dim;

(2) Theta, a matriz ©" tal que cada uma de suas linhas ¢ = 1,...,7 contém o

respectivo vetor 6;;
(3) phi, o parametro ¢;
(4) tempos, o conjunto de fndices AC.

A funcdo mddYSample, que internamente faz uso da rotina rdirichlet do pacote
MCMCpack (Martin et al., 2011), retorna uma matriz contendo as amostras geradas
de Y c. Nela, a i-ésima linha corresponde ao valor gerado de Yj,, onde k; representa
0 i-ésimo elemento de A€.

Como é possivel gerar valores da distribuicao condicional completa de forma facil
e direta, todas as amostras produzidas sao aceitas. O analista pode salvar cada uma

das amostras geradas caso queira fazer inferéncias sobre os dados faltantes. Se nao
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ha interesse direto nessas quantidades, é possivel apenas reciclar, a cada iteracgao,
os valores de Y e, evitando, portanto, o armazenamento desnecessario dos dados
simulados. De uma forma ou de outra, a amostragem dos demais elementos discutidos
nas subsecoes que se seguem exige que as observagoes geradas para Y 4c sejam gravadas
na mesma matriz das observacoes, substituindo os valores faltantes, denotados por
NA. Isto é, as observacoes Y4 e os valores correntes YXC) sao passados adiante em um

mesmo objeto.

3.2.1.2 Amostrando os estados do sistema - Caso Dinamico

No que se refere a amostragem dos parametros do sistema, é preciso considerar,
em separado, dois casos possiveis: dinamico e estatico. O primeiro deles serd tratado
nesta subsecao, enquanto o segundo sera discutido posteriormente na Subsecao 3.2.1.3.

Da Equacao (3.11), a distribuigao condicional completa de © é dada por

T

p(®]...) o [ [ p(welf. 0)p(0:)0r—1, W). (3.13)

t=1

Os termos p(y|0;, ¢) seguem uma distribui¢ao Dirichlet, em conformidade com
a equacgao das observagoes. Note que, aqui, pouco importa se os valores y; repre-
sentam observacoes de fato ou valores correntes dos parametros desconhecidos Yf(‘ic).
Os termos p(0;|0,_1, W), por sua vez, sdo normalmente distribuidos em decorréncia
da normalidade assumida para 6y na Subsecao 3.2.1.5 e para w; na Equacao (3.9d).
Desse modo, a distribui¢ao dada em (3.13) nao tem forma fechada e a simulagao de
amostras de © nao é uma tarefa trivial. Além dos varios beneficios ja mencionados da
abordagem offfine, temos a vantagem de poder, nao somente conhecer os momentos,
mas toda a distribuigao a posteriori dos parametros do sistema.

H4, na literatura estatistica, um conjunto de solucoes possiveis para o problema de
se gerar amostras para o sistema, no contexto dos modelos dinamicos nao-normais e
nao-lineares. Em especial, podemos citar Shephard e Pitt (1997), Gamerman (1998),
Geweke e Tanizaki (2001) e Ravines et al. (2007). Apenas o ultimo, denominado
método C'UBS, serd descrito nesta dissertacao.

A técnica do CUBS (do inglés Conjugate Updating Backward Sampling), pro-
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posta por Ravines et al. (2007), equivale, basicamente, ao método FFBS (vide Secao
1.5.2) com a utilizagao do Conjugate Updating em substituicao ao Filtro de Kalman.
No nosso caso, o Conjugate Updating equivale, essencialmente, ao método de filtragem
descrito na Secao 3.1.

O algoritmo CUBS propoe uma distribuicao geradora de candidatos para ©, numa
amostragem em um movimento multiplo de Metropolis-Hastings. Considerando a
natureza sequencial dos modelos dinamicos, a referida proposta baseia-se na decom-
posicao da distribuicao condicional completa conjunta dos estados dada por

T-1

p(@|DTa,¢)) :p(0T|DT7w) Hp(0t|9t+1,Dt,7/)) :

t=1

Em nosso caso especifico, as distribuicoes a direita do sinal de igualdade nao sao
conhecidas. Entretanto, seus momentos podem ser estimados usando-se, conjunta-
mente, o método de filtragem da Secao 3.1 e os resultados relativos as distribuicoes
retrospectivas. Pode-se mostrar que (6;|0;,1, Dy, 1) tem primeiro e segundo momentos

dados por (mj,C?), que sao descritos por

m; =my + GGl Ry (01 — aira) 5 (3.14)

Cf = Ci = GG R GGy

onde m; e C} sao, respectivamente, a média e variancia online aproximadas pela
metodologia de filtragem.

A funcao geradora de candidatos proposta é construida simplesmente amostrando
sequencialmente de distribuigdes normais, respeitando os momentos dados em (3.14).
A grande virtude do CUBS esta justamente em valer-se da estrutura de correlagao
temporal dos parametros do sistema na geracao de candidatos.

Antes de prosseguir aos aspectos computacionais, faz-se necessério tornar claro
alguns pontos técnicos da teoria, quando aplicados ao nosso modelo.

Observe que a funcao geradora de candidatos é construida a partir da metodologia
de estimacao proposta para o modelo dinamico Dirichlet apresentado na Secao 3.1.
Recorde, porém, que as suposicoes sobre a distribuicao dos parametros 6y e w sao

diferentes para os modelos com ¢ conhecido (Sec¢ao 3.1) e desconhecido (Segao 3.2).

75



Ora, nao estariamos com isso criando uma inconsisténcia probabilistica ao modelo?
Definitivamente, nao.

Do ponto de vista tedrico, a funcao geradora de candidatos é de livre escolha
do analista. Isto é, o algoritmo de Metropolis-Hastings estaria valido quaisquer que
fossem os momentos utilizados na distribuicao geradora de candidatos normal. Do
ponto de vista pratico, entendemos que a diferenca nas suposicoes dos modelos é uma
questao de menor importancia e, na pior das hipdteses, haveria apenas uma reducao
da taxa de aceitacao.

Vale destacar, ainda, a impossibilidade de assumir normalidade para 6y e w; no
modelo estimado recursivamente via Linear Bayes. Para visualizar este ponto, supo-
nha, por exemplo, que F; =1 e G; =1, e que os erros w; sejam normais. Neste caso,
a distribuigao a posteriori (01|D;), e consequentemente o lado direito da equagao de
evolugao (Gaby + wy| D), ndo seriam normais. Por outro lado, ao se atribuir uma
priori Logistica-normal para (us|D;), terfamos, pela fun¢ao de ligagdo, normalidade
no lado esquerdo da equagao de evolugao (6z|D;). Resumindo, assumir normalidade
para 0y e w; produziria uma contradicao no modelo. A rigor, estariamos atribuindo
prioris diferentes para a mesma quantidade.

Voltando ao CUBS, a idéia do método é amostrar ; sequencialmente, para t =
T,...,1, e aceitar o bloco ©* com probabilidade definida pelo método Metropolis-

Hastings. O esquema de amostragem C'UBS é sumarizado no seguinte algoritmo:

1. Calcule os momentos m® e C¥ de p(6;|D;, V) com o procedimento de fil-

tragem descrito na Sec¢ao 3.1;
2. Amostre ©* via Backward Sampling:

(a) Amostre o candidato 63 da distribuicao N (méf), C’C(Fi))

(b) Amostre 07, t =T —1,...,1, de (6,16}, ¢)

3. Faca ©¥ = ©* com probabilidade 7; ¢ ©® = @0~ com probabilidade 1 — 7,

onde m = min{l, A} e A é a razao de aceitagdo do Metropolis-Hastings:

= min @ w(0* :p(Q*)
4= {1’ w(eﬂ’ )= @y
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onde ¢(.) é a densidade proposta obtida pela combinagao dos passos anteriores.

O passo (1) do algoritmo é aquele com maior custo computacional. Para executa-
lo é preciso seguir todos os passos do processo de filtragem, em especial calcular as
T integrais definidas num espaco de dimensao k — 1, envolvidos na aproximagcao dos
momentos a posteriori de p;. Como mencionado anteriormente, o tempo computacio-
nal cresce exponencialmente em funcao de k. Dessa forma, repetir as etapas descritas
na Sec¢ao 3.1 milhares de vezes, uma para cada amostra gerada, seria impraticavel em
problemas com mais de duas categorias possiveis para cada tempo da série observada.

Felizmente, o método de amostragem Metropolis-Hastings continua valido, inde-
pendente da execucao repetida do passo (1). Esse resultado nos permite atualizar
a funcao geradora de candidatos eventualmente, digamos a cada 100 iteragoes, por
exemplo. Temos assim um grande ganho em eficiéncia computacional. Todavia, é
preciso estar ciente que hé, em contrapartida, certa perda de “qualidade”da funcao
geradora de candidatos. Os momentos filtrados vao ficando desatualizados, no sentido
de que foram construidos com base no conjunto v relativo a iteragoes “antigas”.

Um caso particular dessa estratégia seria executar o passo (1) uma unica vez.
Suponha primeiro que conjunto 1) seja igual ao conjunto real desconhecido 1. Ou
seja, os valores iniciais foram especificados perfeitamente. A funcao geradora de
candidatos seria a melhor possivel e, portanto, poderia ser mantida ao longo de todo
o processo MCMC. Por outro lado, na situacdo em que os valores iniciais 1(*) forem
mal especificados, a cadeia evoluira, enquanto os momentos m; e C;, usados para
gerar os candidatos, se manterao inalterados e inadequados. Dessa forma, a fungao
q(+) se mostrard proibitivamente ineficiente. Na préatica, o que se deseja é atualizar
mais frequentemente a func¢ao geradora de candidatos (executar o passo (1)) enquanto
a convergencia nao foi atingida.

O CUBS amostra, em um tnico movimento, centenas de parametros (dimensao de
©). Talvez, por isso, as taxas de aceitagdo nem sempre sao razoaveis. Nao é incomum
observar-se taxas préximas ou inferiores a 1%. Em uma tentativa de aumentar as
taxas de aceitagao, implementamos em nossa rotina computacional a amostragem
baseada numa particao de ©. Suponha que o vetor © seja dividido em m partes.

Uma para cada 12 tempos, por exemplo. Entao, usando rigorosamente o mesmo
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principio do CUBS, é possivel amostrar cada uma dessas partes sequencialmente,
aceitando ou rejeitando-as em funcao da respectiva razao de Metropolis-Hastings.
Probabilisticamente, se estaria amostrando da distribui¢ao condicional completa de
cada uma das partes de ©. Ainda que a técnica da particao de © funcione bem em
varios contextos, nao observamos ganhos significativos no caso do modelo dinamico
Dirichlet.

O método CUBS, embora muito interessante, nao é o tinico disponivel para amos-
trar os vetores do sistema. Imaginamos que outras propostas podem trazer ganhos
de eficiencia em alguns cenarios.

O primeiro passo do CUBS, calcular os momentos filtrados m; e C;, pode ser
executado usando a fungao mddFilter apresentado na Subse¢ao 3.1.1. Para gerar
uma amostra candidata ©* e aceita-la com probabilidade dada pela razao Metropolis-

Hastings, criamos a funcao R mddThetaSample, cujos inputls sao os seguintes objetos:

(1) filtro, retornado pela funcio mddFilter. E nesse objeto que a funcdo busca

as quantidades envolvidas no processo de filtragem, incluindo m; e Cj;

(2) y, matriz dos dados e dos valores YXC);

(3) mod, especificacao do modelo;

i-1)

(4) Theta, matriz representado O Cada linha contém o respectivo valor de

Qt(i_l). Observe que esse objeto sera usado no calculo da probabilidade de

aceitagao da amostra candidata.
(5) theta0, o valor corrente do vetor 6;
(6) phi, o valor atual do parametro de precisao ¢;

A fungdo mddThetaSample, cujo cdédigo nao é tao simples, retorna (em forma de
matriz) a amostra O, Como estd implementada, é possivel utilizar a funcdo para
fazer a amostragem em partes, conforme a estratégia de particao de © citada ante-
riormente. Por nao termos observado beneficios reais no modelo dinamico Dirichlet,

nao abordaremos a questao de como usar a fungao nesse contexto.
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3.2.1.3 Amostrando os estados do sistema - Caso Estatico

O caso estatico do modelo dinamico Dirichlet é especial e requer um tratamento
particular. Nele, as matrizes W, sao nulas e os vetores 0, parat = 0,...,T, se
relacionam deterministicamente. A fim de evitar confusdao com o caso dinamico,
denotaremos o vetor de parametros do sistema, de dimensao p, por #. Dessa maneira,
tem-se que 0, = G0, _1 = G1G;_1...G10, parat =0,...,T, e 8y = 0. Ou seja, para
qualquer t, 6; é determinado pelo vetor #. Assim, ao invés de p x (T'+ 1) parametros
livres relativos ao sistema, no caso estatico ha apenas p a estimar. Normalmente
tem-se, no caso estatico, Gy =1, parat=1,...,T.

A distribuicao condicional completa de 6 é dada por

T

p(6]..) o [ [ p(wil6r, 6)p(6). (3.15)

t=1

Utilizamoscomo priori para © a distribuigdo Gaussiana. Dessa forma, (3.15) ndo tem
forma fechada, sendo o produto da distribuicao a priori normal de 0 e das distribuicoes
Dirichlet das observagoes.

Sugerimos novamente o uso do amostrador de Metropolis-Hastings. Aqui, no en-
tanto, substituimos o CUBS por uma funcao geradora de candidatos Normal, centrada
no valor corrente de 6, escrita como ¢() ~ N (¢~ 3). Essa escolha torna a cadeia
um passeio aleatério gaussiano, e pela simetria da funcio q(0=1, 6*) = ¢(6*,00~Y), a
probabilidade de aceitacao da amostra gerada sé depende das verossimilhancas, mais
precisamente: 7(00~Y %) = min{1, p(6*)/p(07~)}.

A boa escolha da matriz ¥ é crucial para a eficiéncia do algoritmo e sera discutida
nas Subsecoes 4.1.2 e 4.2.2. Ha uma forma muito interessante de especifica-la por meio
da abordagem de estimacgao online e do uso de fatores de desconto. Neste caso, s6 é
preciso fazer a filtragem uma tnica vez e as taxas de aceitacao sao calibraveis, prefe-
rencialmente assumindo valores entre 50 e 25%), a depender da dimensdo p (Roberts
et al., 1994).

Para amostrar o vetor 6 seguindo a estratégia proposta, criamos a fungao

mddStatic ThetaSample. As entradas da funcao sao as seguintes:
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(1) y, matriz das observagoes;

(2) mod, especificacdo do modelo. Note que os parametros da priori p(f) sao mg e

Ch, e devem ser armazenados nesse objeto;
(3) phi, valor corrente do parametro de precisao das observagoes ¢;
(4) theta, valor corrente do vetor 6, ou seja, #0~Y;

(5) X, matriz de covariancia da fungao geradora de candidatos.

A funcdo mddStatic ThetaSample devolve a amostra 6 e a matriz © associada,
contendo, nas respectivas linhas, os vetores Qt(i). O objetivo é facilitar o chamado das

demais funcoes, calculadas a partir desta matriz.

3.2.1.4 Amostrando a matriz de covariancia dos erros

A matriz de covariancia, W, dos erros de evolugao do sistema desempenha um papel
crucial nos modelos dinamicos. Considerando os principios de sobreposicao de MLDs
discutidos na Segao 1.4.4, é benéfico escrever W como uma matriz bloco-diagonal com
elementos (W1, ..., W), com W; de dimensao p; X p;. Note que nao ha qualquer perda
de generalidade, visto que é possivel, simplesmente, fazer h = 1. Normalmente, esta
particao de W decorre da composicao do vetor do sistema e da matriz de evolucao,

expressos, respectivamente, por

0 Gie .. 0
Oy = | : e Gi=|0 . 0
0, 0 ... G

)

Como de costume na abordagem Bayesiana, denotamos por ® = W~! a matriz de
precisdo bloco-diagonal com elementos ®; = W,™!, i = 1,...,h. Antes de prosseguir-
mos para o processo de amostragem propriamente dito, apresentamos brevemente a
distribuicao Wishart.

Se W é uma matriz simétrica positiva-definida, a distribuicao de W é a distri-

buicdo conjunta de suas entradas (w;;), 4,7 = 1,..., k. Dizemos, entdo, que W tem
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distribuicao Wishart com parametros a e B se sua densidade é da forma
Wi(W; a, B) = c[W[*~ D2 exp(—tr(BW)) ,

onde o > (k —1)/2, B é uma matriz simétrica positiva-definida, ¢ = |B|*/T'x(a),
[r(a) = 7*E=DATE T((2a + 1 —14)/2) é a fungio gama generalizada e tr(-) denota
o traco da matriz. Com esta parametrizacao, E(W) = aB™L.

H&4 uma forma alternativa de parametrizacao muito adotada na literatura. Nela,
a representagao W ~ Wi(W;a, B) é escrita como W ~ W, (W;n/2,%71/2). Neste
caso, n é chamado de graus de liberdade.

A distribuicao Wishart, que pode ser entendida como uma generalizacao multiva-
riada das distribui¢oes Gama e Chi-quadrado, surge como a distribuicao da matriz
de covariancia amostral de observagoes retiradas de uma Normal multivariada. No
contexto Bayesiano, a relevancia da Wishart é consequéncia desta ser a distribuicao
conjugada da matriz de precisao de uma distribuicao normal multivariada. Vale des-
tacar que se W ~ W,(W;a = n/2,B = ¥71/2), entao ® = W~ tem distribuigao
Wishart-Invertida, e paran > k+ 2, E(®) =X /(n — k —1).

Ao adotarmos prioris Wishart(y;, S;) independentes para cada uma das sub-
matrizes de precisio ®; = W, !, para i = 1,...,h, obtém-se, pela Equacio (3.11), a

seguinte distribuicao condicional completa de ®;:

::ﬂ

p(®;]...) o< | | p(0¢)0i—1, P)p(P)

ﬁ
Il
i

N(0i; G161, (I)_l)W(q)i; Vi, S;)

R
::ﬂ

I
W

h
1 /
H <I> "1/2 exp{—§(9t — Gt9t71) <I>(t9t — Gtet—l)}

||::ﬂ

x|y [ PAD/2 exep [ —tr( S D)}

o |q>i|T/2+w—(pi+1)/2

X exp{—tr 5 Gtet 1 et - Gtet,l)/q)) — tI‘(Sz(I)Z)} (316)

[\DH
Mﬂ

t=1

O tltimo passo da Equacgao (3.16) justifica-se pelas seguintes propriedades algébricas:
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Se A e B sdo matrizes tais que AB é um escalar, entao AB = tr(AB) e tr(AB) =
tr(BA).

Para simplificar ainda mais a Equacao (3.16), faca

SS; = (9t - Gtet—l)(et - Gtet—l), €
SSiis = (Qi,t - Gi,tei,t—l)(ei,t - Gi,tgi,t—l)/‘

E possivel mostrar que tr(SS,®) = Z?Zl tr(5S5;;+®;), e consequentemente, a distri-

buicao condicional completa de ®; pode ser escrita como
1
p(®;]...) oc |@y|T/2Hrim it D/2 oxp {—tr ((555;. + SZ-) cbi) } : (3.17)

onde SS;. = Zthl SSii+. Essa densidade ¢ justamente o nucleo de uma distribuicao
Wishart(7'/2 + v;, S; + 5S;./2), o que garante ser esta a distribuicao p(®;|...).

A grande vantagem da adogao da priori Wishart é permitir que se amostre de
(3.17) de maneira simples e direta. Por outro lado, ndo é sempre facil definir uma
distribuicao a priori suficientemente vaga. Neste caso, por se inserir no modelo mais
informacao do que de fato se tem previamente, é possivel que o efeito indevido da
priori seja demasiado, contaminando, portanto, o ajuste.

Os algoritmos de geracao de amostras da distribuicao Wishart, tanto do pacote
dlm quando do pacote MCMCpack, sao baseados na decomposicao de Bartlett e s6
valem quando o grau de liberdade n é um numero inteiro tal que n > k. Assim,
para representar uma priori vaga se utiliza o menor valor de n possivel, qual seja, k.
Essa estratégia costuma funcionar bem em intimeras situagoes, em especial quando
T é grande e/ou existe algum conhecimento prévio acerca da matriz W. No modelo
dinamico Dirichlet, essas matrizes W em geral sao compostas por entradas proximas
a zero. Suponha, por exemplo, que W real seja uma matriz diagonal com elementos
iguais a 107°. E fAcil perceber que uma priori baseada em uma estimativa pontual
1474 proporcionalmente longe do valor real de W pode deslocar a posteriori, ainda que
os valores absolutos de W e W sejam parecidos, em certo sentido.

Pela dificuldade na definicao da priori, as taxas de aceitacao do CUBS, por vezes,

se mostraram instaveis e bastante dependentes dos parametros v; e S; adotados. Além
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disso, alguns parametros da priori provocaram complicagoes numéricas do codigo
desenvolvido. Observe que no processo de estimacao é preciso lidar com milhares
de célculos de integrais delicadas e inversdes de matrizes com determinante quase
nulo. A estabilidade numérica e eficiéncia das rotinas computacionais envolvidas
requerem um projeto a parte. Assumidamente, nao temos uma avaliacao conclusiva
sobre como especificar as priori Wishart. Sugerimos, portanto, cautela ao lidar com
esses elementos e, se possivel, fazer uma anélise de sensibilidade para diagnosticar
o impacto da priori no ajuste do modelo. Em todas as aplicacoes do Capitulo 4
adotamos o par (v;,5;) = (k/2,10731), que mesmo sujeito aos comentdrios tecidos
acima, produziram bons ajustes. Note, por fim, que nao ha nenhum ponto tedrico
que impeca a utilizacao de outras prioris, que nao a Wishart. A busca por novas
possibilidades constitui um tépico para trabalhos futuros.

Com o intuito de simplificar a execucao da amostragem das matrizes ®;, desen-
volvemos a funcao mddWSample, que retorna a matriz W; simulada. Internamente
usamos a funcao rWishart do pacote dim para amostrar da distribuicao condicional

completa. Suas entradas sao as seguintes:
(1) mod, especifica¢do do modelo;
(2) Theta, matriz representado ©¢~1):
(3) theta0, o valor corrente do vetor fy;

(4) nu.i, primeiro parametro da priori de ®;. Um valor inteiro, correspondente a

duas vezes o nimero de graus de liberdade, maior ou igual a k/2;

(5) Si, segundo parametro da priori. Uma matriz positiva-definida tal que E(®;) =

VSi;

(6) pos.inicial, valor inteiro correspondente a posigdo do primeiro elemento de
SS;i: em SS;. Como exemplo, em um modelo formado por dois blocos, um

} Y 9
polinomial e um sazonal, se a matriz amostrada corresponde ao segundo, entao

esse argumento deve ser igual a dimensao do primeiro mais um;

(7) pos.final, valor inteiro correspondente a posi¢ao do tltimo elemento de SS; 4

em S.5;. No exemplo anterior, esse argumento seria igual a dimensao do sistema.
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3.2.1.5 Amostrando o estado inicial do sistema

Assumindo-se normalidade para a distribuicao a priori do estado inicial do sistema,

a Equagao (3.11) garante que a distribui¢do condicional completa de 6, é tal que

p(fo - --) o< p(61]60, W)p(6o)
XX exp{—(@l - Glﬁo)'W_l(Ql — G100)/2}

x exp{—(y —mo)'Cy ' (6o — mo)/2}.

A expansao e rearranjo da fungao quadratica em 6y, versao multivariada da técnica de
“completar quadrados”, nos permite mostrar que a distribuicao condicional completa

de 6y também é Normal, com momentos conhecidos, isto é:

(Bo]...) ~ N(u,X), onde
p=SG W10, +Citmg) e =G WG+ Cpt

Para executar a amostragem de 6y, construimos a funcao R mddThetaOSample.
As entradas da funcao sao os usuais objetos mod, onde a rotina busca pelas matrizes
Gy, mg, Cy e W, e Theta, a matriz O, cuja primeira linha corresponde exatamente
ao vetor #; atual. A rotina mddThetaOSample, que internamente faz uso da fungao

rmunorm, do pacote mutnorm (Genz et al., 2011), retorna o valor gerado de 6.

3.2.1.6 Amostrando o parametro de precisao

O 1ultimo parametro a ser amostrado no algoritmo de Gibbs é exatamente ¢. Sua

distribuicao condicional completa é dada por

T

p(@|...) o< [ [ p(il6r, ¢)p(9). (3.18)

t=1

Novamente, as distribui¢oes que envolvem os dados 1; sao Dirichlet. A tnica
restricao quanto a distribuicao a priori de ¢ é que tenha suporte na reta real positiva.
Recomendamos a adogao de uma priori nao conjugada Gama(c, 8). A equagao (3.18)

evidencia o fato da distribuicao alvo nao ter forma fechada, indicando mais uma
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vez o uso do método de Metropolis-Hastings. Como funcao geradora de candidatos,
sugerimos a funcao Log-normal com média igual ao valor atual de ¢. Isto é, um
passeio aleatério Log-normal.

Podemos dizer que esse esquema de amostragem de ¢ se mostrou muito robusto.
As taxas de aceitagao sao sempre boas, a especificacao do valor inicial nao é uma
questao crucial e a convergéncia da cadeia é normalmente rdpida. Em resumo, esse
certamente nao é um parametro que nos traga preocupacao.

Computacionalmente, desenvolvemos a rotina mddPhiSample capaz de amostrar
o parametro ¢ nas referidas condigoes. Para se utiliza-la, é preciso especificar os

seguintes objetos
(1) y, matriz das observagoes;
(2) mod, especificacao do modelo;
(3) Theta, a representagao matricial de ©;
(4) phi, valor corrente de ¢;
(5) alpha, parametro « da priori. O valor padrao é 0.001;
(6) beta, parametro 4 da priori. O valor padrao é 0.001;

(7) sdlog, desvio padrao da fungao geradora de candidatos Log-normal na escala do
logaritmo. O valor padrao adotado foi 0.5. Em todas as aplicacoes do Capitulo

4 foi utilizado este desvio padrao na geracao de candidatos.

Os valores da priori gama correspondem a situagao na qual pouca informagao esta
previamente disponivel. Nao surpreendentemente, este é justamente o caso de todas
as aplicacoes consideradas nesta pesquisa. A funcao mddPhiSample utiliza as fungoes
rlnorm e dinorm para, respectivamente, gerar uma amostra ¢* e avaliar a densidade

de g(-) nos pontos ¢~V e ¢*. O objeto retornado por nossa funcio é o escalar ¢,
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Capitulo 4

Casos especiais e aplicacoes

Neste capitulo serao ajustados alguns modelos particulares, da classe dos modelos
dinamicos Dirichlet, de grande relevancia. Trata-se de exemplos simples que visam,
essencialmente, ilustrar o funcionamento das técnicas descritas nos capitulos anteri-
ores. Destacamos que os casos relativos a dados reais sao meramente motivacionais,
uma vez que a elaboragao de um modelo de interesse pratico requer uma profundidade
de discussao que extrapola o escopo dessa dissertacao.

Ressaltamos que se optou por uma abordagem superficial no que se refere a analise
de diagnoéstico, em especial acerca das cadeias de Markov. Buscamos, dessa maneira,
evitar possiveis desvios quanto ao foco central desta pesquisa, qual seja propor o Mo-
delo Dinamico Dirichlet (MDD) e discutir suas principais caracteristicas. De qualquer
maneira, os principais métodos propostos na literatura para identificar a convergéncia
das cadeias de Markov foram usados e, no limite de nosso conhecimento, todos os
exemplos respeitaram os requisitos basicos que viabilizam a utilizacao do método
MCMC nas estimativas dos parametros. No R, o pacote coda (Plummer et al., 2010)
permite facil aplicagao dos testes mais populares. O pacote MCMCpack também é
util no tratamento de amostras MCMC. Aos interessados no aprofundamento tedrico
do tema, sugerimos a leitura de Gamerman e Lopes (2006).

Incluimos os codigos utilizados nos ajustes, por entender que o aspecto computa-
cional desempenha um papel fundamental no processo de analise estatistica. Acredi-
tamos ser esta a melhor forma de permitir ao leitor a visualizacao plena da aplicacao

do modelo. Um beneficio adicional é mostrar como todas as diferentes situagoes abor-
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dadas podem ser modeladas simplesmente redefinindo-se os elementos que definem o
MDD.

A Secao 4.1 restringe-se ao estudo de modelos para dados univariados, a impor-
tante sub-classe do MDD na qual as observacgoes tém distribuicao Beta. Na Secao
4.2, discutem-se situacoes relativas a cendrios em que, a cada instante de tempo, as

observagoes sao multivariadas.

4.1 Modelos univariados - Caso Beta

Serao apresentados a seguir 3 ajustes do MDD univariado. Na Subsecao 4.1.1 trata-
mos um conjunto de dados simulados. O conhecimento dos parametros que geraram
a série nos permite avaliar a qualidade das estimativas.

A Subsecao 4.1.2 compara o ajuste dos modelos dinamicos Dirichlet das Secoes
3.1 e 3.2 com o modelo cldssico de regressao Beta (Ferrari e Cribari-Neto, 2004). O
conjunto de dados estd entre aqueles usados nos exemplos contidos na ajuda da funcao
R betareg (Cribari-Neto e Zeileis, 2010).

Encerramos essa se¢ao ajustando um conjunto de dados reais referentes a in-
ternagoes decorrentes de doencgas do aparelho respiratorio no sistema de satide do
Distrito Federal. O objetivo é descrever, superficialmente, quais sao os beneficios

potenciais da utilizacao dos MDD univariados em situagoes praticas.

4.1.1 Ajuste de dados simulados

No intuito de ilustrar o funcionamento do modelo dinamico Dirichlet univariado,
construimos um cendario em que as observacoes exibem uma tendéncia localmente
linear e um comportamento ciclico com 4 periodos, além de depender de uma variavel
regressora conhecida X;. Com base nos procedimentos de especificagao de modelos
apresentados na Secao 1.4, adotamos o MDD, apresentado na Secao 3.2, definido

pelas seguintes quantidades:

J2(1) 0 0
. 102 0
Fy=(EyEyLzy),G=| 0 G O, W= , ¢ =300,
0 10 *Isxs
0 0 1
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onde

0 1 0
11

Ey =(1,0), Jo(1) = e Gpar=1]-10 0
0 1

0 0 -1

Para gerar dados desse modelo é preciso especificar os momentos a priori mq e
Cy do estado inicial #y. Enquanto o primeiro, média mg, foi definido aleatoriamente,
o segundo, matriz de covariancia Cy, foi construido de maneira a forgar a relagao
6y =~ mg e evitar preditores lineares demasiadamente distantes de 0. Observe, por
exemplo, que pela funcao logito, valores de \; iguais a —7 e 7 estao associados,
respectivamente, a médias y,; iguais a 0.001 e 0.999. Ou seja, valores muito altos (ou
muito baixos) de A; produzem séries extremas de pouco interesse pratico, com p; ~ 1
(ou py = 0). E importante destacar que nao estamos adotando uma priori precisa no
processo de estimagao, mas sim na geragao dos dados. A definicao da priori de 6
usada na etapa inferencial serd feita adiante.

Computacionalmente, para simular uma observacao desse modelo, utilizamos a
funcao rMdd, desenvolvida nessa pesquisa. Ela retorna ao usuario nao somente a série
simulada y; mas também as médias p; e os estados 6;, ambas na forma matricial. B
preciso explicitar, no chamado da funcao, o modelo por meio dos objetos mod e phi,
e o tamanho N desejado para a série simulada.

Observe que removemos, aleatoriamente, 20% das 50 observacoes geradas a fim
de também descrever a amostragem das observagoes faltantes. O primeiro bloco da
programacao esta destinado a especificacao e geragao de uma observacao do modelo
proposto.

Agora, ja tendo os dados reais que nos servirao de gabarito, seguimos a fase de
estimacgao. Para tanto, nos limitamos a nos valer apenas dos dados y; e do design do
modelo, representado pelas matrizes F; e GGy, desconsiderando, portanto, os valores

conhecidos de ¢, W e 6; no processo de estimacao.
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13

15

Estimacao via MCMC

Embora estejamos adotando a abordagem via MCMC, a estimacao recursiva, em con-
junto com a técnica dos fatores de desconto, é muito 1til na especificagao dos valores
iniciais ©© ¢ W do algoritmo de Gibbs. Mais precisamente, executamos o procedi-
mento de filtragem com fatores de desconto e utilizamos a matriz Wy retornada para
fixar o valor inicial W do algoritmo de Gibbs. Em seguida, repetimos a filtragem
considerando W = W(© (agora essa matriz é tida como conhecida) e adotamos as
médias suavizadas de 6, para definir ©(?). Podemos afirmar que essa estratégia cul-
mina em bons valores iniciais de ©. Novamente, nao ha qualquer contradi¢ao quanto
ao uso simbidtico dos modelos dados nas Secoes 3.1 e 3.2. A justificativa sendo a

liberdade do analista em determinar valores iniciais no método de Gibbs.

De acordo com o bloco 2 do Cédigo 4.1, adotamos uma priori vaga 6y ~ N (0, 10 Igxe),

um vetor de fatores de desconto § = (0.8,0.95,0.95) e um valor inicial do parametro
de precisio ¢® = 100 (recorde que o valor real é 300). Além disso, criamos nesse
bloco os objetos que receberao as amostras geradas no algoritmo MCMC e definimos
os valores iniciais para W e © usando a funcao mddFilter e o procedimento descrito

no paragrafo anterior.

Codigo 4.1: Ajuste de dados simulados univariados

> # Bloco 1: Geragdo dos dados e definti¢do do modelo
> set.seed(111)

> N <- 50

> p <-4

> X <- rnorm(N)

> mod <- dlmModPoly(2) + dlmModTrig(p) +

+ dlmModReg (X, addInt = F)

> mod$GG[3, 3] <- mod$GG[4, 4] <- 0

> W.real <- diag(mod$W) <- c(le-2, rep(le-4, 5))

> mod$m0 <- rnorm(6, sd = c(0.2, 0.01, rep(0.2, 4)))
> mod$CO <- diag(le-5, 6)

> phi.real <- 300

> modObs <- rMdd(mod, phi.real, N)

> y <- modObs$y

> mu.real <- modObs$mu

> theta.real <- modObs$theta
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19

21

23

25

27

29

31

33

37

39

41

43

47

49

51

53

y[sample(2: (N - 1), N / 10), ] <- NA

# Bloco 2: Especificacgdo dos wvalores tntctats do Gibbs
disc <- c(0.8, 0.95, 0.95)

dim.disc <- c(2, p - 1, 1)

dim.sys <- length(mod$mO)

mod$m0 <- rep(0, dim.sys)

mod$CO0 <- diag(10, dim.sys)

phi0 <- 100

mcmc <- 300000

Theta <- array(dim = c(N, dim.sys, mcmc + 1))
W <- array(0, dim = c(dim.sys, dim.sys, mcmc + 1))
theta0 <- rbind(mod$mO, matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))

phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))

aux <- mddFilter(y, mod, phiO , disc, dim.disc)

W[, , 1] <- mod$W <- dlmSvd2var (aux$U.W, aux$D.W) [[N]]
filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)

Thetal, , 1] <- dropFirst(mddSmooth(filtro)$s)

linhasNA <- order(y[, 1], na.last = F)[l:sum(is.na(y[, 11))]

Si <- diag(le-3, dim.sys)

# Bloco 3: Geragdo, via Gibbs, de amostras da posteriori
for (i in 2:(mcmc + 1)) {
filtro <- mddFilter(y, mod, phili - 11)
y[linhasNA, ] <- mddYSample (mod,
Thetal, , i - 1], phil[i - 1], linhasNA)
Thetal, , 1] <- mddThetaSample(filtro, y, mod,
Thetal, , i - 1], thetaO[i - 1, 1, phili - 11)
W[1:2, 1:2, i] <- mddWSample (mod, Thetal, , i],
thetaOli - 1, 1, 2 / 2, Si[1:2, 1:2], 1, 2)
W[3:5, 3:5, i] <- mddWSample (mod, Thetal, , il,
thetaO[i - 1, ], 3 / 2, Si[3:5, 3:5], 3, b)
W[6, 6, i] <- mddWSample(mod, Thetal, , i],
thetaO[i - 1, ], 1 / 2, Si[6, 6, drop = F], 6, 6)
mod$W <- W[, , il
thetaO[i, ] <- mddThetaOSample (mod, Thetal, , i])

phi[i] <- mddPhiSample(y, mod, Thetal, , i], phil[i - 11)
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No terceiro bloco da programacao, executamos o método de estimacao proposto na
Secao 3.2. Isto é, geramos 300000 amostras das quantidades desconhecidas. Note que
optamos por nao armazenar, mas sim reciclar, as amostras das observacoes faltantes
YAC .

A matriz W é amostrada de forma particionada. Ou seja, amostramos cada uma
das sub-matrizes W; separadamente. Dessa forma, garantimos que os componentes
do modelo (polinomial, sazonal e regressivo) sejam tratados como independentes uns
dos outros. Em outras palavras, a evolucao do comportamento sazonal nao interfere
na dinamica da relacao entre X; e Y;, por exemplo. Como mencionado na Subsecao
3.2.1.4, adotamos como priori para ®; os parametros (v;,5;) = (k/2,107 I), onde
k é o nimero de linhas (e colunas) de ®,;. Vale dizer que, a rigor, ndo hd qualquer
impedimento em se fazer de W uma matriz genérica, sem qualquer particao.

Como se sabe, o algoritmo MCMC produz, apés o alcance da convergéncia, amos-
tras correlacionadas. O exame descritivo, tanto dos tracos da cadeia quanto das
médias ergddicas, indicou o inicio do estado de convergéncia por volta da iteracao
150000. Dessa forma, descartamos a primeira metade da cadeia como periodo de
burn-in. Outra medida util foi manter apenas 1 a cada 100 amostras geradas. O

objetivo sendo a reducao da correlacao entre as amostras.

Analise dos dados simulados
A Figura 4.1 apresenta, em graficos distintos, o ajuste de cada um dos elementos
envolvidos na andlise. O primeiro grafico mostra a série Y; (linha cinza), enquanto o
segundo sobrepde as médias reais p; (linha vermelha) e suas estimativas (linha preta),
com os respectivos intervalos de credibilidade de 95% (linhas pretas pontilhadas),
baseados nos quantis empiricos da distribuicao a posteriori. Os 3 ultimos graficos
exibem os valores reais (linhas vermelhas) e estimados (linhas pretas) para os efeitos
de nivel, de sazonalidade e da regressao. A leitura global da Figura 4.1 mostra que o
procedimento inferencial foi bem sucedido em decompor a informagao de y; em termos
dos componentes que o definem.

Embora somente tenhamos tratado de uma unica série temporal y;, foi possivel
aferir, com certa precisao, a contribuicao de cada componente latente no resultado

observado. Note, por exemplo, que ao mesmo tempo em que estimamos a relagao
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entre Y; e X, atividade comum em modelos de regressao, descrevemos a dinamica do
nivel da série, tarefa normalmente desempenhada por modelos de séries temporais.
O fato de haver observacoes faltantes nao causou degeneracao nos valores estimados
dos parametros.

Quanto ao componente regressivo, pode-se dizer, pela Figura 4.1, que g < 0,
parat=1,..., N. Ou seja, para um dado instante ¢, um aumento de m unidades no
valor de X; culmina numa reducao, da ordem de m g, no valor de \;. Dessa forma,
pela fungao de ligacao, tal variacao em \; resulta, em ultima instancia, numa redugao
da média p;. Em resumo, o parametro #g determina em que medida variacoes do
valor da varidvel regressora X; impactam na média p;. Recorde que a relacao entre
essas quantidades nao é linear e esta definida pela fungao de ligacao logito aditiva.

Cabe destacar que a moda e mediana da distribuicao a posteriori de ¢ foram,
respectivamente, 260.99 e 339.30 (recorde que o valor real de ¢ na geragao dos dados
¢ 300). Entao, podemos dizer que, ao menos neste caso, o método inferencial proposto

conseguiu recuperar os parametros do modelo.

4.1.2 Regressao Beta - comparacao com a abordagem classica

O modelo dinamico Dirichlet para dados univariados de propor¢oes pode ser usado
em um contexto estatico, funcionando como um modelo de regressao. Nesse sentido, a
regressao Beta proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004) pode ser entendida, quando
¢ é constante e a funcao de ligacao logito é empregada, como um modelo classico
alternativo ao MDD no caso univariado.

Nesta subsecao aplicaremos um MDD aos dados do segundo exemplo apresentado
na ajuda da fungdo R betareg, do pacote betareg (Cribari-Neto e Zeileis, 2010). Os
autores usam um conjunto de dados retirados de Griffiths et al. (1993) para ajustar
um modelo de regressao Beta em que a varidvel resposta ¢ o percentual da renda
domiciliar gasto com alimentacao, enquanto as varidveis regressoras sao a renda e
o numero de moradores do domicilio. A comparacao dos resultados nos permitira
visualizar como os modelos, caracterizados por métodos de estimagao absolutamente
distintos, conduzem, sob certas condicoes, a estimativas virtualmente idénticas. Antes

de prosseguir a discussao do Cédigo 4.2, sugerimos a releitura da Subsecao 3.2.1.3.
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No primeiro bloco do Cddigo 4.2, definimos o modelo MDD e formatamos as
proporgoes y;. Observe que adotamos W = 0, Fy = (1, x, x9)', Gy = I e prioris vagas

para o sistema 6 ~ N (my, Cy) e para o parametro de precisao ¢ ~ Gama(0.001,0.001),
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com my = (0,0,0) e Cp =10 L.

Cédigo 4.2: MDD estatico e modelo classico de regressao Beta

> # Bloco 1: Geragdo dos dados e definti¢cdo do modelo
> data("FoodExpenditure", package = "betareg")
> X <- cbind(FoodExpenditure$income, FoodExpenditure$persons)

mod <- dlmModReg(X)

> aux <- as.matrix(FoodExpenditure$food / FoodExpenditure$income)
> y <- cbind(aux, 1 - aux)
> N <- nrow(y)

dim.sys <- length(mod$m0)

> mod$CO <- diag(10, dim.sys)

> phi0 <- 100

>

> # Bloco 2: Estimag¢do do modelo

> mcmc <- 20000

> filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)

> theta <- rbind(filtro$m[N + 1, ], matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))
> phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))

sigma <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)[[N + 1]]
for (i in 2:(mcmc + 1)) {
aux <- mddStaticThetaSample(y, mod,
phil[i - 1], thetali - 1, ], Sigma = sigma)
thetali, ] <- aux[[1]]
phi[i] <- mddPhiSample(y, mod, aux[[2]], phil[i - 1])

# Bloco 3: Organizagdo das amostras e apresentacdo dos resultados
burnin <- 2000

thin <- 10

nAmostras <- (mcmc - burnin) / thin

aux <- burnin + (l:nAmostras) * thin

theta.final <- thetalaux, ]

phi.final <- phi[aux]

fe_beta <- betareg(I(food/income) ~ income +
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+ persons, data = FoodExpenditure)
> aux <- cbind(theta.final, phi.final)

> quadro.resumo <- rbind(apply(aux, 2, mean), coef (fe_beta),

+

t(c(filtro$m[N + 1,1, 100)), sqrt(diag(cov(aux))),
+ sqrt (diag(vcov(fe_beta))), t(c(sqrt(diag(sigma)), NA)))

> print (quadro.resumo, digits=3)

Intercepto Renda Pessoas phi
Estimativa MDD offline -0.619 -0.012 0.115 32.78
Estimativa betareg -0.623 -0.012 0.118 35.61
Estimativa MDD online -0.649 -0.012 0.127 100.00
Erro padr&do MDD offline 0.236 0.003 0.040 7.67
Erro padr&o betareg 0.224 0.003 0.035 8.08
Erro padr&o MDD online 0.141 0.002 0.022 NA

Observe que os dados da série temporal que funcionam como “variavel resposta”sao
armazenados em uma matriz y, na qual a primeira coluna representa as proporgoes e
a segunda os complementos das proporgoes. Esse artificio é necessario para a compa-
tibilidade com o caso multivariado. Note que, apesar de tal procedimento de armaze-
namento dos dados parecer um tanto burocratico, ele é 1til no caso multivariado do
modelo dinamico Dirichlet.

No segundo bloco da programacao, fazemos uso simbiético dos MDDs formulados
para a abordagem online e offline. Isto é, assumimos que ¢ = 100 e executamos
o processo de filtragem descrito na Secao 3.1. Os momentos my e Cy da distri-
buigao a posteriori (y|Dy) representam, respectivamente, uma estimativa do vetor
de parametros da regressao e da sua matriz de covariancia. Essa matriz C'y, armaze-
nada no objeto sigma, é adotada como a matriz de covariancia da funcao geradora de
candidatos Gaussiana do parametro . Essa maneira de definir tal matriz é bastante
interessante por considerar a estrutura de covariancia do vetor #. Note que adotar
uma funcao geradora de candidatos Gaussiana com matriz de covariancia diagonal
seria, bem menos eficiente.

O terceiro bloco destina-se a organizar a amostra final produzida pelo algoritmo
de Gibbs e apresentar os resultados obtidos. De acordo com os procedimentos amos-

trais normalmente empregados na coleta dos dados gerados pelas cadeias de Markov,
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optamos por descartar as primeiras 2000 amostras e tomar uma a cada 10 das res-
tantes. As ultimas 7 linhas do codigo apresentam as estimativas dos parametros da
regressao, juntamente com os respectivos desvios padroes, para cada uma das opcoes
consideradas: modelo classico de regressao Beta, MDD online e MDD offline.

Observe que os modelos de regressao Beta e MDD offline produziram resulta-
dos muito parecidos. Ja o modelo dinamico Dirichlet recursivo (MDD online), ape-
sar de ter gerado estimativas pontuais razoaveis, subestimou a incerteza relativa ao
parametro 6. Isso era de se esperar, visto que assumimos como conhecido o parametro
de precisao ¢ = 100, enquanto o valor real, muito provavelmente, esta entre 20 e 50:
quanto mais proximo de 35 fosse o valor escolhido de ¢, mais parecidos seriam os
modelos. Da mesma forma, se fosse assumido ¢ = 300, por exemplo, o modelo ja
seria muito inadequado.

Cabe destacar que a escolha de ¢ define a matriz de covariancia da funcao geradora
de candidatos na estimacao via MCMC. Por isso, se o valor atribuido a ele for muito
inadequado, é possivel que a taxa de aceitacdo se torne ruim (muito baixa ou muito
alta) ou os dados simulados sejam muito correlacionados. Alternativamente, como
mencionado anteriormente, podemos wvarrer o espaco paramétrico de ¢ em busca
do valor que minimiza, por exemplo, a soma dos residuos absolutos. Ao se adotar
esse procedimento ad-hoc, obtivemos um valor qg = 16, que proporcionou estimativas

razoaveis para os parametros da regressao.

4.1.3 MDD: Uma aplicacao a dados de internacoes no DF

Nesta subsecao sera ajustado um modelo dinamico Dirichlet a uma série temporal
univariada. O conjunto de dados em questao é relativo ao sistema de saide do
Distrito Federal. Brasilia é uma cidade caracterizada por um longo periodo sem
chuvas. A seca, definida pela baixa umidade relativa do ar, costuma se mostrar
mais forte justamente no periodo mais frio. Entre os efeitos dessa condicao climética
no organismo humano, podemos citar a maior incidéncia de doencas do aparelho
respiratoério.

Estamos interessados na modelagem da proporcao das internacgoes no distrito Fe-

deral decorrentes de doengas do aparelho respiratorio. Cada internacao é registrada
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de acordo com a atual Classificacao FEstatistica Internacional de Doencgas e Proble-
mas Relacionados com a Saiude, designada pela sigla CID-10. Essa classificagao é
subdividida em capitulos e, nessa aplicacao, sera avaliada a evolugao temporal da
participagao do capitulo X (Doengas do aparelho respiratério) no total de internagao.
Pelo site do DATASUS (http://www2.datasus.gov.br), coletamos os dados mensais de
internagoes e geramos uma série historica trimestral das mencionadas proporgoes no
periodo de 1998 a 2009. O ano de 2010 foi descartado do ajuste, a fim de permitir
uma melhor visualizacao do processo de previsao desenvolvido posteriormente.
Adotamos um modelo polinomial de ordem 2 com 4 periodos sazonais e sem co-
variaveis. Mantendo a notacao da Subsecao 4.1.1, o modelo dinamico Dirichlet é

descrito através das seguintes matrizes:

Ft = (EQ,EQ, 1), e G=
0 gpar

Cdédigo 4.3: Ajuste de dados de internagoes no Distrito Federal

\4

# Bloco 1: Leitura dos dados e especificag¢do do modelo
> aux <- read.table("Dados - Internacgdes.txt")

> y <- ts(cbind(aux, 1 - aux), start = c(1998, 1), frequency = 4)

> y <- window(y, start c(1998, 1), end = c(2009, 4))
> N <- nrow(y)

> mod <- dlmModPoly (2) + dlmModTrig(4)

> mod$GG[3, 3] <- mod$GG[4, 4] <- 0

> disc <- ¢(0.9, 0.9)

> dim.disc <- c(2, 3)

> dim.sys <- length(mod$mO)

> mod$CO <- diag(10, dim.sys)

> phi0 <- 1000

> # Bloco 2: Geragdo, via Gibbs, de amostras da posteriori

> mcmc <- 100000

> Theta <- array(dim = c(N, dim.sys, mcmc + 1))
> W <- array (0, dim = c(dim.sys, dim.sys, mcmc + 1))
> theta0 <- rbind(mod$m0, matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))

> phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))

> aux <- mddFilter(y, mod, phiO , disc, dim.disc)
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> W[, , 1] <- mod$W <- dlmSvd2var (aux$U.W, aux$D.W) [[N]]
> filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)

> Thetal[, , 1] <- dropFirst(mddSmooth(filtro)$s)

> 8i <- diag(le-3, dim.sys)

> for (i in 2:(mcmc + 1)) {

+ filtro <- mddFilter(y, mod, phil[i - 1])

+ Thetal, , i] <- mddThetaSample(filtro, y, mod,

+ Thetal, , i - 1], thetaO[i - 1, 1, phili - 11)

+ W[1:2, 1:2, i] <- mddWSample (mod, Thetal, , i],

+ thetaO[i - 1, 1, 2 / 2, Si[1:2, 1:2], 1, 2)

+ W[3:5, 3:5, i] <- mddWSample (mod, Thetal, , i],

+ thetaO[i - 1, 1, 3 / 2, S8i[3:5, 3:5], 3, 5)

+ mod$w <- W[, , il

+ thetaO[i, ] <- mddThetaOSample(mod, Thetal, , il)

+ phi[i] <- mddPhiSample(y, mod, Thetal, , il, phili - 11)
>

A estratégia sugerida na Subse¢ao 3.2.1, de especificacao da distribui¢ao a priori
conjunta dos parametros desconhecidos, foi aqui adotada. A forma de definicao dos
parametros iniciais ©) e W e organizacao das amostras geradas é a mesma do caso
simulado na Subsecao 4.1.1. Dessa forma, os Codigos 4.2 e 4.3 sao bastante similares,
e podemos seguir a analise dos resultados.

A Figura 4.2 apresenta, nessa ordem, a série observada 1;, e as estimativas das
médias p;, dos niveis 01, e dos efeitos de sazonalidade 03, 4+ 05;. O ajuste do modelo
nos permite descrever o resultado observado em termos dos fatores que o determinam.
Essa representacao do fenomeno pode ser ttil na definicao e avaliacao de politicas
publicas de saude.

A titulo de ilustracao, uma acao estruturada de combate ao tabagismo estaria mais
facilmente ligada a mudangas do nivel do que do comportamento ciclico da série. Isso
é, trata-se de uma medida que busca a diminuicao da populagao pertencente ao grupo
de risco, e nao uma intervencao relativa aos periodos mais criticos do ano. Nesse sen-
tido, se o foco principal da analise fosse a avaliacao do impacto da campanha no nivel
nao observavel da série, estariamos particularmente interessados no acompanhamento
do quarto gréafico da Figura 4.2. Desse modo, o modelo representaria um diagnéstico

capaz de destacar o aspecto ao qual estamos interessados.
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credibilidade de 95% (linhas pretas tracejadas).
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Suponha que a baixa umidade relativa do ar fosse o principal motivo da variagao
periédica da série. Neste caso, se o governo decidisse determinar a obrigatoriedade do
uso de umidificadores de ar em escolas e érgaos publicos, o efeito, se fosse significa-
tivo, poderia influenciar o comportamento ciclico da série. Esperariamos observar um
achatamento da amplitude da curva presente no terceiro grafico da Figura 4.2. Seria
uma evidéncia de que a determinacao governamental foi til em reduzir os efeitos re-
lativos ao periodo de seca. Note que a leitura direta dos dados dificulta a visualizacao
da mudanca do padrao sazonal.

O modelo poderia ser aprimorado para incorporar o efeito de covariaveis, como os
niveis de poluicao do ar, por exemplo. Para lidar com o efeito cumulativo da poluicao,
provavelmente o uso de fungoes de transferéncia seria recomendavel.

Por fim, usar o modelo para fazer previsoes pode ser 1til no planejamento gover-
namental. Cada ponto simulado da posteriori (0, 1| D;) nos permite gerar valores da

distribuicao a priori expressa por

p(9T+17 s aeT-l-mayT—i-la S 7yT+m’DT)'

Para tanto, usamos a seguinte relagao:

p<0T+1a s >9T+m7yT+l> oo 7yT+m7w79t|DT> -

p(9T+1, e 70T+m7 Yr+1, - - »yT+m|¢> QT)p(eta ¢|Dt)'

A Figura 4.3 apresenta a previsao feita para cada trimestre de 2010. No intuito
de destacar o periodo de previsao, apresentamos apenas os dados a partir do ano de
2007. Vale salientar que a previsao foi feita com o ajuste baseado em toda a série
histérica (de 1998 a 2009). Observe que o intervalo de credibilidade de 90% se torna
cada vez mais impreciso na medida em que aumenta a distancia temporal entre o
momento atual (fim de 2009) e o momento previsto. As estimativas sdo um tanto
imprecisas. Futuros aprimoramentos, como a inclusao de covaridveis, podem tornar
a distribuicao preditiva mais precisa, potencializando os beneficios do processo de

previsao.
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Figura 4.3: Proporcao de internacoes por doengas do aparelho respiratério no DF
(linhas cinzas) e valores previstos para o ano de 2010 (linha preta) com respectivos
intervalos de credibilidade de 90% (linhas pretas tracejadas).

4.2 Modelos multivariados - Caso Dirichlet

Nesta secao retornamos ao tema central dessa dissertacao, que trata do modelo
dinamico Dirichlet no caso geral multivariado. Iniciamos a exposicao ajustando um
conjunto de dados simulados. Tal procedimento nos auxilia a discutir certas parti-
cularidades dos modelos dinamicos Dirichlet no contexto multivariado. Em seguida,
abordamos o caso estatico, correspondente ao modelo de regressao Dirichlet. Por fim,
na Subsecao 4.2.3 modelamos dados relativos ao perfil das taxas de ébitos por causas

externas no Brasil.

4.2.1 Ajuste de dados simulados

Nesta secao ajustamos um conjunto de dados simulados a partir de um modelo
dinamico Dirichlet envolvendo dados composicionais com 3 categorias. Isso nos per-
mite avaliar a qualidade do ajuste baseado na proposta de estimagao via cadeias de

Markov. Optamos por utilizar um MDD caracterizado por uma tendéncia de cresci-

101



mento polinomial, definido pelas seguintes matrizes:

1000 Jo(1) 0 '
F= LG = , W = diag(Wh,...,Wy), ¢ =500 %,
0010 0 L)
com Wi, = W3 = 1073 e Wy = Wy = 10~*. Os valores de ¢ e W foram estrategica-
mente especificados de forma a garantir certa similaridade entre o modelo simulado
nesta secao e o MDD aplicado a dados reais na Subsecao 4.2.3.
A Equacgao de evolucao do referido modelo pode, entao, ser expressa, para t =

1,..., N, por:

010 = 0141+ 0241 + w1y,
oy = 0211 + way,
O3t = 0341+ 0141 + w3y,

Ost = O4¢—1 + way.

Dessa forma, os parametros de tendéncia 6y e 04 seguem um passeio aleatério,
enquanto os parametros de nivel 6, e 63 estao sujeitos a uma evolucao localmente
linear.

A partir da aplicagao da matriz F' ao vetor ;, obtemos A\ = (A14, Aot)’ = (014, 05),

e pela funcao de ligacao logito aditiva, py = (p1¢, par)’, com

91,5 93t

e
- ]_ + eelt _|_ 693t

e

M2t = 11 b 4 b

Mt

Portanto, os parametros de nivel 6y; e 03 definem a média da distribuicao das
observacgoes.

Como cada observacao y; corresponde a um vetor tridimensional, tal que a soma
de suas entradas ¢ igual a 1, modelamos diretamente apenas duas das trés categorias.
De todo modo, o comportamento da terceira categoria também ¢é descrito, ainda que
indiretamente, a medida que as médias se relacionam entre si. Se, para um dado t,
01; e 03 sao ambos negativos, as médias jq; e o S0, necessariamente, inferiores a

1/3, e consequentemente, a participacao da terceira categoria serd expressiva.
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Inclusao de covariaveis no modelo

Embora nao tenhamos, aqui, incluido qualquer covariavel ao modelo, nossa proposta
do MDD, como mencionado anteriormente, foi feita de forma a permitir tal inclusao.
H4, contudo, uma particularidade que deve ser salientada. A titulo de ilustracao,
considere os processos judiciais protocolados em um Tribunal de Justica estadual. Tais
processos podem ser classificados como de primeira instancia, de sequnda instancia ou
de juizado especial. Suponha que haja interesse no monitoramento da participacao de
cada uma dessas 3 categorias no volume de processos novos. Neste caso, como decidir
qual delas serd modelada indiretamente? Se o interesse em cada uma dessas classes
de processos é o mesmo, é possivel separar aquela em que ha maior dificuldade em se
descrever.

Ainda considerando o exemplo do Tribunal, poder-se-ia adotar, como variavel
explicativa para os processos novos de segunda instancia, o nimero de processos
novos de primeira instancia no periodo anterior. Para os casos novos de juizado
especial, por sua vez, uma covariavel candidata seria o indice de acordos feitos no
periodo anterior. Nessas condicoes, a categoria primeira instancia nao seria modelada
diretamente por se considerar mais dificil sua descricao, em comparacao as demais
classes de processos. Essa escolha poderia, também, ser justificada por um possivel
interesse acerca da relacao entre as covariaveis citadas e as médias ;.

Observe que, a depender do cenario, uma mesma variavel pode ser usada para ex-
plicar mais de uma categoria. No contexto multivariado, ha incontéveis possibilidades
de especificacao das matrizes F' e GG. A sensibilidade e compreensao do fenomeno,

por parte do analista, sao determinantes para a qualidade e utilidade do modelo.

Analise dos dados simulados

Retornando ao modelo em estudo nessa se¢ao, com o primeiro bloco do Cédigo 4.4,
geramos observagoes do modelo em questao. Assim como no caso Beta simulado, defi-
nimos my aleatoriamente e fizemos 6, ~ my. Para tanto, definimos Cy = 10~° I. No-
vamente, observe que nao estamos adotando uma priori precisa para # na estimacao
dos parametros do modelo. Estamos, simplesmente, definindo o estado inicial do sis-
tema no processo de geracao de uma amostra do modelo. Na tltima linha do Bloco

1, removemos, aleatoriamente, 20% das observacoes 1; para ilustrar como lidar com
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observagoes faltantes.

Cédigo 4.4: Ajuste de dados simulados multivariados

\2

# Bloco 1: Geragdo dos dados e definicdo do modelo
> set.seed(111)

> N1 <- 50

> FF <- matrix (0, 2, 4)

> FF[1, 1] <- FF[2, 3] <- 1

> aux <- dlmModPoly (2) $GG

> GG <- bdiag(aux, aux)

> W.real <- diag(rep(c(le-3, 1le-4), 2))

> m0 <- rnorm(4, sd = rep(c(0.5, 0.01), 2))
> CO <- diag(le-5, 4)

> mod <- list(FF = FF, GG = GG,

+ W = W.real, mO = mO, CO = CO)

> phi.real <- 500

> modObs <- rMdd(mod, phi.real, N1)

> N <- 40

> y <- modObs$y[1:N, ]

> mu.real <- modObs$mul[l1:N, ]

> theta.real <- modObs$thetal[1:N, ]

> y[sample(2:(N - 1), N / 10), ] <- NA

> # Bloco 2: Especificag¢c@o dos wvalores iniciats do Gibbs
> disc <- ¢c(0.8, 0.8)

> dim.disc <- c(2, 2)

> dim.sys <- length(mod$mO0)

> mod$m0 <- rep(0, dim.sys)

> mod$CO <- diag(10, 4)

> phi0O <- 250

> mcmc <- 200000

> Theta <- array(dim = c(N, dim.sys, mcmc + 1))
> W <- array (0, dim = c(dim.sys, dim.sys, mcmc + 1))
> theta0 <- rbind(mod$m0, matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))

> phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))
> aux <- mddFilter(y, mod, phiO , disc, dim.disc)
> W[, , 1] <- mod$W <- dlmSvd2var (aux$U.W, aux$D.W) [[N]]

> filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)
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> Thetal[, , 1] <- dropFirst(mddSmooth(filtro)$s)
> linhasNA <- order(y[, 1], na.last = F)[1:sum(is.na(y[, 1]))]
> Si <- diag(le-3, dim.sys)

> controle <- 0

> # Bloco 3: Geragdo, via Gibbs, de amostras da posterior:

> for (i in 2:(mcmc + 1)) {

+ if (controle >= 100) {

+ filtro <- mddFilter(y, mod, phil[i - 1])

+ controle <- O

+ }

+ y[linhasNA, ] <- mddYSample (mod,

+ Thetal, , i - 1], phil[i - 1], linhasNA)

+ Thetal, , i] <- mddThetaSample(filtro, y, mod,

+ Thetal, , i - 1], thetaO[i - 1, 1, phili - 11)
+ mod$W <- W[, , i] <- mddWSample (mod, Thetal, , 1i],
+ thetaO[i - 1, 1, 4 / 2, Si, 1, 4)

+ thetaO[i, ] <- mddThetaOSample (mod, Thetal, , i])
+ phi[i] <- mddPhiSample(y, mod, Thetal, , il, phil[i - 1])
+ tmp <- identical(Thetal, , il, Thetal, , i - 11)

+ controle <- ifelse(tmp, controle + 1, 0)

+ }

No segundo bloco do Cédigo 4.4, definimos, com base no processo de filtragem
descrito na Subsecdo 3.1.1, os valores iniciais ©© e W© do algoritmo MCMC.

O terceiro bloco do codigo foi construido para executar o algoritmo de estimagao
offline, amostrando das distribui¢oes condicionais completas. E instrutivo notar que
adotamos uma estratégia extremamente util no caso multivariado: o procedimento de
filtragem relativo ao método C'UBS nao ¢ feito a cada iteracao. Em outras palavras,
nao atualizamos a funcao geradora de candidatos a cada passo, e sim quando nenhum
dos 100 (ndmero escolhido arbitrariamente) primeiros candidatos gerados por ela é
aceito. Observe a funcao desempenhada pelo objeto controle no cédigo.

Recorde que a cada iteragao, o processo de filtragem é responsavel por pratica-
mente todo o tempo computacional demandado. Felizmente, o ganho em qualidade
da funcao geradora de candidatos, decorrente da atualizacao de seus momentos, é

muito baixo entre iteracoes proximas na cadeia de Markov. Dessa forma, podemos,
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tanto do ponto de vista pratico como tedrico, evitar o gasto de tempo desnecessério
com tal atividade. Por outro lado, se a atualizacao for demasiadamente rara, a funcao
geradora de candidatos se tornard obsoleta, ineficiente e incompativel com o estado
corrente da cadeia. Em resumo, caso nao tivéssemos adotado tal medida, o tempo
computacional do algoritmo MCMC seria proibitivo, podendo demorar mais de um
meés para ser finalizado.

Visto que nao ha covaridveis ou sazonalidade no modelo aqui considerado, o in-
teresse retrospectivo principal do ajuste refere-se as estimativas das médias das ca-
tegorias. Neste ajuste, optamos por descartar as primeiras 75000 amostras e utilizar
apenas uma a cada 100 das restantes. A Figura 4.4 exibe, além dos valores simula-
dos para a varidvel resposta em cada uma das categorias (linhas cinzas), as médias
reais (linhas vermelhas) e as estimativas das médias (linhas pretas). Mais uma vez,
o modelo foi capaz de recuperar as médias nao observaveis que geraram os dados. A
moda e a mediana da distribuicao a posteriori de ¢ foram, respectivamente, 602.22
e 623.73 (o valor real é 500). Ressaltamos que a moda foi obtida pela maximizacao
da densidade empirica, suavizada pela funcao R density, das amostras MCMC do

parametro ¢.

0.7

0.5

Proporcéo
0.3

0.2

0.0

0 10 20 30 40
tempo

Figura 4.4: Proporgoes observadas (linhas cinzas), médias reais (linhas vermelhas) e
médias estimadas (linha preta) com intervalos de credibilidade de 95% (linhas pretas
tracejadas).
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Cabe salientar que, pela maneira como foi formulado o modelo, s6 ha dois parametros
de média a cada tempo, i e pg, um para cada uma das duas primeiras catego-
rias. Por outro lado, podemos definir, como o fizemos na formulacao do modelo,
par = 1 — (p1g + por). Dessa forma, cada amostra MCMC de p; estd associada um

valor p3;, e a partir dai, construimos um intervalo de credibilidade quantilico para ;.

Representacao da sazonalidade no modelo

Com base nos procedimentos de especificacao das matrizes F' e (G, descritos na Secao
1.4, é possivel incorporar o efeito da sazonalidade no comportamento de cada cate-
goria modelada. Considerando o modelo ajustado nesta subsegao, caso o fenomeno
apresente 4 periodos sazonais, é possivel incorporar a sazonalidade definindo-se as

seguintes matrizes:

B, B, 1 0 0 0 G 0 A1) 0
F= e G= , com G'=
0 0 0 B B 1 0 G 0 Gpar

Recorde que adotamos a representacao trigonométrica da sazonalidade. Dessa
forma, incluimos, a cada uma das duas categorias modeladas, dois parametros de
sazonalidade (um para cada harmoénico). As matrizes F' e G apresentadas acima

implicam em A\; = (A1¢, Ag;), com:

M = 01 + O3t + 05y,

Aot = Ot + Os¢ + 10

Os parametros 6y; e g representam, respectivamente, o nivel das categorias A e
B. 03, e 05 representam o estado de cada um dos harmonicos referentes a A. De
maneira analoga, fg; e 01o; retratam o estado dos harmonicos de B. A extensao para
cenarios onde o periodo sazonal ¢é diferente de 4 é imediata adotando-se a estratégia

de definicao de F' e G ja discutida.
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4.2.2 Regressao Dirichlet - estimacao num contexto simulado

Nesta subsecao mostraremos como o modelo dinamico Dirichlet pode ser especificado
de modo a se apresentar como um modelo de regressao Dirichlet. Em seguida, ajus-
taremos um conjunto de dados simulados a fim de mostrar a capacidade do método
inferencial em estimar os parametros da regressao.

O modelo de regressao Dirichlet pode ser obtido fazendo-se G; =1 e W = 0. Na
regressao Dirichlet, o indice ¢ nao mais denota “tempo”e sim “observagao”. Dessa

forma, obtém-se a seguinte estrutura:

e Equacao das observacoes:

(Yi|pee, &) ~ Dirichlet(pq¢¢, prog®, - . . , gt ) , onde:

E—1 k—1
pre = 1 — Z/Mt, Y = 1 — Zyit; 0 <y, ppir <1 Vi

i=1 i=1

¢>0 e pr=(t1es- - Mhp1)

e Funcao de ligagao: logito aditiva

/
N = Fl0 = {log (&> ..., log <M>] .
Mt st

e Distribuicao a priori:
(0,0) ~ p(0)p(¢) = N(mq, Cy) Gama(a, 5).

Para dar prosseguimento ao estudo do modelo de regressao Dirichlet, vamos consi-
derar o caso em que as observagoes retratam a participagao (taxa) de cada uma das 3
categorias (A, B e C) no fenémeno. Além disso, cada uma das categorias livres (A e
B) sao modeladas por duas covariaveis e um intercepto. Isto é, o vetor do sistema, 6,

tem dimensao igual a 6 e se relaciona ao preditor linear \; = (A4, Ag;)’ pelas seguintes
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equacoes:

A =01 + 214,402 + 24,03,

Aot = 04 + 21,405 + 225405,

onde 14, € o valor da 1* covaridvel, no tempo ¢, relativa a categoria A. A mesma
regra se aplica as demais covariaveis. Observe que estamos usando informacoes au-
xiliares para descrever a média pu;, que em conjunto com o parametro ¢, define a
distribuicao das observagoes. Observe, ainda, que estamos adequadamente conside-
rando as restrigoes impostas pelo fenomeno. Isto é, a média de uma categoria sé pode
aumentar em detrimento de pelo menos uma das restantes. Esse resultado nao seria
valido se estivéssemos modelando as proporcoes em cada categoria separadamente,
em uma abordagem univariada.

A estrutura acima obtida é naturalmente descrita definindo-se os seguintes com-

ponentes do modelo dinamico Dirichlet

1 x Toasr O 0 0
F = e At CG=T, W=0, ¢ =500
0 0 0 1 xlB,t CCQB¢

Seguindo o tratamento dado aos casos discutidos anteriormente, usamos o primeiro
bloco do Cdédigo 4.5 para definir o modelo e dele gerar uma observacao. Ressaltamos
o fato de termos de criar o objeto JFF para lidar com o armazenamento das matrizes
F;. Recorde que adotamos a mesma estratégia de especificacao de modelos do pacote
dIm. Assim como no caso univariado, utilizamos o processo de filtragem para definir

a matriz de covariancia da fungao geradora de candidatos Gaussiana.

Cédigo 4.5: Modelo de regressao Dirichlet

> # Bloco 1: Geragdo dos dados e definig@o do modelo

> set.seed(111)

> N <- 60

> FF <- diag(2) %x% matrix(c(1, 1, 1), nr = 1)

> GG <- diag(6)

> W <- diag(0, 6)

> JFF <- matrix(c(0:2, rep(0, 7), 3:4), 2, 6, byrow = T)
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X <- matrix(rnorm(4 * N), nc = 4)
m0 <- rnorm(6, sd = c(0.7, 0.2, 0.2))
CO <- diag(le-5, 6)
mod <- list(FF = FF, GG = GG,
W =W, JFF = JFF, X = X, mO = m0O, CO = CO)
phi.real <- 300
modObs <- rMdd(mod, phi.real, N)
y <- modObs$y
mu.real <- modObs$mu

theta.real <- modObs$theta

# Bloco 2: Estimac¢cd@o do modelo
mcmc <- 20000
dim.sys <- length(mod$m0)
mod$m0 <- rep(0, dim.sys)
mod$CO0 <- diag (10, 6)
phi0 <- 100
filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)
theta <- rbind(filtro$m[N + 1, ], matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))
phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))
sigma <- dlmSvd2var (filtro$U.C, filtro$D.C)[[N + 1]]
for (i in 2:(mcmc + 1)) {
aux <- mddStaticThetaSample(y, mod,
phil[i - 1], thetali - 1, ], Sigma = sigma)
thetali, ] <- aux[[1]]

phi[i] <- mddPhiSample(y, mod, aux[[2]], phili - 1])

# Bloco 3: Organizagdo das amostras e apresentacdo dos resultados
burnin <- 100

thin <- 10

nAmostras <- (mcmc - burnin) / thin

aux <- burnin + (l:nAmostras) * thin

theta.final <- thetalaux, ]

phi.final <- phi[aux]

aux <- cbind(theta.final, phi.final)

parm.hat <- apply(aux, 2, mean)

nomes <- c("IntA", "ReglA", "Reg2A",
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+  "IntB", "ReglB", "Reg2B", "phi")

> quadro.resumo <- round(rbind(c(m0, phi.real),
+ parm.hat, sqrt(diag(cov(aux)))), 4)

> colnames (quadro.resumo) <- nomes

> rownames (quadro.resumo) <- c("Valores reais",

+ "Valores estimados", "Erro padrdo")
> print (quadro.resumo, digits=2)

IntA ReglA Reg2A IntB ReglB Reg2B phi
Valores reais 0.665 0.0047 0.349 0.482 0.067 -0.037 300.000

Valores estimados 0.624 0.0165 0.351 0.451 0.042 -0.028 296.465
Erro padréo 0.020 0.0138 0.017 0.020 0.015 0.018 39.442

No segundo bloco do Cédigo 4.5, usamos as funcoes descritas anteriormente para
gerar amostras da distribui¢ao a posteriori de (6, ¢). O terceiro bloco do cédigo, por
sua vez, organiza as amostras e apresenta uma tabela contendo os valores reais e
estimados para os parametros da regressao 6, ..., 0.

No intuito de facilitar a comparacao dos valores reais e estimados, exibimos, na
Figura 4.5, os valores reais (pontos vermelhos) e os respectivos intervalos HPD de
95%. O eixo das abscissas representa o indice i do vetor 6;. Da Figura 4.5, é imediato
perceber a boa capacidade do modelo em recuperar os valores dos parametros 6 que
geraram a série observada 1;. Note que aqui estamos comparando as estimativas
com os valores reais dos parametros. Na Subsecao 4.1.2, a comparacao era entre as
estimativas do MDD e as estimativas do modelo classico de regressao Beta.

H4, neste momento, um projeto formal de desenvolvimento de um pacote R relaci-
onado ao modelo classico de regressao Dirichlet, denominado DirichletReg. Quando os
autores disponibilizarem este pacote, as rotinas nele implementadas poderao ser usa-
das na comparagao do modelo cléssico de regressao Dirichlet com o MDD (Bayesiano)
introduzido nesta dissertacao.

O caso estatico, aqui considerado, é extremamente mais simples, do ponto de vista
operacional, que o modelo dinamico equivalente. Nao é preciso lidar com as matrizes
W, além de sé ser preciso executar o passo de filtragem uma unica vez. O tempo
computacional necessario para estimar um modelo com W = 0 é muitas vezes inferior

ao requerido pelo modelo equivalente com W # 0.
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Figura 4.5: Valores reais (pontos vermelhos) e estimativas intervalares de credibilidade
de 95% (linhas pretas) dos parametros da regressao 6.

4.2.3 MDD: Uma aplicacao a dados de 6bitos no Brasil

Finalizaremos este capitulo ajustando um Modelo Dinamico Dirichlet a um conjunto
de dados reais, também relacionados a satide publica. O capitulo XX: causas exter-
nas de morbidade e de mortalidade; da atual Classificacao FEstatistica Internacional
de Doencas e Problemas Relacionados com a Saiude - CID-10 - estd seccionado de

maneira que nos permite estabelecer as seguintes categorias:

A - Acidentes de transporte;
B - Agressoes e lesoes autoprovocadas intencionalmente;

C' - Outras causas externas de mortalidade.

Do ponto de vista social, a reducao dos acidentes de transito fatais e da violéncia,
seja ela a terceiros ou a si proprio, sao objetivos fundamentais de qualquer governo.
Dessa maneira, busca-se o aumento da contribuicdo de C' (outras causas externas
de mortalidade), em relagdo ao volume total de ébitos. Note, de todo modo, que
é somente desejavel o aumento da contribuicao de C| ou seja, a mudanca do perfil
dos 6bitos no pais. A reducao absoluta, tanto dessa quanto das demais categorias, é

obviamente apreciavel.
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Pelo site do DATASUS (http://www2.datasus.gov.br), extraimos os dados men-
sais, em nivel nacional, de 6bitos por causas externas e geramos uma série historica
trimestral das proporcoes de cada uma das categorias A, B e C no periodo de 1998
a 2010. Ajustamos aos dados um modelo polinomial equivalente ao utilizado na

Subsecao 4.2.1. Isto é,

1000 Jy(1) 0
0010 0 Jy1)

O primeiro bloco do Cédigo 4.6 trata da leitura dos dados armazenados em um
documento de texto (.tzt) e da especificagao do modelo. As fungoes de especificagao
do pacote dlm ja nao sao suficientes para se construir o objeto mod. Ou seja, é preciso
definir, separadamente, cada objeto F, G, dentre outros, e agrega-los usando a fungao

list.

Cédigo 4.6: Ajuste de dados sobre 6bitos por causas externas

> # Bloco 1: Leitura dos dados e especificag¢c@o do modelo
> aux <- read.table("Dados - Obitos por causa.txt")

> y <- ts(aux, start = c(1998, 1), frequency = 4)

> N <- nrow(y)

> FF <- matrix (0, 2, 4)

> FF[1, 1] <- FF[2, 3] <- 1

> aux <- dlmModPoly (2) $GG

> GG <- bdiag(aux, aux)

> m0 <- rep(0, 4)

> CO <- diag(10, 4)

> mod <- 1list(FF = FF, GG = GG, W = W, mO = m0, CO = CO)

> dim.sys <- length(mod$m0)

> # Bloco 2: Atribuicdo dos wvalores intciats do Gibbs
> mcmc <- 20000

> phi0O <- 500

> disc <- c(0.85, 0.85)

> dim.disc <- c(2, 2)

> Theta <- array(dim = c(N, dim.sys, mcmc + 1))

> W <- array(0, dim = c(dim.sys, dim.sys, mcmc + 1))
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> theta0 <- rbind(mod$m0, matrix(nr = mcmc, nc = dim.sys))
> phi <- c(phiO, rep(0, mcmc))

> aux <- mddFilter(y, mod, phiO , disc, dim.disc)

> W[, , 1] <- mod$W <- dlmSvd2var (aux$U.W, aux$D.W) [[N]]

> filtro <- mddFilter(y, mod, phiO)

> Thetal, , 1] <- dropFirst(mddSmooth(filtro)$s)

> 8i <- diag(le-3, dim.sys)

> # Bloco 3: Geragdo, via Gibbs, de amostras da posteriori
> for (i in 2:(mcmc + 1)) {

+ if (controle >= 100) {

+ filtro <- mddFilter(y, mod, phil[i - 1])

+ controle <- O

+ }

+ Thetal[, , 1] <- mddThetaSample(filtro, y, mod,

+ Thetal, , 1 - 1], thetaO[i - 1, 1, phili - 11)

+ mod$W <- W[, , i] <- mddWSample (mod, Thetal, , 1il,
+ thetaO[i - 1, ], 4 / 2, Si, 1, 4)

+ thetaO[i, ] <- mddThetaOSample (mod, Thetal, , i])
+ phil[i] <- mddPhiSample(y, mod, Thetal, , il, phil[i - 1])
+ tmp <- identical (Thetal, , i], Thetal, , i - 11)

+ controle <- ifelse(tmp, controle + 1, 0)

+ }

O bloco 2 do Cddigo 4.6 foi desenvolvido para criar os objetos que receberao as
amostras geradas e definir os valores iniciais da cadeia de Markov. O bloco 3 executa
o processo de amostragem propriamente dito. Ressaltamos que, novamente, a atua-
lizagao dos parametros da fungao geradora de candidatos s6 ocorre eventualmente.

A categoria C' foi modelada indiretamente. Note que, entre as 3, ela é, do ponto
de vista prético, de menor importancia e representa o saldo residual (caracterizado
pelo termo outros) dos 6bitos.

Neste ajuste, utilizamos apenas uma a cada 100 amostras geradas. A Figura
4.6 exibe, sobrepostas, as proporcoes observadas e as estimativas da média de cada
categoria. As proporgoes de A, B e (' foram apresentadas, respectivamente, com as
cores cinza, azul e marrom. As linha pretas, como de costume, denotam as estimativas

intervalares.
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Figura 4.6: Proporgoes observadas de 6bitos por A - acidentes de transporte (linha
cinza), B - agressoes e lesoes autoprovocadas intencionalmente (linha azul) e C -
outras causas externas de mortalidade (linha marrom). Estimativas das médias das
categorias (linhas pretas) e intervalos de credibilidade de 95% (linhas pretas traceja-
das).

Do inicio da série, em 1998, até o ano de 2009, houve uma reducao contundente e
sistematica da contribuicao dos acidentes de transporte no total de ébitos por causas
externas. Tal reducdo se refletiu no aumento da participagao de C' (outras causas
externas de mortalidade). Essa constatagdo é motivo de satisfa¢do, considerados os
argumentos apresentados na introducao desta subsecao. Nao obstante, a partir do ano
de 2009, a curva assumiu a direcao oposta, evidenciando um retrocesso no que se refere
aos acidentes de transito. Os 6bitos decorrentes de agressoes e lesoes autoprovocadas
intencionalmente estiveram estaveis até o ano de 2006, quando mostraram, até 2009,
uma reducao percentual significativa. A partir de entao, estabilizaram-se nesse novo
patamar.

No que se refere ao ajuste do parametro de precisao das observagoes, a moda e a
mediana da distribuicao a posteriori de ¢ foram, respectivamente, 2057.22 e 2043.87.
O intervalo HPD, de 95%, para ¢ é (1337.86, 2819.19). Esse alto valor estimado para
¢ nao surpreende. A série y;, de fato, apresenta um ruido muito baixo. Do ponto de

vista pratico, dados de abrangéncia nacional correspondem a situagoes onde o erro
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amostral é pouco significativo. Em outras palavras, y; é uma medida precisa da média
nao observavel ;.

A Figura 4.7 apresenta as proporcoes observadas a partir do ano de 2009, bem
como as predi¢oes pontuais e intervalares (linhas tracejadas) para cada trimestre dos
anos de 2011 e 2012. Vale salientar que as previsoes foram construidas a partir do
ajuste de toda a série disponivel (desde 1998), ainda que, para facilitar a visualizac¢ao
do periodo de previsao, tenhamos omitido os anos iniciais. O grafico fortalece o
argumento de haver uma tendéncia atual de crescimento da proporcao associada aos

acidentes de transporte.

) :
S :
o © e -
W o | T ~-< 2
B2 S -
> -~
3 -
S
)
o T
O o
©
o
<
=
@
2 o
O o
e e, gz o==CTT 7T
S
S :
T T T T T
2009 2010 2011 2012 2013

Figura 4.7: Proporcoes observadas de 6bitos, em 2009 e 2010, por A - acidentes de
transporte (linha cinza), B - agressoes e lesoes autoprovocadas intencionalmente (li-
nha azul) e C - outras causas externas de mortalidade (linha marrom). Previsoes das
proporgoes para 2011 e 2012 com intervalos de credibilidade de 90% (linhas traceja-
das).

O modelo, como foi construido, pode ser 1til tanto no monitoramento continuo
desse importante fenomeno de satide publica, que também envolve aspectos de violéncia
e de transportes, quanto no estabelecimento de politicas publicas. Poderia se pen-
sar, por exemplo, em metas baseadas na redugao em relacao ao cendrio previsto, a
exemplo do que normalmente é feito na definicao de metas ambientais.

Outra possibilidade é avaliar os resultados obtidos com base nos valores ajustados,

e nao nos observados. O ganho estd em evitar que possiveis comportamentos atipicos
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prejudiquem a qualidade do diagndstico. Ou seja, essa estratégia afasta a possibi-
lidade da andlise ser ludibriada por interferéncias nao sustentaveis que modifiquem
somente o resultado do periodo (y;), sem que seja alterada de maneira significativa a

média nao observavel do sistema ().
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Capitulo 5

Conclusao e trabalhos futuros

Iniciamos este trabalho de pesquisa com a aplicagao da abordagem de estimacao via
MCMC, em especial o método CUBS (Ravines et al., 2007), ao modelo proposto
por da-Silva et al. (2011). Esta atividade foi acompanhada de um arduo trabalho
de implementacao computacional. Foi nesse momento que desenvolvemos a base de
todas as rotinas R apresentadas nesta dissertacao.

No momento em que conseguimos finalizar essa etapa, tendo observado bons re-
sultados, nos propusemos a tentar estender a metodologia ao caso multivariado. Mais
especificamente, ao caso em que as observacoes tém distribui¢ao Dirichlet, uma gene-
ralizacao da distribuicao Beta. Sabiamos, contudo, que por se tratar de um modelo
inédito, havia a possibilidade clara de nao obtermos éxito nessa empreitada. De
fato, percorremos caminhos infrutiferos antes de propor um modelo coerente, sob a
Otica probabilistica, e viavel, no que se refere a possibilidade de estimacao de seus
parametros.

Deve-se ressaltar que se por um lado a distribui¢ao Dirichlet é muito indicada
ao papel de distribuicao das observagoes, sua utilizagao como distribuicao a priori
(p¢|Dy—1) inviabiliza o processo de filtragem. As duas afirmagoes sdo consequéncia da
estrutura de covariancia rigida dessa distribuicao, expressa como fungao somente do
vetor de médias e do parametro (escalar) ¢.

A fim de tornar possivel, especificamente, a elicitacdo da priori (u|D;—1), respei-
tando-se a relagdo A\, = alz(y,;) e os momentos a priori de A, f; e @, fomos obrigados

a buscar outras distribuicoes, mais flexiveis, para dados composicionais, alternativas
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a Dirichlet. Foi nesse contexto que adotamos como priori a distribuicao Logistica-
Normal e, finalmente, conseguimos viabilizar a conclusao de todo ciclo inferencial
recursivo para a estimacgao dos parametros do sistema. Cabe destacar que a adogao
da distribuicao Logistica-Normal como distribuicao das observagoes nos obriga a lidar
com a especificacao (ou amostragem) de uma matriz ®, em substitui¢ao ao parametro
escalar ¢. Do ponto de vista pratico e operacional, tal alteragao aumenta significati-
vamente a dificuldade da estimacao e utilizacao do modelo.

Considerando o cendario acima descrito, o fato de termos alcancado o desafio
langado, propor o modelo dinamico Dirichlet (MDD) baseado nas idéias que am-
param os modelos dinamicos lineares generalizados, nos deixa muito satisfeitos. O
capitulo 4 evidencia a grande versatilidade do MDD apresentado. Recorde que com
ele, é possivel descrever dados univariados de proporcoes e dados composicionais mul-
tivariados, quando ha mais de uma categoria de resposta possivel. Além disso, o MDD
pode ser usado tanto no contexto estatico, funcionando como um modelo de regressao
Beta ou Dirichlet, quanto no contexto dinamico de séries temporais.

Diversas caracteristicas do fendomeno em estudo podem ser retratadas de maneira
extremamente simples e imediata. Em especial, citamos efeito de covariaveis, efeito
de sazonalidade, comportamento auto-regressivo e tendéncia de crescimento do nivel
da série observavel.

Os modelos dinamicos Dirichlet sao aplicaveis a incontaveis situacoes praticas e
podem ser usados no processo de previsao, na descricao da trajetoria dos parametros
do sistema, no diagnostico da relagao entre variaveis, na decomposi¢ao de um resul-
tado observado em termos dos fatores que o determinam, na identificacao de unidades
amostrais atipicas, etc.

No que se refere ao procedimento de estimagao, foram propostas duas abordagens,
online e offline. A primeira, de custo computacional despresivel, foi desenhada para
o processamento instantaneo de novos dados. Por outro lado, a segunda abordagem,
mais poderosa e abrangente, exige um esforco computacional significativo, principal-
mente no caso dinamico multivariado. Felizmente, as duas proposta apresentaram
resultados muito satisfatérios e proporcionam ao analista o poder de escolher, em

funcao de suas necessidades, o método de estimacao que melhor o atende.
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Naturalmente, nao é possivel esgotar as propriedades e caracteristicas de um mo-
delo desse porte em uma dissertacao de mestrado. Ha diversas atividades que podem
ser desenvolvidas em trabalhos futuros. Entre as principais, citamos as seguintes:

e Como mencionado na Subsecao 3.2.1.4, tivemos certa dificuldade em definir
parametros que tornem vaga a distribuicao a priori Wishart, adotada para a matriz
de covariancia dos erros de evolucao do sistema W. E possivel que a mé escolha da
informacao inicial ocasione certa perda de qualidade das estimativas. Diante disso, a
exploracao mais profunda dos aspectos relacionados a adocao da distribuicao a priori
Wishart pode ser de grande valia. Sabe-se que h4, na literatura, formas alternativas de
definir prioris para matrizes dessa natureza. Talvez alguma delas seja mais adequada
no contexto do MDD.

e O método CUBS amostra, em um unico movimento, todos os parametros des-
conhecidos © = (6q,...,07). Em certos casos, tal estratégia resulta em taxas de
aceitagao proibitivamente baixas, comprometendo, portanto, a eficiéncia do método.
Desse modo, imaginamos que outras propostas de funcoes geradoras de candidatos
podem trazer ganhos de eficiéncia em alguns cenérios.

e Pela grande flexibilidade dos modelos dinamicos Dirichlet, alguns casos parti-
culares importantes nao foram devidamente explorados. E preciso detalhar outros
procedimentos de especificacao das matrizes F; e G;. Sabe-se, por exemplo, que
¢é simples, pelas propriedades dos modelos dinamicos, acomodar componentes auto-
regressivos ao modelo, ainda que nao tenhamos nos referenciado diretamente a esse
caso nesta dissertacao.

e O processo computacional envolvido na aplicacao dos modelos dinamicos Di-
richlet nao é trivial. Mesmo tendo desenvolvido funcoes, de certo modo, robustas
para a implementacao da metodologia proposta, ainda héa, evidentemente, pontos
passiveis de melhoramento na programacao. O aprimoramento das rotinas R desen-
volvidas nesse projeto poderia tanto tornar as funcao menos suscetiveis a dificuldades
numéricas quanto aumentar a velocidade de processamento dos dados. Executar parte
do processo em C em especial as integrais no hipercubo envolvidas no processo de
filtragem, poderia representar ganhos significativos de eficiéncia.

e Embora tenhamos observado, com o auxilio de técnicas descritivas, bons ajustes

no capitulo 4, nao fomos tao rigorosos na fase de diagnodstico do modelo. Dessa
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maneira, ainda estd pendente a atividade de detalhamento de técnicas formais de
diagnostico. Nesse mesmo sentido, métodos de selecao de modelos também precisam
ser investigados.

e Uma forte restricao do modelo proposto, é ser este aplicavel somente a cenarios
nos quais o parametro de precisao é constante no tempo. A adi¢ao de dinamica a esse
parametro ou descrevé-lo em termos de covaridveis, permitiria ao modelo dinamico
Dirichlet um ganho adicional de flexibilidade.

e Por fim, é preciso simular o procedimento proposto de estimagao milhares de
vezes, e em diversos cenarios diferentes, a fim de investigar suas propriedades es-

tatisticas.
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