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Resumo

O modelo CreditRisk+ vem se difundindo rapidamente na industria bancéria em
especial nos mercados em que os demais modelos de estimacao da distribuicao de
perda agregada possuem restricoes de implementagao. Essa metodologia apresenta
resultados satisfatérios e suas caracteristicas parcimoniosas coincidem com os com-
ponentes avaliados pelo Acordo de Basiléia. Sua metodologia original estima a dis-
tribuicao de perda agregada e todas as demais medidas de risco de crédito resultantes
dessa distribuigao por meio de um algoritmo recursivo (conhecido como recursividade
de Panjer) evitando dessa forma o uso das simulagoes de Monte Carlo.

Neste estudo, o modelo CreditRisk+ serd detalhadamente apresentado, sendo evi-
denciadas suas principais fragilidades de implementagao sob condigoes reais de uma
carteira de crédito. Utilizando uma base de dados reais de uma carteira com dezes-
seis milhoes de clientes, sao demonstrados os efeitos de tais fragilidades e testadas
algumas alternativas para contorné-las. Contudo, a mais adequada alternativa para
tratamento dessas fragilidades recorre ao uso da metodologia conhecida como apro-
ximagoes ponto de sela, que utiliza a funcao geradora de cumulantes para estimar de
maneira computacionalmente eficiente e acurada as medidas de risco de crédito da
carteira.

Como principais resultados temos que o célculo das medidas de risco de crédito da
carteira, por meio da metodologia de aproximagoes ponto de sela, em termos de perfor-
mance de tempo de processamento é extremamente mais rapido do que as estimativas
através do algoritmo recursivo de Panjer. Em termos de acuréacia, a metodologia de
aproximacoes ponto de sela nao requer qualquer tipo de discretizacao dos valores
monetarios dos empréstimos dos clientes, fonte de varias fragilidades e instabilidade

numeérica do modelo original. A verificagao dos resultados do modelo basico por meio



do comportamento da cauda da distribuicao de perda agregada comprova o acimulo
de erro numérico do algoritmo de recursividade de Panjer.

Palavras Chave: Risco de Crédito, Acordo de Basiléia, Distribuicao de Perda
Agregada, Distribuicdo Binomial Negativa Composta, Value-at-Risk, Capital Economico,
Fungoes Geradoras, Recursividade de Panjer, CreditRisk+, Volatilidade da Taza de

Inadimpléncia, Aproximagoes Ponto de Sela.



Abstract

The CreditRisk+ model has been increasingly used in the banking industry. This
methodology has yielded satisfactory results mainly in markets where implementing
other aggregate-loss distribution estimation models is difficult. Its parsimonious fea-
tures coincide with the components assessed by the Basel Agreement. Its original
methodology estimates the aggregate-loss distribution and all other credit-risk mea-
sures resulting from this distribution through a recursive algorithm (known as Panjer
recursion), thereby avoiding the use of Monte Carlo simulations.

In this paper, the CreditRisk+ model will be described in detail and its main
implementation weaknesses under real conditions of a credit portfolio will be high-
lighted. Using a real database of a sixteen-million client credit portfolio, the effects of
such weaknesses are demonstrated and some alternatives to deal with them are tested.
However, the most appropriate way to address these weaknesses requires using the so-
called saddlepoint approximation methodology, which uses the cumulant-generating
function to assess the portfolio credit-risk measures in a computationally effective and
accurate fashion.

The main results were that, in terms of processing-time performance, calcula-
ting the portfolio credit-risk measures through the saddlepoint approximation metho-
dology is extremely faster than estimating it through the Panjer recursive algorithm.
With regard to accuracy, the saddlepoint approximation methodology does not require
any discretization of monetary amounts of client loans, which is a source of several
weaknesses and numerical instability in the original model. Furthermore, checking
the basic model results through the behavior of the aggregate-loss distribution tail
confirms the numerical error accumulation of the Panjer recursive algorithm.

Key Words: Credit Risk, Basel Agreement, Aggregate-loss Distribution, Com-
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pound Negative Binomial Distribution, Value at Risk, Economic Capital, Generating
Functions, Panjer Recursion, CreditRisk+, Default-Rate Volatility, Saddlepoint Ap-

proximations.
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Introducao

A recente crise financeira internacional, conhecida como a crise do subprime, foi
precedida de uma crise de crédito com impacto sobre a solvéncia dos bancos direta-
mente envolvidos. Independentemente das possiveis origens dessa crise (impactos das
inovagoes tecnologicas no mercado financeiro ou assimetria de informacoes no mercado
de crédito), por envolver diretamente a solvéncia dos bancos podemos considera-la
também como uma crise de capital economico.

O conceito de Capital Economico (CE) estd associado aos ativos ou ao capital de
um banco que serao utilizados em situagoes nas quais as perdas oriundas do crédito
estejam acima de uma perda média esperada e precificada. Tais perdas estao asso-
ciadas & ocorréncia de eventos simultaneos de inadimpléncia (default), quer dizer, a
uma probabilidade conjunta de default. A distribuicao dessa probabilidade conjunta
de default (ou seja, a distribuigao de perda agregada) descreve o risco que um banco
pode correr dentro de um periodo de tempo determinado, como por exemplo um ano.

Muito embora a teoria de risco oriunda da teoria da ruina e subsequentemente
da teoria atuarial de risco ja apresentasse resultados datados desde o inicio do século
passado, sua aplicacao ao risco de crédito é relativamente recente. Os principais
modelos que estimam a distribuicao de perda agregada para aplicacoes em risco de
crédito foram desenvolvidos somente nos anos 90. Quatro modelos em particular se
destacaram nesse objetivo de estimacao: Creditmetrics, Credit Portfolio View, KMV
e o modelo CreditRisk+.

Os trés primeiros modelos sao caracterizados por serem modelos de marcagao a
mercado, ou seja, estao associados a matrizes de migracgao de rating, ao valor de mer-
cado de uma carteira de empréstimos, a definicoes de evento de default em tempo

continuo, entre outras caracteristicas. Dessa forma, a aplicagao desses modelos a re-
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alidade de paises nos quais o mercado financeiro ainda nao esta totalmente amadure-
cido ¢ comprometida. O tltimo modelo, CreditRisk+ (CR+), por outro lado, tem
suas bases conceituais estabelecidas no componente principal em qualquer analise de
crédito: o evento de default de qualquer devedor em particular, por isso, o CR+ é
conhecido como modelo de modalidade de default.

Os valores de entrada no modelo CR+ coincidem com os componentes internos
exigidos pelo Acordo de Basiléia e pelos agentes reguladores de cada pais partici-
pante, respectivamente. Portanto, esse modelo se difundiu rapidamente na industria
bancaria. Em particular no Brasil, onde a aplicacao dos demais modelos é prejudi-
cada pelo nivel de desenvolvimento do mercado financeiro, no tocante ao mercado de
crédito, o modelo CR+ apresenta grande difusao.

Nesse modelo, o conceito de perda agregada parte considerando a probabilidade
individual de default, ou seja, a perda de um devedor A qualquer, como sendo repre-
sentada por uma varidvel aleatoria X, = [4v4, onde vy é a exposicao desse devedor
(o conceito de exposigao serd apresentado em maior detalhe no primeiro capitulo, con-
tudo preliminarmente pode-se dizer que refere-se ao valor do empréstimo realizado

pelo devedor A), e

I 1, se A entra em default
A p—
0, caso contrario
Entao, a distribui¢ao de probabilidade de X,, é dada por P(X4 = v4) = pa € por

P(X4=0)=1—pa. A perda agregada de uma carteira, considerando independéncia

dos devedores, serd representada por uma variavel aleatoria X:

N N
X = ZXA = ZI[AUA.
A=1 A=1

Esta perda agregada é estimada de maneira computacionalmente eficiente no mo-
delo CR+ utilizando a funcao geratriz de probabilidade e a partir do algoritmo re-
cursivo de Panjer [53]. Esse algoritmo reduz-se a uma férmula analitica tratavel que,
sob certas condigoes, estima a distribuicao de perda agregada de maneira acurada e
eficiente. Contudo, esse modelo apresenta fragilidades quando aplicado a condicoes

extremas como o calculo de perda agregada de um grande nimero de clientes. Entre
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as principais fragilidades estao a instabilidade numérica do algoritmo de Panjer e o
processo de discretizacao das exposicoes.

Alternativamente ao algoritmo de Panjer, apresentamos neste estudo um método
ainda mais eficiente em termos computacionais sem apresentar as fragilidades do
modelo original. Essa alternativa é conhecida na literatura estatistica como método de
aproximacoes ponto de sela, que utiliza a funcao geratriz de cumulantes e os primeiros
momentos para estimar os valores que mais importam em uma distribuicao de perda
agregada de risco de crédito: os valores extremais de percentis, como por exemplo,
o percentil 99,5. A escolha de percentis extremais esta associada aos conceitos de
Value-at-Risk, ou simplesmente VQR.

Portanto, apresentamos no capitulo primeiro os conceitos e defini¢coes basicos para
qualquer estudo na area de risco de crédito. No segundo capitulo, descrevemos de-
talhadamente o modelo CreditRisk+ e alguns conceitos intensamente utilizados em
seu desenvolvimento. No terceiro capitulo, apresentamos as principais fragilidades e
suas alternativas no modelo CR+. A alternativa que melhor responde as questoes
apontadas nesse capitulo encontra-se no método aproximacoes ponto de sela apre-
sentado no capitulo quatro. No quinto capitulo apresentamos um exemplo ntimerico
hipotético com vistas a elucidar os calculos de estimacao de toda discussao apresen-
tada nos capitulos precedentes. Finalizamos o estudo apresentando varios ensaios que
evidenciam as fragilidades, testamos algumas alternativas e apresentamos um com-
parativo dos métodos de recursividade de Panjer e de aproximagoes ponto de sela a

partir de uma base de dados real com 16 milhoes de clientes.
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Capitulo 1

Conceitos, Modelos e Definicoes de

Risco de Crédito

1.1 Introducao

A teoria de risco de crédito teve, na origem de seu desenvolvimento, os estudos
da area da ciéncia atuarial que estuda modelos relacionados a seguros de nao-vida,
ou seja, seguros de automoéveis, viagens e residéncias, tendo em comum o interesse na
descricao e estimacao do risco, visto como uma probabilidade de perda de natureza
economica. De acordo com McNeil et al. [45], o risco de crédito estd associado
ao risco de mudanca do valor de uma carteira devido a mudancgas inesperadas na
qualidade de crédito do emissor ou da contraparte. Segundo o Comité de Supervisao
Bancéria de Basiléia (Basel Committee on Banking Supervision - BCBS)[11], o risco
de crédito pode ser definido de maneira simples como a possibilidade de um tomador
ou contraparte de um banco nao honrar suas obrigagoes nos termos pactuados.

Uma das informacgoes mais significativas para a seguradora é conhecer a probabi-
lidade de ruina: a probabilidade de que em algum instante de tempo finito a reserva
de capital torne-se negativa. Da mesma forma, uma das informagoes mais relevantes
para um banco é conhecer seu valor monetario em risco que esta associado as suas
operacoes de empréstimo: a probabilidade de uma méaxima perda ocorrer em algum

instante de tempo finito.
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Essa probabilidade possui uma importancia tao acentuada que extrapolou as pre-
ocupacoes individuais de cada banco e tornou-se tema de discussoes relativas ao risco
sistémico, tratado por érgaos reguladores do mercado financeiro em todo o mundo.
Nesse sentido, o advento do Acordo de Basiléia surge como a referéncia tanto para
equalizar diferencas internacionais dessa probabilidade, ou seja, diferencas de capital
economico, como em BCBS [10], quanto para estabelecimento de novos padroes para
o tratamento de risco em institui¢oes financeiras, seu monitoramento e evidenciacao,
BCBS [14].

O capital econdomico, dessa forma, se traduz em uma probabilidade conjunta de
inadimpléncia considerando para tanto uma carteira de empréstimos. Esse capital
quando estimado por meio de férmulas estipuladas pelos agentes reguladores como o
BCBS [10,14], sendo posteriormente exigido pelos bancos centrais aos bancos, é con-
hecido como capital minimo exigido (CME) ou capital econémico regulatério (CER).

Seja o CER ou Capital Economico (CE) estimado internamente por modelos
proprietarios dos bancos, sua finalidade é impor limites a alavancagem dos bancos
e funciona como a reserva de capital para absorver perdas oriundas das diferentes
modalidades de risco, entre elas, o risco de crédito. Nesse capitulo, introduziremos
conceitos desse risco que serao necessarios para o desenvolvimento dos modelos de
perda agregada.

Apresentaremos na segao 1.2 os componentes de calculo do CE. Cada componente
tem sua propria linha de pesquisa na literatura académica e sua propria discussao
no ambiente regulatério. Contudo, apresentaremos apenas no nivel adequado para a
sequéncia de desenvolvimento do modelo de estimacao de CE. Serd recorrente nesta
dissertacao o uso de conceitos relacionados aos modelos de credit score, em particular
da metodologia que utiliza os modelos de regressao logistica. Desta forma, na secao
1.2.1 sera apresentada, também em nivel adequado, os conceitos dessa metodolo-
gia. Na segao 1.3 apresentaremos os conceitos de valor em risco (V@QR) e de capital
economico, principais valores a serem estimados no presente estudo. Na secao subse-
quente 1.4 apresentaremos um breve histérico do Acordo de Basiléia II, o conceito de
capital economico regulatério e sua versao no caso brasileiro. Por fim, apresentaremos
na secao 1.5 uma visao geral dos demais modelos de estimacgao de capital economico

e suas fragilidades para aplicagdo no contexto brasileiro.
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1.2 Componentes de Risco de Crédito: Conceito
de Default, Probabilidade de Default, Perda Dada
Inadimpléncia, Exposicao Liquida e Perda Es-

perada

O primeiro passo para a defini¢ao e estimacao dos componentes de risco de crédito
e mesmo do CE, é a defini¢ao do conceito de default. Segundo o Novo Acordo, BCBS
[14], a inadimpléncia é definida no pardgrafo 452 como: “Considera-se que houve
inadimpléncia quando, com relagao a um tomador em particular, um dos ou ambos
os eventos a seguir ocorre(m):

- O banco considera improvavel que o tomador ird honrar integralmente suas
obrigagoes junto ao conglomerado bancario, sem que o banco tenha que recorrer a
agoes como a execugoes de titulos (em caso de existir);

- O tomador esta em atraso ha mais de 90 dias em qualquer obrigagao de crédito
junto ao conglomerado bancario.”

Contudo, o conceito de default pode ser definido também por uma modelagem
estatistica, ja que em algumas modalidades de crédito atrasos de 90 dias nao repre-
sentam de fato a ocorréncia de inandimpléncia, pois a maioria dos clientes, apesar de
um longo periodo de atraso, arcam com pagamento de juros e multas de atraso sem
deixar de cumprir os termos de sua obrigacao, como ¢ tipico de empréstimos rurais
e agropecuarios. O mesmo prazo de 90 dias de atraso para outras modalidades de
crédito perde sentido, pois atrasos de até 15 dias sao suficientes para caracterizar o
default como é tipico dos empréstimos para segmentos pessoa fisica (PF) de baixa
renda.

Dessa forma, ¢ comum bancos utilizarem metodologias proprietarias para a definicao
do default. Estima-se para cada modalidade de crédito sua propria data de default,
em que atrasos acima dessa data estimada ja podem ser consideradas inadimpléncia.

Uma vez definido o conceito que demarca clientes inadimplentes, é possivel seg-

mentar o risco de crédito em dois fundamentais componentes: a probabilidade de
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default (PD) e a perda dada a inadimpléncia PDI(Loss Given Default, LGD).

A PD mensura a probabilidade, em determinado horizonte de tempo (em geral
um ano), de um cliente entrar em inadimpléncia em uma operagao de crédito ou em
um conjunto de operacoes de crédito. Existem duas abordagens mais utilizadas para
estimagao dessa probabilidade, segundo Bluhm et al.[18]:

- Calibracao da probabilidade de default a partir de ratings. Ratings basicamente
sao classificacoes que descrevem a capacidade de pagamento de um devedor, podendo
ser resultado de uma modelagem proprietaria de um banco, ou adquiridos junto a
agéncias externas de rating. Como ressalta Bluhm et al.[18], ratings sdo gerados tanto
de maneira quantitativa como qualitativa. Nessa metodologia, dada a classificacao de
ratings ano a ano, acompanha-se a frequéncia historica de default por rating, obtém-se
a partir desse historico a média e desvio-padrao de default para cada rating, estima-se
entdao via modelos regressivos (nao lineares em geral) uma relagao entre os ratings
e suas dispersoes. Todos os clientes classificados com determinado rating, dado seu
perfil, possuem sua PD calibrada por esse método.

- Estimagao da probabilidade de default via modelos credit score. Nesse método
estima-se a PD a partir de uma base histérica de informagoes de inadimpléncia,
por meio da qual varias metodologias estatisticas e mateméticas sao implementadas,
sendo as mais comuns segundo Hand e Henley [33], anélise de discriminante, regressao
linear multipla, regressao logistica, programacao linear e nao-linear, redes neurais
e método de darvores de decisdo. Segundo Hand e Henley [33], ndo ha, em geral,
nenhum método absolutamente melhor. O que é o melhor dependera dos detalhes
do pro-blema: A estrutura de dados, das caracteristicas usadas e do objetivo da
classificacao. A exatidao da classificacdo, medida de qualquer modo, é somente um
aspecto do desempenho. Outros aspectos incluem a velocidade da classificacao, a
velocidade com que um score ou uma probabilidade pode ser revisada, a facilidade
da compreensao do método da classificacao, entre outros.

Apo6s a inadimpléncia, o banco recupera uma parte de sua divida através da e-
xecucao de garantias, dos processos de renegociacao, entre outras formas. A parcela
nao recuperada da divida compreende, segundo BCBS [14], em termos percentuais
do total da divida, a PDI. Portanto, seja 7 a taxa de recuperagao de um empréstimo

que tenha entrado em default, sua PDI serd: PDI = (1 — 7).
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A exposicao bruta (EB) de um tomador de crédito é definida como o somatdrio
do fluxo de recebimentos de todas as operagoes de crédito do cliente trazidos a valor
presente com a adequada taxa de desconto. Contudo, em grandes bases de dados, a
exposicao bruta corresponde ao somatorio do saldo contabil das operacoes de crédito
do cliente, haja vista que adequar ao conceito original demandaria um enorme esforco
computacional. Além disso, o saldo contabil representa o resultado do que ja foi pago
e o que ainda resta a amortizar em cada operagao.

A exposicao liquida (EXL) do tomador, ou simplesmente valor de exposigao, é o
produto da exposicao bruta e a PDI; EXL = EB x PDI, ou seja, representa em
valor monetario o quanto o banco se expoe (valor que de fato perderd em situagao
de inadimpléncia) ao realizar uma determinada operagao, também conhecida como
severidade.

A perda esperada - PE (Ezpected Loss-EL), por sua vez, é o produto da probabil-
idade de default e a EXL: PE = PD x EXL, ou seja, essa formulagao é valida sob a
suposicao de que a PDI, EB e a PD sao independentes, ou ainda, a PDI e a EB sao

constantes, como descreve Bluhm et al.[18]. A PE de toda a carteira, com a suposi¢ao

n

de independéncia dos tomadores de crédito, serd: PFE.qrtcira = Z PD;x EXL;, onde
i=1

n ¢ o numero total de clientes da carteira.

1.2.1 Modelos de Regressao Logistica e Modelos de Credit

Scores

Os modelos de Credit Scoring sao sistemas que atribuem pesos estatisticamente
predeterminados a alguns atributos do solicitante para gerar um escore de crédito.
Visam, por meio desses escores, discriminar caracteristicas que distinguam bons e
maus pagadores, conforme Caouette et al. [22].

A abordagem de credit score para estimacao da PD mencionada na secao 1.2,
possui especial interesse em paises em que nao ha uma tradicao em calibracao da
PD via ratings. Tal metodologia, em geral, é utilizada apenas para o tratamento de
clientes PJ. No caso brasileiro (e em geral para o caso de paises emergentes), o mais

comum ¢ a utilizacao das metodologias de credit score. Em bancos comerciais, onde
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o publico de atendimento compreende tanto de clientes PF quanto PJ, os modelos
de credit score que utilizam regressao logistica sao mais diretamente aplicados e mais
largamente implementados. Outro aspecto que influencia a escolha desta metodologia
estd relacionada a quantidade de clientes na base de informacoes. A atualizacao
das estimativas (em média) da PD de grandes bases de dados utilizando regressao
logistica tem uma performance mais veloz e direta. Desta forma tornou-se a técnica
mais difundida no mercado, segundo Rosa [57].

Os modelos de regressao logistica sao casos particulares dos modelos lineares ge-
neralizados, constituidas pelos modelos logit, nos quais a variavel dependente pode
ser associada a uma varidvel aleatéria Bernoullil.

Considere uma colegao de r variaveis independentes representadas por X=(Xj, ..., X;)’,
onde x = (x1, ..., ;)" é um valor particular e uma varidvel aleatéria dependente Y de
natureza bindria. Seja g(x) a funcao logit, que representa a combinagao linear das r

variaveis preditoras

g(x) = Bo + bz + ... + B, (1.1)

O objetivo é apresentar um modelo para predizer P(Y = 1|x) = 7(x), onde

10— el

= TH expg(] (12)

Sejam 1, ..., ¥,, n independentes observagoes de Y associadas aos valores de x; =

(i1, .y i), para i € 1,...,n. O logit dado pela expressao (1.1), serd

g = gi(x1) =0Fo+ Bz + ... + Brxr, + &

G2 = g2(x2) = Bo+ Lrixar + ... + Brxe + €

gn = gn(xn) - ﬂ() + ﬁlwnl + ...+ ﬁrxnr + €n (13)

onde os erros €;, seguem as seguintes suposicoes:

!Para detalhes ver Hosmer e Lemeshow [34].
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(i) E(ealx) = 0,
(i) Var(elx) = m(x)[1 —7(x;)],
(iii) Cov(e,e;) = 0, se i#j, Vi,jel, .. n.

As variaveis aleatérias Y7, ..., Y, satisfazem um modelo logistico multiplo se uma

amostra de tamanho um de cada Y; pode ser expressa como

__exp(gi)
1+ exp(g;)

onde g; é obtida pela expressao (1.3), na qual z; é constante e conhecida, [ é

[ 9

parametro desconhecido do modelo e os erros ¢; seguem as suposicoes apresentadas
anteriormente. Como a intencao é a estimacao dos coeficientes [y, ..., (., podemos
considerar entao, uma generalizacao em forma matricial. Para tanto considere as

seguintes matrizes:

Y = (yb XD yn),lxn
II = (71, s M) s

B = (ﬁla ) 67‘)/1><(7‘+1)

Iz - xyy
X — 1 291 -+ o
1 Tp1 - Tpr

L 4 nx(r+1)

7T1(1 —7T1) 0 0

5 0 7T2(]_ — 7T2> 0

0 0 s (= my)
- 4 nXn

Os coeficientes B sao parametros a serem estimados pelo método de maxima

verossimilhancga. Para uma amostra de tamanho n, teremos



O estimador de B, pelo método de maxima verossimilhanca, denotado por B, éa

solucao das equagoes de verossimilhanca

Zﬂiz‘j(?/z‘—m) = 0, para, je€{l,..,r}

No modelo de regressao linear, as equacoes de verossimilhanca pode ser resolvidas
de maneira direta. Para o modelo de regressao logistica, tais equacoes sao nao-
lineares nos parametros e desta forma, requer-se o uso de procedimentos iterativos de
otimizacao?.

Podemos representar todas as r + 1 equagoes de verossimilhanca, em notagao
matricial, através de

OL(B)

XY — ) =
a5 X )=0

Existem trés testes distintos que sao mais frequentemente utilizados para se testar
a significancia de todos os r+1 coeficientes do modelo, muito embora tais testes sejam
assintoticamente equivalentes, baseados no principio da maxima verossimilhanca. A
escolha entre eles vai depender, em cada caso, do conhecimento de suas propriedades
para amostras pequenas, quando disponivel, e da conveniéncia computacional. Esses
tres testes sao denominados: teste da razao de verossimilhancga, teste de Wald e teste
do multiplicador de Lagrange. Para detalhamento desses testes ver Mood et al.[50] e

Hosmer e Lemeshow [34].

20 método de Newton-Raphson é o mais comum para os casos de regressoes logisticas. Resum-
idamente, este método assume uma solucao inicial (um candidato) para os valores que maximizam
a funcao de verossimilhanca. A funcéo é aproximada em uma vizinhanga da solucdo inicial por um
polinémio de segundo grau. A segunda solugao obtida no processo iterativo é o ponto de maximo
valor do polinémio. E assim segue gerando-se uma sequéncia de solugdes que convergem para o ponto
méaximo da funcao de verossimilhanca. Uma alternativa a este método é apresentado no apéndice

D.
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1.3 Valor em Risco e Capital Economico

O conceito de valor em risco (Value at Risk - VQR), originalmente criado para
mensurar o risco de mercado pela empresa JP Morgan, como descrevem Jorion [37]
e Linsmeier et al.[41], foi rapidamente disseminado para a &rea de risco de crédito
(Allen et al.[3]). O V@R pode ser compreendido como o quantil de uma distribuigao.
Usualmente diz-se que o V@R é a perda potencial para um determinado nivel de
confianga (unicaudal) e horizonte de tempo definido (no caso de risco de crédito em
geral de um ano). Uma defini¢ao mais formal do conceito de V@R, pode ser encontrado
em Gundlach e Lehrbass [30].

V@R de Crédito é a perda maxima para um periodo (em geral um ano) sendo
definido como: VQR.[X]| = inf(c € R : P[X < ¢| > €) onde X representa a perda
agregada e € representa um percentil (em geral, para crédito, esses percentis sdo
arbitrariamente escolhidos entre o percentil 95% e 0 99,9%).

Para a definicao de CE, temos a seguinte relacao:

PI[X] = V@R.[X] - PE

onde PI.[X]= Perda Inesperada (Unezpected Loss - UL) = CE.

Essa relagao pode ser observada, de maneira ilustrativa, na Figura 1.1:

VaR de crédito
Distribuicao da Perda Agregada de Credito

Valor em Risco

- | Perda Esperada | Perda Inesperada | PE
3 (PE) ou » freglentes e
g Capital Econémico pedueras

(CE) - |nerepte &0 negdcio
= Gestio: provisao

CE

= pouco fregientes e
grandes

= ndo inerente ao
negdcio

=Gestio: alocagdo
e capital

Perdas - §

Figura 1.1: Conceito de Capital Economico e V@R, de Crédito
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No modelo CreditRisk+ (CR+), que serd foco dos estudos apresentados nesta
dissertagao, a distribuicao de perda é discreta e, por esse motivo, é necessaria a

utilizagao de algumas aproximagoes, conforme sugere Gundlach e Lehrbass [30]:

VAR [X] ~ p(X) =1inf(n e N: P[X <] >¢)

ou ainda por meio de uma interpolagao linear;

e — P([X < p(X) —1])
P([X = p(X)])

Uma outra sugestao de interpolagao também encontrada em Gundlach e Lehrbass[30],

VQR[X] ~ p(X) = pe(X) -1+

considera para um percentil® ¢ particularmente escolhido o V@R sendo dado por:

q2 — 1

Segundo BCBS [11], os "bancos devem gerir o risco de crédito de toda sua carteira

VO =0 x [, -1+ (2]

de forma conjunta assim como suas exposicoes individuais”. A gestao do risco con-
junto (probabilidade conjunta) da carteira é o objetivo dos modelos baseados em uma

metodologia de VQR.

3Ainda de maneira preliminar, v A,, hessa interpolagao representa, o valor de perda discretizada
associada & probabilidade acumulada da distribuicao de perda agregada até g2, onde g € [g1, g2]. Os
valores q1 e g2 serdo os percentis obtidos por exemplo pelo algoritmo recursivo de Panjer. O valor

de U representa a amplitude das faixas discretizadas.
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1.4 Basiléia II, Capital Economico Regulatério e o

Caso Brasileiro

Apoés a crise da divida externa de 1982 iniciada no México, cresceu a preocupagao
a respeito do capital dos maiores bancos internacionais. Diante desse cendrio, insti-
tuicoes supervisoras dos pafses do G10* promulgaram, em 1988, o Acordo de Capital
da Basiléia, definindo que os bancos deveriam manter um capital minimo relativo
de 8% em relacao a sua carteira total de ativos, ponderadas de formas diferentes de
acordo com a suscetibilidade desses ativos ao risco de crédito e de mercado.

Seu principal objetivo era equalizar as diferencas entre os sistemas financeiros
nacionais com respeito as exigéncias de capital minimo e atenuar vantagens e desvan-
tagens competitivas no mercado financeiro internacional oriundas dessas diferencas,
BCBS [10,13]. Bancos sujeitos a menores requerimentos de capital poderiam ofe-recer
mais crédito a taxas diferenciadas aos clientes, como afirma Maia [43].

Apés as crises ocorridas na Asia e Russia, respectivamente em 1997 e 1998, o
mercado financeiro internacional tomou uma nova consciéncia dos riscos aos quais os
diversos sistemas bancarios estavam expostos. O Comité de Basiléia, vinculado ao
Bank for International Settlements (BIS), colocou em discussao novas recomendagoes
que foram repassadas aos bancos centrais, sugerindo melhorias nos controles de risco
(Meyer[48]).

“Acordo deve centrar-se nos bancos internacionalmente ativos, embora seus princi-
pios basicos devam ser adequados para aplicacao em bancos de diferentes niveis de
complexidade e sofisticagdo.”, BCBS [12]. O Comité de Basiléia propés um novo
Acordo (conhecido como Basiléia II, ou Acordo de Basiléia II) com um sistema
baseado em trés pilares que teriam em conjunto a funcao de aumentar os niveis de
seguranca e solidez dos sistemas financeiros onde aplicados:

- Pilar I: trata dos requisitos minimos de capital economico regulatério;

40 Grupo dos Dez (G10) é uma organizacgdo internacional que hoje reine representantes de
onze economias. O G10 foi fundado em 1962 por representantes dos governos centrais de Bélgica,
Canada, Estados Unidos, Russia, Franca, Itdlia, Japao, Holanda e Reino Unido; e dos bancos centrais

da Alemanha Ocidental e Suécia.

25



- Pilar II: trata dos métodos de supervisao dos agentes reguladores (bancos cen-
trais);

- Pilar III: trata da disciplina de mercado, que corresponde as publicacoes de
informagoes bancarias para todo o mercado.

No pilar I, muito embora tenha orientacoes para estimacao do CER para o risco
de mercado, liquidez e operacional, apresentaremos apenas as tratativas para o risco
de crédito. Nesse pilar, o tratamento do risco de crédito com finalidade de estimacao
do CER pode seguir duas linhas:

- Abordagem padrao: utiliza ratings externos para estimacao do CER;

- Abordagem baseada em ratings interno (Internal Rating Based - IRB): esta
abordagem subdivide-se em outras duas possibilidades:

-IRB bésico: o banco estima por meio de seus modelos proprietarios as PD e os
valores dos demais componentes sao fornecidos pelo regulador;

-IRB avancado: todos os componentes de risco de crédito sao estimados por meio
de modelos proprietarios.

Na abordagem IRB, o CER ¢ calculado com base em um modelo VQR de crédito,
com nivel de confianca de 99,9% e horizonte de tempo de um ano. A férmula calcula

em um primeiro passo o seguinte valor:

-1 0,5 -1
K:PDI{d)((I) (PD) + R%5 x @ (0’999))—131)]

(1 — R)%5

onde ® é a funcao de distribuicio da normal padrao, ®~! ¢ a inversa da funcao
de distribuicao da normal padrao, o R é a correlacao estabelecida por Basiléia. A
formula do K “transforma”a probabilidade de default, a partir de sua média nao
condicional para a média condicional a um quantil de 99,9% da distribuicao de estados
da economia, conforme BCBS [15]. O capital exigido é crescente em relagao a PD
e PDI, ou seja, operacoes mais arriscadas estao sujeitas a maior requerimento de
capital. O capital também é funcao da “correlagao de Basiléia”, sendo que quanto
maior este valor entre os eventos de inadimpléncia, maior o requerimento de capital.
O valor da correlagao é dado por uma férmula que tem diferentes valores para cada
classe de ativo. Apresentamos a férmula para as classes Corporate e Varejo. Nestas

duas classes, a correlacao é decrescente em relacao a PD. No varejo a carteira é mais
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diversificada e os eventos de inadimpléncia dependem mais do risco idiossincratico do

que do “estado da economia”. Por essa razao, a correlagao é menor.

1 — ¢—50xPD — ¢—90xPD
Rcorporate = 07 12 x |i1_—e_50:| + O’ 24 x |:1 B 1 — =50 1 ’
1 —35xPD 1— 6_35><PD
Rva’/‘ejo = 0,03 x 1——6_35 10,16 x |1 - 1 — 35

Temos, conforme BCBS [13],

CER =K x EB x 12,5.

A implementacao do Acordo de Basiléia II no contexto brasileiro se deu por meio
do Comunicado 12.746 de 9 de dezembro de 2004 do Banco Central com o titulo:
“Os procedimentos para a implementagao da nova estrutura de capital - Basiléia I1”.
O CER no caso brasileiro guarda, contudo, algumas peculiaridades. Primeiramente,
nao sera utilizada no Brasil a abordagem padronizada, segundo, o percentual utilizado
para o CER nao segue a formulacao original de 8%, sendo no Brasil 11% sobre os ativos
ja considerados os fatores de ponderagao de cada risco (crédito, mercado, liquidez
e operacional). Segundo BCBS [14], seria utilizado no lugar da EB a exposigao

no momento do default quando calculada ou fornecida pelo regulador (Ezposure at

Default - EAD).

1.5 Visao Geral dos Modelos de Capital Economico

e Adequacao ao Contexto Brasileiro

Nas ultimas décadas, a industria financeira produziu as principais metodologias
de V@R de crédito. O uso dessa metodologias no contexto brasileiro, em geral, é
prejudicado por limitagoes de quantidade e de tipo de dados que tais metodologias
exigem, ou ainda pelas premissas que sao assumidas. Faremos entao uma breve
apresentacao dos modelos mais utilizados segundo Bluhm et al. [18] e suas limitagdes

para implementagao no contexto brasileiro, segundo Schechtman et al. [59].
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O modelo KMV (Moody’s [51]), foi uma das metodologias pioneiras na drea de
risco de crédito. E uma metodologia fundamentada na teoria do aprecamento de
opgoes e foi desenvolvido seguindo a linha de pesquisa de Merton [47] e Black e Sc-
holes[17]. Supoe-se que o prego das agoes de empresas negociadas em mercado aberto
reflete as expectativas do mercado sobre a empresa. Se o valor de mercado de seus
ativos superar o valor do empréstimo, os proprietarios da empresa tém um incentivo
para pagar ao credor e reter o valor residual como lucro. Caso contrario, a empresa
devedora poderd tomar a decisao de entregar os seus ativos. KEsse tipo de modelo
é chamado de “estrutural”’e trabalha essencialmente com medidas “economicas”de
risco.

Sua aplicabilidade no contexto brasileiro é prejudicado por utilizar em seu conceito
de default informagoes do mercado acionario como apenas grandes empresas possuem
acoes negociadas na bolsa de valores, esta metodologia fica limitada a estimacao do
CE apenas para clientes PJ (Schechtman et al. [59]). Outra limitagao, de cardter mais
teorico, diz respeito a comparacao entre ativo e passivo, que pode ser prejudicada por
exposi¢oes potenciais a risco que nao representam exposicao imediata, mas podem
vir ou nao a ser um passivo do devedor. Outra limitacao tedrica importante, para
o caso brasileiro, é o fato de que em mercados financeiros afetados por volatilidades
geradas por posicoes especulativas, o valor das agoes das empresas na verdade, “quase
nunca”’representa a verdadeira expectativa do mercado acerca de uma empresa.

Outra importante metodologia é conhecida como CreditMetrics desenvolvida pela
JP Morgan. Como podemos encontrar em Gupton et al.[31], o modelo CreditMetrics
baseia-se na abordagem de risco de spread®. Essa abordagem estabelece uma relacao
entre a probabilidade de migracao de rating e os diferentes valores de spread e estima
por fim uma curva de rendimento de crédito. A metodologia procura estabelecer qual
serd a perda de uma carteira de crédito devido a alteracoes na classificacao de crédito
dos devedores, além das ocorréncias de default. O modelo utiliza dados disponiveis
sobre a classificagao de crédito do devedor, as probabilidades de que essa classificacao

mude ao longo do tempo (mapeadas pelo uso intenso de uma matriz de migragao de

5Spread: diferenca entre o preco de compra e de venda de um titulo ou moeda. E, em tltima
instancia, o lucro da operacao financeira. Também valendo para a diferenca entre taxas de juros

pagas a depositantes e taxa de juros de tomadores de crédito.
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rating). Os dados serdo varidveis prozy dos indices de recuperagoes de cada faixa de
classificagao e os spreads de curvas de crédito obtidas nos mercados secundarios.

No Brasil em particular, o mercado secundario de crédito é muito restrito. Como
afirma Schechtman et al.[59], em geral as operagoes sao levadas ao vencimento, difi-
cultando a estimacao de valor de mercado dos spreads de crédito, o que torna-se uma
limitacao a utilizacao dessa metodologia. Outra restricao é o fato de que o C'redit-
Metrics presume a existencia de uma consistente matriz de migracao de rating com
um longo histoérico, o que nao é disponivel no caso brasileiro, além do que restringe
seu uso a estimacao de CE novamente apenas para clientes PJ.

O modelo de fatores da McKinsey, conhecido como CreditPortifolio View, baseia-se
na relacao entre as probabilidades de default dos devedores e fatores macroeconomicos
(McKinsey and Company [46]). Assim como no modelo CreditMetrics, parte-se de
uma matriz de migracao de ratings. Contudo, as probabilidades podem variar ao
longo do tempo de acordo com o estado da economia (Wilson [60,61]).

Dados macroecondémicos sem quebras estruturais sao praticamente inexistentes no
mercado brasileiro, o que é resultado das intimeras mudangas de regime economico
que passamos ao longo dos ultimos anos (Schechtman et al. [59]), o que compromete
o uso dessa metodologia no Brasil.

Neste estudo, sera implementada a metodologia conhecida como CreditRisk+ ou
ainda CR+, desenvolvida por Wilde, publicada pela Credit Suisse Financial Product
(CSFP) em 1997 [21]. Em muitos estudos, como Bluhm et al. [18], o CR+ é uma
metodologia classificada como modelo atuarial de risco de crédito. Isso decorre do
fato de que, muito embora tenha uma abordagem que surgiu para o mundo de crédito
apenas em 1997, sua base tedrica de estimacao de perda agregada, por meio de pro-
cessos compostos de Poisson via recursividade de Panjer precede o CR+ em muitos
anos, como temos em Panjer [53].

Dentro das metodologias citadas, a mais difundida e popular, segundo Avesani et.
al. [5] e Gundlach e Lehrbass [30], é a metodologia do CreditRisk+. Esses autores
relacionam alguns motivos para essa predilecao:

1)requer um nimero limitado de dados de entrada;

2)o tunico modelo de CE focado no evento de default;

3)versatil na expansao de suas aplicagoes;
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4)utiliza as mesmas varidveis bésicas requeridas pelo novo Acordo de Basiléia IT
na abordagem IRB;

5)determina a distribuigao de perda agregada por meio de uma solucao analitica
computacionalmente eficiente (relativamente), evitando o uso dos métodos de si-
mulacdo de Monte Carlo®.

O modelo utiliza técnicas de matematica atuarial juntamente com a teoria de
probabilidade para calcular recursivamente a distribuicao probabilistica da perda
agregada, e nao faz conjecturas sobre as causas dos eventos de default. Além disso,
supoe que as probabilidades de default individuais sao relatimente pequenas e que o
numero de devedores é alto. A descricao formal dessa metodologia e suas fragilidades
serao apresentadas em detalhes nos proximos capitulos deste estudo. Apresentamos
na tabela 1.1 com as diferencas entre os quatro principais modelos de V@R de crédito

que resume esta secao.

60 método de simulacio de Monte Carlo é um método estatistico de simulacoes estocésticas.
Este método tipicamente envolve a geracao de observagoes de alguma distribuicao de probabilidade
e o0 uso da amostra obtida para aproximar a funcao de interesse, contudo, as simulagbes com esse

método demandam enorme esforgo computacional
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Tabela 1.1 - Comparative dos Principais Modelos de ViR de Crédito

Diferengas Entre as Principais Metodologias de Estimagao de ¥Y@B de Crédito

Caracterstica

Direcionador de risco

EMW

Apregamento de Ativos

Credithletrics

Apregamento de Ativos

Credit Portfolio View CreditRisk+

Fatores
Macroecondmicos

Ewentos de
Diefault

Conceito de Default

Difereng.a entre preqo de
ativas

Marcagio a Mercado dol
W alor de Empréstimao

Marcagio a Mercada
do Yalor de Empréstimo

Riiszo de Oefault

Caracterizagio do Conceito
de Diefault

Tempo Continuo

Upgrades & Dowgrades
na Matriz de Migragio
de Rating

Upgrades & Dowgrades
nia Matriz de Migragio
de Fating

Tempo Discreta

Carrelagdes

Modelagem dos Fatares
nio Apregamento de
Ativos

MMaodelagem dos Fatores|
na Precificagio de
Ativos no Mercado
Secundario de Crédito

Implicitas nos Fatares
Macroecondmicos

Implizitas no
Congeito de
Setares

Severidade [EXL]

Estocastica [Distribuigiol
Beta) ou Deterministica

Estocistica
[Distribuigac Beta) ou
Deterministica

Estocistica e
Empiricamente
Calibrada

Dieterministica,
Estocistica

[ ariaz
Distribuigdes]

Pd zom Ativos
Megociados em

P com Agdes e Pdou PF com Historico||PJ e PF que
: 1 : Mercado Secundario de ;
Tipo de Clientes Megociadas em Bolsa de AR i ¢ em uma Matriz de Fozsuam PO
Crédito e com Histarico : i :
‘Walores ; Migragao de Rating Calculada e EXL
&m uma Matriz de
Migragio de Rating
Mercado Secundario de ” Dados Internos
i i : Mlatriz de Migragao de
Mercado Acionario e Credito e Matriz de . dos
EBaze de Dados : % 2 Fiating [Interno ou
Dados Internos Iligragao de Rating Enterin] Componentes de

[Interno ou Externc)

Rizeo de Crédita

Fonte: Bluhm et. Al [18] e alteragies do autor.

Figura 1.2: Tabela Comparativa dos Principais Modelos de V@R de Crédito
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Capitulo 2

O Modelo CreditRisk+

2.1 Introducao

A partir dos conceitos apresentados no ultimo capitulo e Das razoes apresentadas
para a escolha do modelo CreditRisk+. com a finalidade de estimacao da perda
agregada, detalharemos o modelo originalmente publicado por CSFP [21], abordando
também, de maneira pontual, aspectos teodricos relevantes nao detalhados na pu-
blicacao original, como as fungoes geradoras, as distribui¢oes compostas, recursividade
de Panjer e a estimacao via métodos dos momentos dos parametros da distribuicao
Gama dos setores.

Apresentaremos o modelo CreditRisk+ conforme o detalhamento e notacao apre-
sentados em Gundlach e Lehrbass [30]. Apresentaremos, na segao 2.2, a notacgao e os
ajustes utilizados no modelo CR+ para os componentes de risco de crédito discutidos
na secao 1.2. Na se¢ao 2.3 faremos uma breve introdugao dos conceitos de momen-
tos e das funcoes geradoras, pois, a partir de algumas dessas fungoes, se seguirao
os desenvolvimentos do modelo CR+. Apresentaremos na secao 2.5 os conceitos de
distribuicoes compostas, como é o caso no modelo CR+, e as defini¢oes da recursivi-
dade de Panjer em um contexto geral. Na sequéncia, apresentaremos na se¢ao 2.6
sua aplicacao para o contexto do modelo CR+ apresentando, portanto, a féormula

analitica de estimacao da distribuicao de perda agregada.
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2.2 Componentes de Risco de Crédito no Modelo
CreditRisk+

Considere uma carteira de empréstimos com N devedores, ou seja, temos A =
1,..., N, cada um com uma probabilidade de default p4. A PD assume por hipdtese,
reflete de fato a probabilidade individual de default, quando na pratica é o resultado
de algum modelo de estimacao de PD como o apresentado na se¢ao 1.2, e dessa forma
torna-se uma expectativa média da frequéncia de inadimpléncia (Frequéncia Esperada
de Inadimpléncia - FEI) para clientes com determinado perfil de crédito.

Considere V4 a exposicao bruta do devedor A. Essa exposicao resume todo o
valor de suas operacoes de crédito. Seja vy a exposicao liquida do devedor A, sua
severidade, ja considerados os efeitos da PDI. Teremos entao que a perda esperada

para qualquer devedor A sera:

PE4 = py X Uy4.

Na implementacao computacional do modelo CreditRisk+, é pratica comum a
discretizacao das exposigoes individuais com a finalidade de agrupa-las em faixas de
exposigoes (bandas). Dessa forma, temos a discretiza¢do de uma varidvel continua:
a exposi¢ao do devedor. Seja U o tamanho de cada intervalo de faixa. A exposigao
ajustada e arredondada do devedor A é denotada como o valor maior inteiro v e

definida como:

o4 = [%ﬂ | (2.1)

No modelo CR+ o U é definido como:

- max|v]
B
onde B é o Numero de faixas de exposicao admitido, em geral escolhido de maneira

ad hoc. Esse procedimento limita o nimero de possiveis valores de perda agregada

e, portanto, reduz o tempo de processamento de sua distribuicao de probabilidade.
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Contudo, a distribuigao final de perda agregada é sensivel ao nimero de faixas do
modelo. Um nimero de faixas muito grande (e no caso extremo igual a vy) pode
tornar o modelo computacionalmente impraticavel, e um nimero muito pequeno de
faixas pode distorcer significativamente a distribuicao de perda agregada. Porém, os
impactos e alternativas da escolha do nimero de faixas serao tratados nos capitulos
seguintes.

A fim de compensar o erro de arredondamento causado pela aproximacao da
probabilidade py e garantir preservada a E'L 4, o modelo propoe o seguinte ajuste:

_ ELa

pa= x U

VA

onde temos a relagao py X vg = pa X vy X U.

Como ja descrito anteriormente, a p4 descreve muito mais uma expectativa do
que um valor real de probabilidade. Essa expectativa representa uma média durante
um determinado periodo, uma determinada condi¢ao economica em diferentes paises
ou industrias para devedores de um mesmo perfil de risco. A fim de compensar e
contabilizar o efeito economico de um grupo de clientes pertencentes a uma industria
especifica e afetados da mesma maneira pelas condigdes economicas, um devedor A
tem a p, ajustada por meio de um fator escalar aleatorio que representa o risco
especifico da industria em questao. Este procedimento no modelo CR+ representa a
inclusao da analise setorial.

A analise setorial no modelo CR+ atende ainda a um outro ajuste na py. Como
pa reflete a expectativa de um valor de probabilidade em um periodo fixo de tempo
(em geral um ano), implicitamente supoe-se que a p4 seja deterministica e nao oscile
nesse periodo. Contudo, a p4 pode apresentar carater estocastico e deve oscilar
nesse periodo refletindo as diferentes condicoes apresentadas anteriormente. Dessa
forma, a andlise setorial inclui, por meio das participacoes percentuais do valor de
empréstimo de cada devedor em cada setor, uma volatilidade a p4. Tal volatilidade
terda comportamento semelhante para clientes de um mesmo setor. Em um exemplo
didatico, os setores poderiam ser tratados como o tipo de pessoa (PF ou PJ), ou ainda
diferentes industrias da economia.

Dessa forma, considere K diferentes e independentes setores si, ..., Sx com seus
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correspondentes fatores aleatorios escalares Sy, k = 1, ..., K, que sao chamados fatores
de risco. Cada devedor pode estar ativo em varios setores, e para tal o modelo inclui
o peso fixo w4 dessa participacao, que deve satisfazer as seguintes condigoes:

1) 0 < wgay < 1;

K
k=1

Algumas defini¢oes foram atribuidas a essas participagoes fixas:

K
° E Wy Tisco sistemédtico de default para o cliente A;
k=1
K
e Wy =1-— E w4y risco idiossincratico de default para o cliente A.
k=1

Observe que se nao houver risco idiossincratico, ou seja, w9 = 0, entao teremos

K
E WAk — 1.
k=1

Existindo apenas um setor e w4 = 0, w4 torna-se uma variavel indicadora;

1, se A€gg
0, se A¢ gk

onde gy, ..., gk sdo subconjuntos disjuntos de {1,..., N}, tais que gx = {A1, ..., An, },

WAL =

A;e(1,...,N)ei=1,..,ng, éoi-ésimo individuo no setor sg.

O risco idiossincratico esta relacionado ao risco especifico e individual de um
cliente, a parcela de inadimpléncia que nao esté associada a participacao em nenhum
setor. Uma das suposi¢oes do modelo é que, condicionalmente a .S, todos os devedores
sao independentes. O instrumental de independéncia condicional é um trago comum
nos modelos de V@R de crédito.

Por hipotése, os fatores de risco Sy sao variaveis aleatérias independentes com
distribui¢ao gama, Sip~Gama(ay, k). Condicionalmente aos S = (Sp, S1, ..., Sk), com

So=1, temos que a PD serd dada da seguinte forma (Gundlach e Lehrbass [30]):
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S
= pa 1_;wAk+;wAk—E[Skk]
wAo0
K
S,
S k
ba = pA;wAkE[Sk]

(2.3)
com
= S
Elpi] = pa|d waE {]E[Skk]} =Dpa
k=0 ,
M 1
var[p3] = p4 Z Ak _rar[Sy]. (2.4)

o= ElSK]?

Por fim, vale ressaltar que a propria definicao de setores no modelo CreditRisk+

lidera uma linha de pesquisa, como podemos ver em Boegelein et. al.[19] e Lesko et.

al.[40]. Outra linha de pesquisa trata diferentes distribuigoes além da gama e con-

sidera casos de distribui¢oes dependentes como apresentado em Giese [28], Binnenhei

[16] e Reif[55]. Setores correlacionados sao tratados em Akkaya et al.[2]. Destacamos

ainda que a descricao da analise setorial apresentada nessa se¢ao nao esta contida no

documento original do modelo do CSFP [21].

2.3 Momentos e Funcoes Geradoras

Nessa segao faremos apenas uma breve introducao aos conceitos de momentos e

funcoes geradoras que atendam as necessidades tedricas para o desenvolvimento do
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modelo CR+ que se seguird, sem contudo detalhar todo o arcabouc¢o mate-maticamente
formal necessario para uma discussao mais profunda do tema. Para esse fim, recomen-
damos Kao [38] e Jones e Smith [36].

Quando se trabalha com uma distribuicao de probabilidade, seja discreta ou
continua, é essencial conhecer o suporte da correspondente varidvel aleatéria (o con-
junto de valores que a varidvel aleatoria pode assumir), ou vetor aleatdrio, e a res-
pectiva funcao de probabilidade ou funcao densidade de probabilidade, ou ainda,
alternativamente a funcao distribuicao.

O conhecimento somente do suporte da variavel aleatoria nao permite compreen-
der completamente a estrutura da distribuicao probabilistica em questao. De um
modo geral, essa estrutura estd muito distante da uniformidade, sendo esperado que
a mesma se concentre em torno de um ponto distante dos extremos do dominio da
variavel aleatoria, atenuando-se a medida que se caminha para esses extremos.

Portanto, tornou-se necessario o desenvolvimento de instrumentos que fornecam
indicagoes, razoavelmente seguras e interpretaveis, sobre o modo como a probabili-
dade se distribui ao longo do suporte da varidvel aleatéria em estudo. Um desses
instrumentos sao os designados momentos, que sao, em esséncia, de dois tipos: mo-
mentos em relacao a uma certa constante ¢ € R, e momentos absolutos em relacao a
essa mesma constante.

Seja, entdao, X uma variavel aleatéria continua qualquer e G(X) uma fungao men-
suravel da mesma, sendo também uma variavel aleatoria. Seguem entao as seguintes
definigoes, conforme Feller [25,26]:

-Momentos de ordem n € N em relacao a ¢ € R:

E(G(X) - o) = [ (G) - o dFx (o)
onde Fx(.) é a fungao de distribuicao de X.

Se se considerar a fungao da varidvel aleatéria X como G(X) = X e ¢ = 0 teremos:

-Momento ordinério de ordem n € N:

E[X"] = / " Ry ().

o0

!Esta é conhecida como a integral de Lebesgue, e é uma generalizacdo da integral de Riemann.

37



Ao primeiro momento ordinario de uma variavel aleatéria, discreta ou continua,
dé-se o nome de valor médio, que pode ser considerado o principal indicador de posicao
da distribuicao. Com o valor médio definimos entao:

-Momento central de ordem n € N, com E[X] = pu:

o0

B -] = [ (@ p)dFxla)

— 00

De modo geral, se p,,n € N, for uma sucessao de termos em R, a série de poténcias

de t

O(t) = Y pat" (2.5)

dé-se o nome de funcao geradora dos termos da sucessao p, e onde a série é suposta
absolutamente convergente no conjunto definido pela condigao [t| < r, com r € Ry.
Tal convergéncia pode ser verificada por meio de comparagao com a série geométrica.

Assim, quando se trata de uma variavel aleatoria discreta, definida em Ny e que

atenda as seguintes condigoes:

o P(X =n)=npy,;

a funcao (2.5) geradora toma a designagao de fungao geradora de probabilidades -

FGP (Probability Generating Function - PGF). Observe ainda que

O,(t) = Y pat” =E[t"]. (2.6)

Outra importante fungao geradora esta relacionada com os conceitos de momentos.
A funcao geradora de momentos - FGM(Moment Generating Function - MGF) é

definida como:

Mx(t) = E[e™] (2.7)
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onde

Mx(t) = @X(et). (28)

Contudo, a funcao geradora de maior importancia é denominada de funcao cara-

cteristica - FC(Caracteristic Function - CF), definida como:

px(t) = E[e™] (2.9)

onde i =+/—1 e Mx(it) = px(t).
Por fim, apresentamos a fungdo geradora de cumulantes - FGC(Cumulant Ge-

nerating Function - CGF), que retorna os valores da fungao de distribui¢ao de X:

Kx(t) = log(@x(t)) (2.10)
Kx(t) = log(Mx(#)) (2.11)
ou ainda
Kx(t) = log(px(t)). (2.12)

A maior parte de todas essas definicoes serd utilizada na sequéncia de desenvolvi-

mentos do modelo CR+

2.4 Distribuicao de Perda Agregada no Modelo
CreditRisk+

A perda agregada do devedor A pode ser representada por uma variavel aleatéria

XA = ]IA.UA, onde;
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I — 1, se A entra em default
0, caso contrario
A distribuigao de probabilidade de X 4 é dada por P(X4 = v4) = paepor P(X4 =
0) =1 — pa. A perda agregada total do portfdlio, considerando a independéncia dos

devedores, sera representada pela variavel aleatéria X:

N N
X = ZXA = ZHA.UA.
A=1 A=1

O principal objetivo do modelo é estimar de maneira computacionalmente eficiente
a distribuicao de X e entao determinar o V@R e outras medidas de risco da carteira
de crédito.

Uma maneira eficiente de calcular a distribuicao de perda agregada é via a FGP,
onde X assume apenas valores inteiros nao negativos, como apresentado na secao 2.3.
Observe que a FGP para uma variavel de Bernoulli Y com probabilidade p é dada,

conforme (2.5), por :

Gy(z) = (1=p)2" +pz' =p(z = 1) + 1.

Da mesma forma, a FGP para a distribuigao de perda agregada serd dada por:

Ga(z) = (1 —pa)2° +paz” =1+pa(z"4 —1). (2.13)

Considerando entao a FGP condicional a S, teremos:

Ga(z|S) = (1—pR)2" +piz" =14 pi(z" - 1). (2.14)

Esta expressao pode ser reescrita como:

Ga(z]S) = elosHpalra—1), (2.15)

Uma suposicao chave nesse modelo ¢é a que as probabilidades individuais de default

sao suficientemente pequenas de maneira que a distribuicao composta? de Bernoulli

20 conceito de distribuicio composta serd apresentado na préxima secio
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pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson. Como assumimos que os
eventos de default possuem distribuicio de Bernoulli, sendo que p3 é suficientemente
pequena, entdo p3(z¥4 —1) também serd suficientemente pequeno desde que ainda seja
vélida a suposicio adicional de que |z| < 1. Definindo w = p5 (24 — 1) e utilizando

a expansao de Taylor da fung¢ao In(1 + w) temos:

w?  wd

In(1 =w—-——4 —...
n(l+w)=w 2+3

Considerando w suficientemente pequeno, temos a seguinte aproximacao:

In(1+w) ~ w.

E, portanto, temos:

Ga(z]S) = ePilE"4-1), (2.16)

2va-1)]

Temos ainda, pela expansao de Taylor da expressao elPil , 0 seguinte resul-

tado:

© S\z
Ga(2]8) ~ explpii (= — 1)] = exp(—p3) ) | (p;l) -,
=0 ’

onde temos a FGP de uma distribuicao de Poisson com taxa p%. Portanto, assumire-

mos como valida a aproximagao de Poisson. Teremos, entao que a FGP de X pela

independéncia mutua dos devedores sera

Gx(21S) = ] Ga(2lS) = exp (Zp%zm—n). (2.17)
A=1 A=1

Utilizando as definigbes em (2.3), e assumindo sem perda de generalidade que
E[S;] = 1, para qualquer i € k = 1,..., K (condicdo natural para que E[p3] = pa)
teremos:

N K
Gx(z|S) = exp (Z ZpAwAkSk(z”A — 1)) . (2.18)
A=1 k=0

Podemos rearranjar os termos definindo:
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N
Hi = Z WAKPA
A=1

N
1
Pk(Z) = EE ’u)AkpAZUA (219)
A=1

onde Py (z) é chamado de polinomio setorial. Temos entao

Gx(2]5) = exp (Z Sk (ZPAUJAk(Z”A - 1)))

= exp (Z Sipir(Pr(z) — 1)) : (2.20)

k=0
Como assumimos sem perda de generalidade que E[S;] = 1, estimamos, pelo
método dos momentos, os parametros da distribuigao de Si. Como Sy~ Gama(ay, B).

Entao temos:

var[Sy] = ay.B; = o, (2.22)
e portanto,
1
A = O__%a
Br = 0;3

O modelo desenvolvido sem a inclusao de setores traz implicitamente uma forte
suposicao: as probabilidades de default sao apenas variaveis de entrada no céalculo
da distribuicao de perda agregada e permanecem inalteradas ao longo de um periodo
considerado (usualmente um ano), ou seja, tais probabilidades sao deterministicas em
tal periodo. Uma outra suposicao nesse contexto é que os eventos de default entre os
devedores sao independentes. Essas hipdteses sao flexibilizadas por meio da inclusao
da analise setorial. Esse procedimento gera uma distribuicao composta de Poisson

onde o parametro p5 tem a distribuicio assumida para os setores, no caso, Gama.
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Para tal, segue-se a seguinte convolugao: conhecida a distribui¢ao fg dos fatores de
risco Sg, podemos determinar uma féormula analitica fechada para a FGP quando tais

fatores tem distribuicao Gama, da seguinte maneira:

GX(Z):/GX(Z):/ (2] = ) £P (5)ds. (2.23)

Portanto, e a partir de (2.19) e (2.20), assumindo independéncia entre os setores,
sp = 1, e utilizando integragao miltipla, (tendo o vetor de parametros a = (ay, ..., ak)

e f= (A, Pk)), podemos chegar aos seguintes resultados:

K al 1 _
GX(Z) = /exp (Z Sklik Pk ) H ﬁalr
k=0 1
Como G = a—lk, temos,
K K s ap— 1€*C¥lslaal
GX (Z) = /eXp Z Skﬂk<Pk(Z) - 1) H Td;ﬂ
k=0 =1 !
K Oéak e’}
e,uO (Po(z k / 6Sk[uk(7)k(z)_1)_ak]Sak_ldSk.
F(Oék k
k=1
Como
/OO e—ﬁ.:ﬂ lo' ldx — F(O'//’Y)7
0 ~ 3@/
temos

['(ay,)
(@k — e Pr(2) + pog] >

ag
Qy, kpk ) + Mk)

r
K _ O Qg
e,u,o 'Po H Nk+ak )
- Pk (Z) + e

uk+ak P«kJFak prtog

Sabendo que

Qg 1 M
Hi + M T Qg
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e fazendo

ads == 516’
M + Qg
temos
K 1-96 o
G —  pho(Po()-1) - % . 2.24

Observe que, nao havendo risco idiossincratico, temos

. 1—06, \™
Gx(z) = H(m) . (2.25)

k=1

Ressaltamos que a distribuicao binomial negativa também surge como uma mis-
tura continua da distribui¢ao de Poisson composta da Gama, ou seja, podemos ver-
ificar uma binomial negativa a partir de uma distribuigao de Poisson(\) onde A tem
distribuicdo Gama3. Dessa forma, o resultado da perda agregada de toda a carteira
de empréstimos no modelo CR+ ¢é descrito pela soma de variaveis aleatorias inde-
pendentes com distribuigao binomial negativa composta, como afirma Gundlach e
Lehrbass [30].

Apresentamos nesta secao o uso da FGP para descricao da distribuicao de perda
agregada do modelo CR+. Contudo, as principais funcoes geradoras (FGM, FC e
FGC) também lideram uma linha de pesquisa em suas aplicagoes ao modelo CR+.
Um exemplo do uso da FGM pode ser encontrado em Giese [28], outro estudo que
relaciona tanto a FGM quanto a FGC é encontrado em Gordy [29], sendo que o
quarto capitulo dessa dissertacao também abordara o uso dessas fungoes. Para uma

aplicacao da FC, veja Reif [56].

2.5 Distribuicoes Compostas e Recursividade de

Panjer

3Esse resultado pode ser verificado no apéndice A
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2.5.1 Distribuicoes Compostas

Definicao 1. Uma distribuicao composta € especificada em termos de uma outra
distribuicao, vinculadas entre si por um parametro dependente, sendo ele proprio

uma varidvel aleatoria com distribuicdo especifica (Asmussen [6]).

Distribuicoes compostas sao frequentes em estudos da teoria da ruina e processos
estocdsticos, como podemos ver em outra definigdo. (Ross [58]);

Seja Y; um processo estocastico tal que:

Seja N; também um processo estocastico e Z; uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.) com distribuigao F(.). Além
disso, sendo NV; e Z; mutuamente independentes, temos entao que Y; é um processo
composto.

Um importante processo composto na teoria da ruina ¢ o processo composto de

Poisson, caracterizado quando N; é um processo de Poisson com parametro ().
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2.5.2 Recursividade de Panjer
Definicao

Definicao 2. Seja N uma varidvel aleatoria com valores nos inteiros nao negativos
e designemos p, = P(N =n),n =0,1,2,.... Esta distribuicdo se diz da classe (a,b)

da familia de distribuicoes compostas, onde a,b € R, se:

b
Dn = <a—|—ﬁ>pn_1,n:(),1,2,... (2.26)

As distribuicoes de Poisson e binomial negativa, em particular, tém sido utilizadas
largamente na modelagem de perda agregada. O método usual de estimagao destas
distribuicoes envolve convolucoes e distribui¢oes condicionais, que requer um grande
esforgo computacional. Esse esforco pode ser reduzido significativamente por meio da
recursividade de Panjer[53].

A relagao recursiva entre as probabilidades que definem p, = P(N = n) é co-
nhecida como recursividade de Panjer e verifica-se em algumas frequentes distribuicoes
no estudo de perda agregada, em particular para a familia de distribui¢oes compostas.

Apenas as seguintes distribuicoes satisfazem a (2.26):
—AAn

“n!

1)Poisson de parametro A, nesse caso p, = e coma=0eb=)\;

2)Binomial com parametros (k,p), com p, = (f;)p”(l —p)¥ " com a = 1% com
b= (k+ 1).&;

3)Binomial negativa® de parametros (r, p), com p,, = ("+T’;_1) (1—p)".p" coma =p
eb=(r—1)p.

Algumas observagoes feitas em Asmussen [6] sdo importantes para determinar
quais valores de (a,b) s@o validos para o célculo de probabilidades. Se a + b = 0,
entao pp = 1 e p, = 0 paran = 1,2,..., e teremos uma distribuicao de Poisson com

parametro A = 0. Para outros valores de a e b além dos mencionados acima, nao

existird uma distribui¢ao de probabilidade para (2.26), quando:
e py < 0; como isso nao é factivel, py > 0;

e a+ b <0, o0 que resultaria em p; < 0;

4 Apresentamos no apéndice B essa relacdo para o caso da distribuicio binomial negativa
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e a<0eb#a(n+1) para V n, que resulta em probabilidades negativas;

e Sea>1lea+b>0, entao np, = (n—1)a+a+bp,—1 > (n— 1)p,_1 de

(2.26), entao p, > -, paran = 1,2, ... e, consequentemente, an = 0.

n

2.6 Recursividade de Panjer no Modelo CreditRisk-+}

A fim de determinar a distribuicao de perda agregada de uma carteira de crédito
a partir da FGP Gx(z) de uma maneira eficiente, foi sugerido no documento original
do modelo CR+ o uso da recursividade de Panjer®, o que até entdo era de pratica
somente na literatura atuarial. Essa recursividade no modelo CR+ esta baseada na
representagao da derivada de log G x(z) como a razao entre dois polindémios A(z),B(z)
como sera apresentado no decorrer desta secao. Tendo como reférencia Gundlach e
Lehrbass [30] e Gordy [29], seguimos o desenvolvimento.

A partir de (2.24), temos

In G (2) = p1o(Po(2) — 1) —I—Zak1n<1_15;7f:( )) (2.27)

Temos, entao

K

Gx)E) = WP+ D et i

1

= A 0P (2) ———— 2.28
paPh(z) + k§:1) e (225)
Como 9, = Hik , entao
M + o
M = apdy = —1E
L+ By

ja que aifr = 1, ou seja oy = i Observando ainda que

5 Apresentamos no apéndice C o desenvolvimento da recursividade de Panjer para um setor e
probabilidade de default deterministica, ou seja, sem a inclusao da andlise de setores, conforme

apresentado em Avesani [5]
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foPo(2)
1 — 50730(2)

e supondo que 7y = pg, podemos reescrever (2.28) como

=0« Mop(/](z) =

K

(lnGx)’(Z> = 770%4‘2%% (2.29)
_ kz 1—§k73k ) (2.30)

considerando (2.30) ilustrativamente para K = 2, teremos,

2

W) = St

k=0
WPz, mPiz) | mPh)
1-— 50730(2) 1-— 51731(2) 1-— 52732(2)
N——

0,poisdp=0

Portanto,

(InGx)'(2) =
M0Po(2)[(1 = 61P1(2)) (1 = 62P5(2))] + mP1(2)(1 = 02P2(2)) + mPs(2)(1 — 6:1P1(2))
(1 =01Pi(2))(1 = 62P5(2)) '

Generalizando esse procedimento para um K qualquer, temos que a ideia funda-

mental da recursividade de Panjer é reescrever (2.28) como

G () — ZkK:onkPé(Z)H%g(l—59‘733‘(2))_A(Z) .31
B VTR TETR 1 N

Ou seja,

A(Z) X007 et az o+ ag, 2" (232
B(z) Y% bz ot bzt bapzde '

(InGx)'(2)

Os graus desses polinomios podem ser determinados da seguinte forma:
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dg = Y vl (2.33)

o= (D lal) -1 (234)

onde [va]y representa vy € k.

Podemos calcular os coeficientes a, e b, por meio da diferenciacao

— — A(n) _
= n!A (0) n! dz" l:=0 (2:35)
1 1 d"B(z)
— — R0 —
n = n!B (0) = nl dz" =0 (2.36)
com a ajuda da regra de Leibniz:
L\ K p
gl ) = > 115
k=0 ni+..Ang=n k=0
para qualquer funcao diferenciavel hy,.
Observe ainda que temos, da mesma forma,
L Ao
P(X =n)=g, = EGX (0). (2.37)

Analisaremos, agora, o polinomio setorial e suas derivadas para termos todos os

elementos de céalculo de a, e b,. Temos, por definicao,

Pr(0) =0,
n 1 vA—N
P,g )(z) = — Z Warpava(va —1)..(va —n+1)2"47", (2.38)
Fok Awa>n
n 1
P(0) = — > wagpanl. (2.39)
Fok Awwpg=n

Definindo
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Ml = Z WAKPA

Awg=n

temos

_ !
H

Para calcularmos o coeficiente b, é necessério, ainda, definirmos

P(0)

L : = !
; 1, caso, ny =) .., va; para qualquer combinacdo de v/;s que resulte em ny,
(ng) —
0, caso contrario

onde L assume valores de 1 a um L,,42imo que representa o niimero maximo de com-
binagoes de valores de v4.

Definindo ainda,

1, caso, i =7,
ij =
0, caso contrario,

o que torna possivel, portanto, o calculo do coeficiente b,,:

b, = ] ( (1-— 5k73k(z)))
k=1
K (nk)
P (2
= >, I (HOnk - H(nk)5k’“n—k,()> (0)
ni+...4+ng=n k=0 )

s 5
- Z H (HOnk - H(nk) klZth)

ni+..+ng=n k=0

(2.41)

Analogamente, calculamos o coeficiente a,,:

>

K
N oy +1,k
o= Y Y R+ D)
k=0n

1+...tng=n He

5ot
(HOnj _ L) L (242)

Hj

s,
*
>0
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Para determinar a distribuicao de perda agregada de maneira recursiva é necessario

observar a seguinte relacao da derivada da funcao In:

Gy = G5 & Gyle) = Gl G () = Gixle)
(InGx)"(z) = G’X(Z)gg+GX(Z)[A’(Z)B(Z;Q—(ZJ)B’(Z)A(Z)]_
Como

temos entao

Gx(2) = 2 =[Gx(2)A(2) + Gx (2)(A(2) — B'(2))].

Bz)

Generalizando, teremos, conforme Gundalch e Lehrbass [30]:

1
B(z)

GV (2) = Gx(2)A™ ™V (2)+

ng)(z) [(n ]— 1) A=1=0) (5) — <Z _;> Bz )H . (243)

Calcula-se dois passos iniciais para a utilizacao da recursividade, gg € ¢1;

go = Gx(0)= lnGX(O)_exp (,ug (Po(2) — 1) +Zak1n(1_15k7§:( )))
K
= e JJ =6, (2.44)
k=1
g = G % (0) —9020
0

Considerando (2.35), (2.36) e (2.37) as relagoes

A™0) = nla, = A" D(0) = (n— D!apm-1)

= A(n_l_j) (0) = (TL — 1 — j)!a(n—l—j)
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B™(0) = nlb, = B"(0) = (n— j)lbu_j

= BO(0) = by0!
e concluindo, ainda, que
G (0) = nlg, = G(0) = go0!.

substituimos essas relagoes em (2.43) e teremos, para n > 1,

L
g = —G{(0),

n.

1

y = —— —Da,_
g 1o [go(n MNan—1+

zj!gj K” ; 1) (n—1= a1 s — (n _ 1-) (n ‘j)!b"J” 249

n—17]

Observe agora que, utilizando (2.38) e (2.39), temos que a n-ésima derivada de
B(z) e A(z) nao podem ser superiores a, respectivamente, dg para o polinémio B(z),
e dy para o polinomio A(z), pois dessa forma serd a derivada de uma constante e
o valor da expressao sera zero. Da mesma forma, se os graus dos polinémios forem
maiores que o grau da n-ésima derivada em z = 0, isto fard com que o valor da
expressdo também seja zero. Por esta razao temos, em (2.39), A : v4 = n. Dessa

forma, podemos reajustar abrindo o somatorio nas parcelas multiplicativas:

se n>uvy = P,gn)(z)

0
se n<UA:73,gn)(0):0

Portanto,

,u‘n,kn!

n para vg=n
PG| =4

0 para v4q4 #n
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Como em (2.45) estamos calculando derivadas de ordem 1 até n — 1, e sendo o

da o maior grau do polinomio A(z), entao n — 1 = dy < n — dg = 1, 0 que permite
n—1 n—1

reajustar Z como Z . Como no polinomio B(z) nao ha o termo Py(z),
j=1 j=maz{ln—da}
pois g = 0, teremos quen — 1 =1+ dg < n—1— dg = 1, o que também permite
n—1
reajustar o somatério como Z . Abrindo o somatério, teremos entao

j=max{ln—1—dp}

1 — (n— Dljl(n— 1 — j)!
In = - go(n - 1)!%4 + Z gj Y An—1—5 —
n!by e jln—1—j)
ST L) N
j=max{l,n—1—dgp} (TL j)(n 1 n ‘7)
1 n—1
Gn = T go(n — 0a, 1 + Z gi(n—Na,_1_; —
o j=maz{ln—das}
n—1
Z gjj(n - 1>!bnfj
j=maz{ln—1—dg}
Fazendo k = n — j e utilizando n! = n(n — 1)
1 min{da,n—1} min{dg,n—1}
Gn = = | GoGa1 + > gnwmor— Y (n—k)ga kb
0 k=1 k=1

Efetuando as seguintes mudangas: n =n+1, k=j+len+l=k—-1&j=n—1

temos, por fim

1 in{da,n} min{dg,n}—1
Int+1 = m Z AjYn—j — Z (n—J)bjs1gn—j | - (2.46)
0 =0 =0

A equagao (2.46) define a distribuicao de probabilidade da perda agregada total
da carteira de crédito quando: as probabilidades de default sao aleatorias, os fatores
que determinam as probabilidades de default sao mutuamente independentes e com
distribuicao Gama, e os eventos de default sao mutuamente independentes condi-

cionalmente a tais fatores.
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Este algoritmo é implementado de forma a calcular a distribuicao de perda agre-
gada de maneira recursiva até que um determinado j*, onde G(j*) = go+ 91 +... + gj~,
possa atingir um percentil de solvéncia admitido (entre o percentil 95% e 99,9%) ou até
um nimero maximo de iteragbes (maior ou menor que o grau maximo do polinémio,
em geral maior); caso contrario, o motor de calculo pode permanecer indefinidamente
utilizando a recursividade para calcular uma distribuicao acumulada de probabilidade

de maneira infinitesimal préxima de um.
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Capitulo 3

Fragilidades e Alternativas na

Implementacao do Modelo

CreditRisk+

3.1 Introducao

Nesse capitulo abordaremos questoes fundamentais da implementacao do modelo
CreditRisk+ na estimacao da distribuicao de perda agregada. Em cada segao apre-
sentaremos uma fragilidade, computacional ou tedrica, e as alternativas apresentadas
na literatura para seu tratamento (quando houver), além dos exercicios computa-
cionais que evidenciarao a fragilidade em questao ou serao propostas de ajuste, todos
com resultados apresentados no quinto capitulo.

Na secao 3.2, apresentaremos os impactos de altos valores de PD quando conside-
rada a aproximacao logaritmica da distribuicao de Poisson para os eventos de default.
Na secao 3.3 envidenciaremos o impacto sobre a distribuicao de perda agregada da
escolha do ntmero de faixas de exposicao. Na secao 3.4, abordaremos as questoes
relacionadas a amplitude das faixas que afeta a distribuicao de clientes por faixas, em
especial quando as exposigoes sao excessivamente heterogéneas. Na secao 3.5, serd
tratada a questao da determinacao da volatilidade da taxa de default. Apresentaremos

os estudos e alternativas propostas na literatura. Por fim, na secao 3.6 apresentaremos
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a relevante questao da propagagao de erros no algoritmo recursivo de Panjer, e o
céalculo de probabilidades acima da perda maxima de carteira serao detalhados, sendo
o resultado final a indicagao de um método mais eficiente computacionalmente e mais

preciso.

3.2 Aproximacao Logaritmica da Distribuicao de

Poisson

Como foi apresentado na secao 2.4, uma das suposicoes chave no modelo CR+ é
que as probabilidades individuais de default sao suficientemente pequenas de maneira
que a distribuicao composta de Bernoulli pode ser aproximada por uma distribuicao
de Poisson. Essa aproximagao é feita por meio das propriedades da fungao logaritmica
In(1 + w) quando analisada sua expansao em série de Taylor. Essa aproximagao é
determinante para todos os demais desenvolvimentos teéricos do modelo CR+, pois

por ela define-se:

GA(Z |S) — elog(l‘f‘pi(sz_l)) ~ e(pi(z’”A—l)).

Tal aproximagao define, portanto, a PGF de cada devedor e por conseguinte a
PGF de toda carteira sob a suposicao de independéncia condicional dos devedores.
Na aplicagao a dados reais essa aproximacao deve ser cuidadosamente verificada, pois
é potencialmente comprometedora aos resultados da distribuicao de perda agregada.
Na aplicagao pratica do modelo CR+, a PD em geral é resultado de algum pro-
cedimento de estimacao como detalhado na secao 1.2. Esses valores estimados, por
exemplo, por meio de um modelo de regressao logistica nao possuem uma restricao a
essa suposicao. Dessa forma, a aplicagao a dados reais, do modelo deve atentar para
a distribuicao dos valores da PD e verificar até que ponto a aproximacao pode ser
valida.

Apresentamos na Figura 3.1, uma simulagao com a finalidade de verificar o com-
portamento dessa aproximagao, produzida de modo a garantir oito digitos de precisao

e escolhidos alguns valores para anélise, temos:
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Figura 3.1: Aproximagao Logaritmica da Distribui¢ao de Poisson

Observamos que a aproximacao é valida para valores abaixo de 0,09, ou seja
clientes de uma carteira de crédito com PD acima desse valor podem acumular erros
na estimacao da distribuicao de perda agregada via modelo CR+. Para analisar os
impactos de PDs de altos valores na estimacao da distribuicao de perda agregada,
um exercicio proposto é separar clientes que possuam PD acima desse limite (0,09) e
compara-lo ao modelo com o conjunto total de clientes. Deve-se considerar também
a severidade em termos de EXL dessa comparacao.

Uma alternativa as distor¢oes causadas por essa aproximacao seria a de considerar
os clientes com PD acima de 0,09 como clientes inadimplentes, mesmo que nao tenham
sido considerados em inadimpléncia por um determinado conceito de default, como
por exemplo a data de default, e dessa forma gerar para os mesmos provisao de
recursos no valor de suas EBs dadas como perdas deterministicas. Essa também é a
alternativa orientada em Schechtman et al.[59]; contudo, o estudo sugere um limite

de PD de 0,15.
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3.3 Numero de Faixas de Exposicao e Impactos na

Distribuicao de Perda Agregada

Como foi apresentado em 2.2, é pratica comum na implementacao computacional
de modelos de perda agregada, em particular nos modelos atuariais, como o caso
do modelo CreditRisk+, a discretizagao dos valores continuos de exposicoes individ-
uais com a finalidade de agrupamento em faixas dessas exposigoes (bandas). Esse
proce-dimento passa primeiramente pela escolha da quantidade de faixas desejadas
e posteriormente pela determinacao da amplitude de cada faixa, como observado na
sequéncia:

1)Decide-se de maneira ad hoc o nimero total de faixas de exposigao,B;

2)Determina-se a amplitude (range) de cada faixa:

_ max|v]

v B

(3.1)

3)Ajusta-se a exposi¢ao individual de todos os devedores da carteira:

_ | va
o[

Esse procedimento limita o nimero de possiveis valores de perda agregada e, por-
tanto, reduz o tempo de processamento de sua distribuicao de probabilidade. Porém,
gera um tradeoff entre velocidade de processamento e acuracia. Esse tradeoff pode
ser detalhado como:

1) Um niimero de faixas muito grande (e no caso extremo igual a v4) pode tornar
o modelo computacionalmente impraticavel com convergéncia do algoritmo de recur-
sividade de Panjer comprometida ou ainda a estimacao de um ntumero de defaults
acima da quantidade de clientes da carteira;

2) Um nimero muito pequeno de faixas pode distorcer significativamente a dis-
tribuicao de perda agregada, gerando uma estimativa de eventos de default irreais
para a realidade de uma carteira de crédito.

Um exercicio proposto para evidenciar os efeitos do nimero de faixas sobre a

distribuicao de perda agregada pode considerar um numero de faixas de referéncia
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como 100 faixas (esse serd o nimero de faixas padrao para todos os demais exercicios,
quando nao mencionado) e calcular com a mesma base de clientes um quarto do
nimero de faixas padrao, e com trés vezes o nimero de faixas padrao.

Portanto os impactos sobre a distribui¢ao de perda agregada proposta para esses
exercicios poderiam ser simulados tanto acima de 300 faixas quanto abaixo de 25
faixas. Contudo, tais valores nao comprometem a convergéncia do algoritmo e aten-
dem os objetivos de evidénciar o impacto. Uma alternativa para a escolha ad hoc do
numero de faixas serd apresentada na proxima secao em conjunto com a questao da

distribuicao de clientes por faixa.

3.4 Carteiras de Crédito com Exposicoes Hetero-

géneas

Como apresentado em (3.1) a amplitude de cada faixa de exposi¢ao considera a
maxima exposicao individual da carteira. Tal definicao determina, portanto, a dis-
tribuicao de clientes por faixa. Em situacoes nas quais a exposicao da carteira é rela-
tivamente homogénea, essa distribuigao de clientes ocorrera com uma concentracao de
clientes em torno da média. Contudo, em uma carteira em que essas exposicoes sejam
heterogéneas, ou ainda com clientes com exposicao de valores discrepantes, pode ser
gerado uma grande concentragao de clientes em uma unica faixa de exposigao.

Essa concentracao em uma tnica faixa poderd gerar distorcoes a medida em que
o max[vy] seja de fato um outlier, fazendo com que a amplitude das faixas seja um
intervalo tao amplo de valores que nao represente mais a exposicao média dos clientes
em uma determinada faixa (primeira faixa, por exemplo). Essa é uma situa¢ao comum
na qual temos clientes PF e PJ em uma mesma carteira (ou em um modelo onde
exista apenas um setor com clientes PF e PJ). A titulo de ilustracdo, considere a

discretizacao de duas carteiras como mostra a Figura 3.2.
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Discretizacao de Exposicoes — Carteira
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Figura 3.2: Comparativo de Carteiras com Diferentes Exposicoes

Na carteira homogénea, os clientes distribuem-se em todas as faixas; contudo, na
carteira heterogénea, a presenca de uma exposi¢ao discrepante faz com que todos os
demais clientes concentrem-se na primeira faixa. A concentracao na primeira faixa
pode gerar distorcoes na distribuicao de perda agregada, pois um evento de default na
primeira faixa resultaria em uma perda monetaria acima do somatorio da exposicao
liquida de todos os clientes dentro desta faixa, no exemplo apresentado acima. Dessa

maneira, independentemente da probabilidade associada aos clientes dentro desta

primeira faixa, perdas desta magnitude nao podem ocorrer.

Em aplicacoes reais ¢ comum a presenca de clientes PF e PJ analisados em con-
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junto, ainda que na média a exposi¢ao (seja a EB ou EXL) de PJ seja conside-
ravelmente superior a exposicao de clientes PF. Vale também a ressalva de que na
pratica existem clientes PF que se configuram como excegoes na carteira e apresentam
exposicoes individuais equivalentes em média a exposicoes PJ. Essa fragilidade nao
depende da quantidade de setores, pois a definicao de setores nao altera o processo de
discretizacao das exposigoes individuais. Dessa forma, nao é incomum em aplicagoes
reais do modelo CR+ situagoes de carteiras com exposicoes heterogéneas.

Uma alternativa sugerida nesse estudo para contornar essa fragilidade seria al-
max|vy]
B

é necessario para determinar o limite de derivacao na féormula recursiva como apre-

terar o range (U = ) de modo que ainda considere a maxima exposigao, pois
sentado em (2.45), com o intuito de que tal alteracao torne a amplitude das faixas,
mais representativa para distribuicao de clientes por faixa. Para tanto, diferente do
que sugere o modelo original, a escolha da quantidade de faixas deixa de ser ad hoc,

. _ max|vug
sendo escolhida de forma que a razao [Va]

passe a representar: algum momento
de ordem central, a média, a mediana, o intervalo interquartilico, o primeiro quartil,
entre outros. Para tanto, teremos um valor modificado de U e B,

max|v
UModificado = %

onde Upsodificado= média, mediana, primeiro quartil, etc. Desta forma, o nimero de
faixas serd determinado pela medida escolhida para adequar a amplitude da faixa
de maneira mais representativa (na prética, tal procedimento aumenta o nimero de
faixas):

max|[vy]

BModificado = .
UM odi ficado

Com a amplitude da faixa sendo dado entao por

max|vy]
U = naxltal
BMOdificado

tendo, portanto, o nimero de faixas Bjoqificado NECESSArio para gerar uma amplitude
de faixa dimensionada por alguma das medidas citadas anteriormente. A ideia é
determinar a menor amplitude de faixa possivel sem comprometer a eficiéncia com-

putacional e a convergeéncia do algoritmo recursivo de Panjer. O exemplo de carteira
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heterogénea teria, por exemplo, as seguintes possibilidades de distribuicao de clientes

por faixa:

~ Distribuicdo de Exposicdes - Carteira
' Heterogénea - Alternativas
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Figura 3.3: Exemplo de Possibilidades para Tratamento de Carteiras Heterogéneas

Para isso, uma pré-avaliagao da distribuicao dos valores de EXL pode indicar
qual dessas medidas pode ser utilizada, considerando também o nimero maximo de
iteragoes (n;). Contudo, esta solu¢do pode nao apresentar resultados convergentes
com o algoritmo de Panjer, pois a exposicao individual maxima discretizada por U
torna-se o grau maximo do polinomio a ser calculado. Aumentando-se o nimero
de faixas de exposicao, reduz-se a amplitude da faixa (ou seja, reduz-se o valor de
U) aumenta-se o grau do polindomio, e, dessa forma, os clientes que antes estavam
concentrados na primeira faixa, agora de melhor forma distribuidos nas faixas, passam
a gerar uma maior necessidade de interacoes para se atingir os mesmos percentis
assumidos como limite, portanto demandando uma exigéncia computacional maior.

Em alguns casos tal exigéncia pode nao apresentar convergéncia computacional
pelo algoritmo de Panjer, pois o nimero de interacoes exigida para alguma medida
em particular pode exigir um tempo computacional impraticavel ou insuficiéncia de
mémoria. Além dessa questao, existe a propagacao de erros numéricos na medida em
que vy ~ Uy, € esta serd uma questao abordada na segao 3.6.

Uma alternativa que nao pode ser aplicada seria o calculo individualizado de

cada tipo de cliente, ou seja, a estimacgao separadamente da distribuicao de perda
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agregada para clientes PF e PJ, por exemplo, pois como demonstrado em Artzner
et al.[4], o V@GR é uma medida de risco que pode nao apresentar a propriedade de

sub-aditividade, ou seja;

V@R, (u) + VAR, (v) < VQR,(u +v)

3.5 Determinacao da Volatilidade da Taxa de De-
fault

Uma questao chave na estimagao da perda agregada no modelo CR+ diz re-
speito ao parametro o: em (2.22). Este parametro é conhecido na literatura como a
volati-lidade da taxa de default e reflete a sensibilidade a varios fatores, entre eles,
fatores economicos que afetam de maneiras diferentes e simultanea a capacidade de
pagamento, e portanto a PD, dos devedores de toda uma carteira ou ainda de um
setor em particular no horizonte de tempo equivalente ao da PD (em geral um ano)
(Balzarotti et al.[7,8]). Este parametro insere no modelo CR+ a incerteza associ-
ada as oscilagoes da PD dentro de um setor e dentro de um determinado horizonte
temporal. Formalmente, encontramos em Kluge e Lehrbass [39] que, se a hip6tese
simplificadora de E[S;] = 1, i = 1, ..., K for considerada, como E[Si] = py, teremos

entao que a volatilidade da taxa de default serd:

K 2
o
i ZPQAZwAk—g- (3.2)
1 M
com
E[Sk] = ar.Br =,
Var[Sy] = ou.B; = o}
Dai temos:
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a — — € (33)
o
ok

B = e (3.4)

Se 0%, k=1,..., K, for estimado diretamente, (3.2) oferece diretamente uma regra
para derivarmos ¢%. No caso onde 0% é dado, as estimativas de o7 devem (pelo menos
aproximadamente) ser consistentes com (3.2). Idealmente, (3.2) precisa ser satisfeita

para cada devedor A =1,.., N, o que equivale ao sistema de equagoes

[l ]

i1 ' (aK o
= (3.5)

2 2

CN1 °°° CNK Ok ON

2 0,2
PAW sy

- >0,07>0e0% > 0.

com Cup =

Como N (o nlirknero de devedores) é tipicamente maior que K (ntimero de setores,
ou fatores de risco), o sistema (3.5) em geral nao tem solugdo. O que de melhor pode
ser feito do ponto de vista matemdtico ¢ a escolha de um vetor z = (02, ..., 0% )T que
seja uma imagem sobre C' = (cax)ax minimizando a distancia Euclidiana de b =
(02,...,03%)T, isto é, Cz deve ser uma projegao linear de b na imagem de C. Como o
rank de C nao é completo, o vetor z nao é 1nico.

Na pratica, estimativas anuais (como é feito para estimativas de PD) dessa volati-
lidade com uma base de dados de poucos anos é uma tarefa proxima do impossivel,
como afirmam Balzarotti et al.[7,8] e Schechtman et al.[59]. No documento original

do modelo CR+, existem duas sugestoes: a primeira assume E[Sg] = 1,Vk, sendo a

estimativa para a volatilidade de default dada por

2 2 - 2 Ul% 2 2
UA:pAE Wy —5 < O =l
k=1 \/”Lk,

1

Contudo, o método mais utilizado para o tratamento da volatilidade da taxa de

default segue os resultados dos estudos de Balzarotti et al.[7,8], que sugerem que essa
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relagdao seja linear em relacio a PD, por exemplo de 0,5' do valor da PD (muito
embora tenha também sido ajustado o modelo com o valor de 0,3 da PD) para o caso

da Argentina. O mesmo valor de volatilidade é utilizado no estudo de Gordy [29], ou

seja,
N N
2
O = E WAL A = E wAk(pA X V),
A=1 A=1

onde v representa o valor hipotético da volatilidade da taxa de default.

Nos estudos de Schechtman et al.[56]. utiliza-se diferentes valores de volatilidades
em busca de analisar em um conjunto de 28 bancos brasileiros o comportamento do
V@R estimado pelo modelo CR+ e o CER. Nesse estudo, com uma volatilidade de
0,9, o V@R de todos os bancos apresentavam valores préximos e abaixo dos valores de
CER. Acima de 0,9, alguns bancos comegam a apresentar valores de VQR, estimados
por meio do CR+ acima do CER. A partir dessas simulacoes foi implementada uma
regressao linear sem intercepto entre VQR, gerado pelo modelo CR+ e CER, sendo
que o resultado indicava que a volatilidade de 110% sugeria o melhor ajuste.

Como ja mencionado no segundo capitulo, estima-se os valores de (2.21) e (2.22)
por meio do método dos momentos. Uma alternativa para estimacao desses parametros
¢ 0 método da méaxima verossimilhanca?.

Dessa forma, a literatura apresenta varios valores em diferentes situacoes de estudo
para a volatilidade da taxa de default. Contudo, nenhum desses estudos trata uma
base de dados de uma carteira real. Quaisquer suposicoes sobre a volatilidade da taxa
de default devem ser testadas para essa condicao real. Para tanto, apresentaremos no
sexto capitulo resultados que analisam as diferentes sugestoes da literatura, além da
estimacao dos parametros da distribuicao Gama dos setores por meio do método de

maxima verossimilhanca para uma situacao real de uma carteira de crédito.

1Sob essa hipétese, teremos para analise de um setor e sem risco idiossincratico o3 = B4 com
oy, = 4, podendo a volatilidade ser interpretado como a variancia da PD individual, nesse caso 50%

da PD. Esse valor é a segunda sugestao proposta por CSFP[21].
20 método detalhado sers apresentado no apéndice D
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3.6 Instabilidade Numérica do Algoritmo Recur-

sivo de Panjer

O algoritmo de recursividade de Panjer é numericamente instavel, conforme Haaf
et al.[32]. A recursividade de Panjer é obtida por meio da derivacao do log da razao
de dois polinomios, %. A instabilidade numérica surge no algoritmo pela soma de
nimeros de magnitude similar mas de sinais opostos (coeficientes a, e b,). A acuracia
numérica é perdida na convolugao polinomial pela necessidade de simplificacao da
soma da razao desses polinémios no lado direito da férmula (2.45), ou seja, esses erros
surgem de arredondamentos induzidos pelo cancelamento via subtracao e soma de
parcela de valor equivalente. Essa é a maior fonte de erro numérico na implementagao
computacional de algoritmos de célculos recursivos, como afirma Press et al. [52].

Como foi demostrado no segundo capitulo, a expansao da FGP G(z) como gy +
G172 + g2z + ... é feita por meio da férmula recursiva (2.45), onde temos a,, e b, como
os coeficientes de A(z) e B(z) respectivamente. O algoritmo recursivo derivado de
(2.45) segue o processamento de calculo até um determinado nimero de unidades
discretizadas de perdas j* ou até um nimero maximo de iteracoes pré-estabelecido,
ou seja, em geral o processamento de calculo segue até G(j*) = go + g1 + ... + gj»
atingir uma meta de solvéncia assumida pelo banco (entre o percentil 95% e 99,9%),
como ja mencionado. O j* é atingido apds algumas centenas ou milhoes de iteracoes.
A cada iteracao, um erro de arredondamento é acumulado, inicialmente pequeno,
contudo na medida em que se aproxima da cauda da distribui¢ao, onde g; ¢ pequeno
e decai vagarosamente, e onde as questoes relacionadas a erros numéricos tornam-se
especialmente significativas, algumas probabilidades na cauda da distribuicao podem
apresentar valores negativos (Gordy [29]).

O erro numérico potencial aumenta a medida que:

1)A assimetria da distribuigdo da EXL (no modelo, v4) aumenta,

2)A discretizagao individual da EXL tende ao verdadeiro valor de exposigao indi-
vidual (vg ~ Uy).

Outra fonte de erro numérico do algoritmo de recursividade de Panjer esta rela-
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cionado a variavel indicadora utilizada no célculo dos coeficientes a,, e b,,:

L L
I 1, caso, ng =Y .., va; para qualquer combinacao de v/;s que resulte em ny,
(ng) =
0, caso contrario

onde L assume valores de 1 a um L,,42imo que representa o nimero maximo de com-
binagoes de valores de v 4.

Desde que existam as primeiras derivadas (que corresponderao as primeiras unidades
discretizadas de perda, v4) todas as demais poderdao decorrer de uma combinagao.
Portanto, na implementacao computacional do algoritmo, é comum determinar um j*
ou um nimero de iteragoes (n;) que seja o limite para o célculo de G(z). Contudo, o
estabelecimento desse limite em geral nao estd associado a perda maxima da carteira,

definida como:

N
E VAk

0 A=1

K
Ta(z) =
k=

Pode ocorrer em casos onde o n; necessario para o célculo de algum nivel de
solvéncia seja n;; > rg(z), ocasionando o cdlculo de probabilidades acima de Tg(z)3.

A melhor alternativa para as questoes numéricas apresentadas nesta secao, como
também para as questoes apresentadas nas secoes 3.3 e 3.4, e que ainda supera as
limitacoes de tempo de processamento e n;, esta relacionada ao calculo dos percentis
desejados com o método conhecido como aproximagoes ponto de sela, utilizando os
momentos da distribuicao de perda agregada para essa finalidade. Esse método con-
tudo nao representa uma solucao definitiva as fragilidades do modelo CR+-, pois em
situagdes de extrema heterogeneidade das exposigoes da carteira, o método falha (An-

naert et. al. [1]). Essa alternativa serd tema do préximo capitulo.

3Essa questdo numérica pode ser observada com mais detalhe no exemplo com quatro clientes
apresentado no capitulo 5, onde sao apresentados célculos feitos manualmente em comparagao com

calculos feitos computacionalmente
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Capitulo 4

Aproximacoes Ponto de Sela:
Calculo do V@R Utilizando os
Primeiros Momentos no Modelo

CreditRisk+

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos uma alternativa ao método de estimagao da dis-
tribuicao de perda agregada via recursividade de Panjer no modelo CR+. Essa al-
ternativa é conhecida na literatura estatistica como aproximacoes ponto de sela, que
estima por meio dos momentos da distribuicao de perda agregada os percentis dese-
jados. Diferentemente do modelo CR+ original, o tempo de solugao por esse método
independe do nimero de setores, da quantidade de devedores da carteira ou do pro-
cesso de discretizacao das exposicoes, e, ainda mais importante, nesse método nao ha
instabilidades numéricas tais como apresentados na secao 3.6.

Na secao 4.2, apresentaremos uma referéncia histérica da utilizacao deste método
assim como uma introducao informal do método. Na secao 4.3, apresentamos a
aplicacao do método aproximagoes ponto de sela para o modelo CR+. Na secao
4.4, detalhamos um importante aspecto do comportamento de cauda na distribuicao

de perda agregada do modelo CR+ que sera utilizado para verificagao dos resultados
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gerados pela recursividade de Panjer.

4.2 Introducao ao Método Aproximacgoes Ponto de

Sela

Em muitas situagoes que ocorrem em estatistica, a distribuicao de uma variavel
aleatéria X surge de uma funcao de outra variavel aleatodria, ou de algum teste es-
tatistico ou da estimagao de um parametro, que é desconhecido ou intratavel alge-
bricamente. Relembrando o Teorema Central do Limite, se X pode ser representado
como a soma de n (usualmente independentes) varidveis aleatdrias com variancia
finita, entao, a medida que n cresce, a distribuicao normal é uma candidata vélida
para aproximarmos a fun¢ao de densidade de probabilidade e a funcao de distribuicao.
A aproximacao normal tende a ser adequada préxima da média de X, mas tipicamente
falha na medida em que nos movemos em direcao a cauda da distribuicao.

Para essas situacoes foram desenvolvidos nos anos da década de 30 o método de
aproximacao ponto de sela. Seu total desenvolvimento e provas assintéticas foram
apresentadas nos anos 80. Essa técnica nao é tao difundida, segundo Gordy [29],
por exigir uma forma tratavel da FGC, o que em muitos casos nao é aplicavel para
o caso da distribuicao de interesse. Todavia, existem esforcos na aplicacao desse
método em estudos na aréa de risco. Feuerverger e Wong [27] utilizam o método
aproximagoes ponto de sela para estimar o VQR para o risco de mercado, utilizando
uma aproximagao para FGC. Martin et al. [44] desenvolveram um modelo simples
para risco de crédito que pode ser tratado via aproximacoes ponto de sela.

Muitos dos resultados apresentados nessa secao nao serao formalmente provados,
todavia, uma andlise mais profunda do tema pode seguir a seguinte literatura (a
literatura empregada no presente estudo): Barndorff-Nielsen e Cox [9], Butler [20],
Daniels [23], Jensen [35], Lugannani e Rice [42] e Wood et al. [62].

A ideia basica desse método é superar a inadequagao da aproximacao normal
na cauda da distribuicao da varidvel aleatéria em questao. Seja X uma varidvel
aleatéria com fungao densidade ou funcdo de probabilidade fx e FGM Mx(s) =

E[e**] existindo para uma vizinha U em torno de zero. Temos, de (2.11)(ou seja, a
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CGF), que a média e a variancia de X sao dadas por K/ (0) e K% (0), respectivamente.
Temos ainda, por (2.11), que Kx(s) = In Mx(s), para s € U. Se Ty é uma varidvel

aleatoria com densidade dada por

fr.(z;8) = %X(g) (4.1)

para algum s € U, entao T, é uma variavel aleatéria com decaimento exponencial.

Note que essa densidade integra um. Desta forma, a FGM e a FGC sao dadas por

Mr, (t) = %{;S)

(¢

KTS(t) = Kx(t + S) — Kx(S).

Entao E[T] = K7, (0) = K (s) e var(T,) = K(s). Seja s € Ue agora considere
a distribui¢ao normal para aproximar a verdadeira distribui¢ao de T,. Ela deverd ter
média g := Ky (s¢) e variancia vy := K% (s¢), e serd dada por x — ¢(x; xg, vg), onde
¢ representa a fungdo densidade da distribuigdo normal. Utilizando (4.1), teremos

que a aproximacao para fx sera

1 1
x> @(x; 20, Vo) Mx (so)e™*" = Nz €xp <_2_Uo(x - 950)2) M (so)e™".
0

A acuracia dessa aproximacao de fx, para um z fixo, depende crucialmente da
escolha de sg. Sabemos que, em geral, a aproximacao normal para a distribuicao de
uma variavel aleatoria X apresenta acuracia em torno da média de X, mas decai nas
caudas. Desse modo, estamos motivados a escolher um sg tal que x seja proximo do
ponto médio da cauda da distribuicao. Em particular, desejamos escolher um valor

de s tal que

K (3) = 2. (4.2)

Pode ser demonstrado que a solucao é tnica para sy € U. A aproximacao normal
da cauda de uma varidvel aleatéria com média x no ponto § tera ¢(z; K’ (8), K% (5)),

e a aproximacao de fx dada por
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onde

A aproximagao fX ¢ denotada como a aproximacao de ponto de sela de primeira
ordem para fx, onde § = §(x) é a raiz da equagado de ponto de sela e é conhecido
como ponto de sela da distribuicao de X.

A aproximacao da funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatéria X pode
ser obtida integrando numericamente f x. Contudo, no célebre paper de Lugannani e
Rice [42], foi derivada uma espressao simples para aproximacao do ponto de sela da

funcao de distribuicao acumulada de X, dada por

u

Fx(z7) = () 4 ¢(w) (% — 1) com 1z # E[X] (4.4)

onde ® e ¢ representam, respectivamente, a funcao distribuicao acumulada e a funcao

densidade de uma distribui¢ao normal padrao, onde

FX(.T_) = P(X < .I')

W = sgn(8)\/2(5z — Kx(3))
onde sgn($) representa a fungao sinal, que retorna 0 para resultados de § iguais a 0 (o

que ocorreria apenas em condi¢oes extremas), retorna —1 para resultados negativos

de 3, e 1 para valores positivos de 5. Temos ainda

$v/K%(5) se X for continua,

(1 —e%)y/K%(5) seX for discreta.

g3
I

Uma maneira menos eficiente de estimacao de @ seria por meio dos momentos de

ordem mais alta:

K”/(§) 1KIV(§)
0= 8./K'" (8 1 X - X )
= X(S)\/ PRy TR

71



Observamos ainda que se & = E[X], entao K'\(0) = E[X] e § = 0 é o ponto de
sela para E[X]. Entao, na média, Kx(0) = 0, e portanto w = 0, fazendo com que
Fx seja intdtil. Pode ser demonstrado que essa singularidade pode ser removida da

seguinte forma:

: 1 KL()

No uso prético, conforme sugere Butler [20], é numericamente prudente a inter-

polacéo linear com base em E[X] + ¢, onde € é escolhido de forma que seja suficien-
temente pequeno de modo a assegurar acuracia, mas também suficientemente grande

de modo a assegurar estabilidade numérica de (4.4) e de w, .

4.3 Aproximacgoes Ponto de Sela Aplicada ao Mod-
elo CreditRisk+

Podemos reescrever a expressao (2.24) com a relagao (2.11) como a FGC para o

modelo CR+. Teremos, entao

$(2) = W(Gx(¢) = po(Pole) — 1) +Zakln( 1_15;7ik(€z)). (45)

Sustituindo a funcao

Or(2) = mPr(e ZwAkpAe A% (4.6)

na equagao (4.5), obtemos

U12) = (Ql) — +Zak () = e T e )

onde 1 (2) foi introduzido apenas por conveniéncia de notagao.
Vamos denotar D como um operador diferencial (ou seja, D7 f(x) é a j-ésima

derivada de f com respeito a ). Dessa forma, temos de (4.6)
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DIQu(z) = Y wappavhe™,  Vji>0,k€0,1,. K. (4.8)
A

Portanto, a primeira derivada de v sera

DQk(Z>
(2) =« (ak— . 4.9
vil2) ’ i — o, Qi(2) (49)
E 1til, a titulo de generalizagao, definirmos
Q&ij Qk(z)
Vik(z) = ——————. 4.10
jul2) = (4.10)

Podemos observar que as derivadas de Vjj(z) possuem a seguinte relagao de

recorréncia:

DVj(2) = Vigix(2) + Vir(2)Vik(2), (4.11)

por onde temos

Ui (2) = Vi k(2). (4.12)

A partir de (4.11) podemos obter as derivadas de ordens mais altas de ¥, (z). A

segunda, terceira e quarta derivadas sao dadas por

k(z) = an(Var(2) + Vii(2)) (4.13)
P(2) = a(Van(2) +3Van(2)Vie(2) + 2Vik(2)) (4.14)

V(2) = an(Viw(2) + 4Var(2)Vir(z) + 3Va(2) + 12Va(2)Vi(2)
+6V1.(2))-
As demais derivadas podem ser obtidas utilizando (4.8) e (4.11).

A FGC sempre satisfaz algumas condi¢oes. Em particular, como todos valores de

WAk, Pa € V4 820 nao negativos e o produto wappava € estritamente positivo, entao
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Q. e suas derivadas serao: positivas, continuas, crescentes e fungoes convexas de z.
Para obter os cumulantes, utilizamos as derivadas de ¥, em z = 0. Como temos

Q:(0) = py, teremos entao

V;(0) = —DIQ,(0) (4.15)

697
e substituimos nas equagoes (4.12) a (4.15).

O calculo dos cumulantes é extremamente rapido e possui grande acurécia, ou
seja, o calculo dos quatro primeiros momentos de uma carteira de milhoes de clientes
nao leva mais do que alguns segundos.

Seja X a varidvel aleatéria da perda agregada, com funcao de distribuicao F(z) e
CGF ¢(z), e seja z a unica raiz real da equacdo & = 1’y (2). A férmula de Lugannani-

Rice apresentada em (4.4) para a cauda de F(x) sera

| P(3) ~ 1 — B(i) + () (% - %) (4.16)

onde

w=sgn(2)(2v2(22 —¥(2)) e a=(1-e)VY(2)
e onde ® e ¢ denotam, respectivamente, a funcao de distribuicao acumulada e a
funcao de densidade de uma distribuicao normal padronizada.

Nas aplicacoes na area de risco, raramente estamos interessados em um valor de
F(z) para um particular valor de x. O conceito de VAR apresentado na se¢ao 1.3
representa o problema inverso, ou seja, encontrar um montante de perda agregada x
para um F(z) = ¢, onde g representa uma meta de probabilidade de solvéncia. O
desafio para a implementacao do método de aproximagoes ponto de sela no calculo
do V@R no modelo CR+ é encontrar o limite superior z* valido para o dominio de
¥ (z). Como demonstrado em Gordy [29], desde que ¢ > F(E[X]), o limite z; para

cada setor k£ deverd satisfazer

—log(dy)

WAkPA
D= v
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Como Qk(z) ¢ estritamente crescente em z, encontrar z; nesse intervalo é com-
putacionalmente trivial. Portanto, o cdlculo do V@R no modelo CR+ por meio do
método de aproximagoes ponto de sela decorrera da seguinte forma:

1)Determinamos z* = min(z7, ..., zJ). Formamos uma grade de valores de z* no
intervalo aberto (0, z*).

2)Para cada ponto escolhido na grade de valores de z*, calculamos os respectivos
valores de Z, w e u a partir das derivadas e da funcao .

3)Formamos uma tabela de pares de valores de (1 — F'(), &) utilizando a férmula
de Lugannani-Rice e Interpolamos para encontrar os valores de & correspondentes a
1-Fz)=1-—q.

As aproximacoes ponto de sela para o V@R, sempre existe. Se £ — 2* entao
W, e & tenderao a oo. Ressaltamos que podemos calcular o V@R, para qualquer
q € (F(E[X]), 1), podendo sempre encontrar um valor de 2 € (0,2*) e utilizar a
féormula de Lugannani-Rice para 1 — F(z) =1 —q.

Temos, portanto, que

~

P(X >n)~ LR;(n;w;0) =1 — ®(w) + ¢(w) (%—%) =1—gq

4.4 Comportamento da Cauda da Distribuicao de
Perda Agregada no Modelo CreditRisk+ e o
Método de Verificacao de Resultados

A partir de (2.24), que representa FGP, e as consideragdes finais da se¢ao 2.4,
podemos descrever a perda agregada no modelo CR+ como a soma de variaveis
aleatérias independentes com distribuig¢ao binomial negativa composta, com parametros
(1 — 0k, o), como também afirma Gordy[29]. Como é mostrado em Panjer e Will-
mot [54], se z — 00, a cauda da fungao de distribui¢ao acumulada de uma variavel

aleatéria X com distribuicao binomial negativa composta pode ser aproximada por

1—F(z) = C(x)xYe™™ (4.18)
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para algum v € R e r > 0, onde C(x) varia lentamente até o infinito. Segundo Em-
brechts et al.[24], F estd no Dominio de Atracgao Maximal - DAM (Mazimal Domain
of Attraction - MDA) de uma distribuicdo de Gumbel se

1—Flu+z/r)

li =
uinoo 1-— F(u) c

—x

Para Vx > 0, da equagao (4.19) para u grande,

1—F(u+x/r) - C(u+z/r) (u+x/7")7€7rm/7q - C(u—kx/r)efx
1— F(u) C(u) uy C(u)

C(utz/r) 1

Por definigao, fungoes que variam lentamente até o infinito tem o)

quando u — oo. Dessa forma, F(x) é DAM Gumbel (isto é, pertence ao DAM
Gumbel), o que implica que existe um 3 > 0 tal que a Gx(z) converge na cauda para
uma distribuigao exponencial com parametro 3 (para esses resultados, ver Embrechts
et al. [24], Teorema 3.4.13). Contudo, ainda nao foi demonstrado que a soma de
variaveis aleatérias independentes DAM Gumbel também seja DAM Gumbel. Se-
gundo Gordy[29], extensivas andlises numéricas sugerem que essa propriedade seja
valida para a distribuicao de perda agregada no modelo CR+.

Considerando o comportamento de cauda da distribuicao de perda agregada no
modelo CR+, podemos, segundo Gordy|[29], implementar um método de diagndstico
para os valores de V@R estimados pelo método recursivo de Panjer. Seja ¢ um
percentil que determine o VQR e que seja suficientemente distante na cauda da dis-
tribuicao de perda agregada. Podemos aplicar a teoria de valores extremos aproxi-
mando a cauda da distribuicao de perda agregada no modelo CR+ para a cauda de

uma distribuicao exponencial com parametro . Por construcao, como sugere Gordy
[29], G(5*) =~ g, entao

g~ GG ) ~=1—eP
onde [ pode ser estimado (desde que estejamos na cauda da distribui¢do) como:

_
h= log(1—q)
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Portanto, para cada ¢ e seu respectivo j* podemos calcular o erro relativo absoluto

em comparac¢ao com o método escolhido! (a recursividade de Panjer, no caso):

_ |Qmétodo - qaproximado|

’]7_

’qmétodo ’

IEsse método de verificacdo também pode ser aplicado para a estimacdo da perda agregada no

modelo CR+ estimado via nested evaluation (Giese[28]).
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Capitulo 5

Exemplo Numerico do Modelo
CreditRisk+: Recursividade de
Panjer e Aproximacoes Ponto de

Sela

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos um exemplo ntimerico hipotético que visa elucidar
os mecanismos de cdlculo das discussoes tratadas nos capitulos precedentes. A partir
de uma carteira hipotética de clientes, todos os principais valores a serem estimados
no ensaio com dados reais. sao calculados. As questoes sobre a instabilidade ntimerica
do algoritmo de Panjer podem ser melhor detalhadas por meio da comparagao dos
resultados obtidos manual e computacionalmente. E realizado o célculo de CER
segundo as defini¢oes apresentadas no capitulo 1, além da estimagao via aproximacoes
ponto de sela para o valor de V@R. E possivel também, utilizar o método de verificacao
apresentado no tltimo capitulo para determinar os erros de cada estimativa (segundo

o calculo manual e computacional).
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Portanto, teremos na secao 5.2 a estimacao do VQR utilizando a recursividade
de Panjer, verificando a diferenca entre a estimagao realizada caso a caso e realizada
utilizando o algoritmo computacional. As questoes sobre a instabilidade nimerica
do algoritmo de Panjer, apresentadas na segao 3.6, sao evidenciadas nesta se¢ao. Na
secao 5.3, estimamos, para o mesmo conjunto de clientes, o V@R via aproximacoes
ponto de sela. Na secao 5.4 estimamos o CER segundo as definigoes da segao 1.4.
Finalizamos o capitulo na secao 5.5. Utilizando o método de verificagao detalhado
na secao 4.4 e apresentando um comparativo dos valores estimados de VQR por

diferentes métodos.

5.2 Estimacao do V@R Via Recursividade de Pan-

jer
Considere um exemplo ilustrativo do célculo de V@R comparando a recursividade
de Panjer e o método de aproximacoes ponto de sela. Para tanto nossa carteira

hipotética serda composta de 4 clientes, todos dentro de um mesmo setor e sem risco

idiossincratico(ou seja, K = 1 = wyy, = 1, VA € {1,2,3,4}). Supondo também
que a volatilidade da taxa de default seja 0% = % (para facilitar os cdlculos) e

escolhendo o numero de faixas B = 8. Os resultados estao na Tabela 5.1.

2
Al K | war | pa 0% VA | U4

11 1 [0,01|0,000083 |100 | 2

1| 1 ]0,02{0,000333| 50 | 1

0,03 | 0,000750 | 200 | 4

B~ | W | N
—
—_

1, 1 ]0,04|0,001333 | 400 | 8

Tabela 5.1: Exemplo Numérico - Recursividade de Panjer e Aproximagoes Ponto de

Sela
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Temos v4 dado por (2.1), ou seja

_ max[ta] 400

U=——7—=—=050.
B 8
Por exemplo,
vy 100
i =— = —=
YU 50

Determinamos agora os parametros que sao calculados uma tunica vez, conforme

2.19, 2.24 e 3.3.

4 4
=Y wagpa = p=» 1ps=0,01+0,02+0,03+0,04=0,1
A=1

A=1

4
0% =" 0% = 0,000083 + 0,000333 + 0, 000750 + 0,001333 = 0,0025
A=1

2 2
Hi (07 1)
= — = — —
W= e T T 00,0025
Kk 0,1
Op = =0 =
Tk 0,1+4

M = o = 1 =4 x 0,02439 = 0,097561.

=0,02439

A titulo ilustrativo, apresentaremos o calculo das cinco primeiras iteragoes uti-
lizando a recursividade de Panjer. Para tanto, sao necessarios os seguintes compo-

nentes (segundo os resultados apresentados na segao 2.6): fi, ) = E WARPA COMO
vA=N

k=1 wa, =1 temos u, = Z DA;

vA=N

po =0
[L1:0,02
/,LQZO,Ol

p3 =p1+p2=0,02+0,01 =0,03
114 = 0,03
M5:p2+p3:0702+0703:0705a

e assim sucessivamente. Calculamos agora os coeficientes a,, e b,. Teremos,
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s 5
o= > 1l (HOnk = iy kuzkk)

ni+...4+ng=n k=0 K

O fhy,
= 3 (o~ T %)

ni=n

2=0

Teremos, portanto,

5
b= Joo —lg—2=1
~— 1
1 ~—
0
Spx 0,02439 x 0,02
o= I — Iy =2 = 0,004878

Spa 0,02439 x 0,01
B 0,1

= 0,002439

{
{

dus  0,02439 x 0,03

by = Iog — I 42 — 0,007317

~~ ~—~ v 0,1

0 1(va=vi+v2=3)
Sua 0,02439 x 0,03

by = Doy — Iy 242 = 0,007317

\O/ NSO 0,1

1
Sus  0,02439 x 0,05

by = Iy — I A5 X 0,012195.

\/0 NI 0 0,1

1(va=v2+v3=5)

Calculando agora os coeficientes a,,

>

K
Nk +1,k
am = [ D (et Dl

k=0ni+...4+nxg=n Fk

ni=n

Ojhin,
(Honj - Mg

S,
Nl
>0

Portanto, teremos
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N 0,09756 x 0,02 x 1
= Mgy, = — 0,019512
Qo U ( ) 1) 0, 1 ’
1
0,09756 x 0,01 x 2
o = 202) 1, == XS 0,019512

I Ny 0,1
~0,09756 x 0,03 x 3

nes
= —(3 I = 0,087804
az 1 ( ) (3) 0,1 )
I(UA:U1+”L)2:3)
0,09756 x 0,03 x 4
e = ) Iy == XX R 0,117072
(4) 0.1
K \1/" )
" - npts 5) I, _ 0,09756 x 0,05 x 5 — 0,2439.
(5) 0.1
1% N~ )

1 ('UA =vo+v3 :5)

E dessa forma podemos calcular a distribuicao de perda agregada pela recursivi-

dade de Panjer utilizando

1 in(da,n) min(dg,n)—1
Int+1 = m Z ajGn—j — Z (n = 7)bjr19n;
0 =0 =0

Teremos entao

go = (1 —08)* = (1-0,02439)* = 0,90595,

0,019512
G = o2 — 90595 x ———2"%

=0,0176768.
bo

Para n = 1, teremos

1
1 .
92 = 3 (E ajg—; — [(1 - J)bj+1g1j]>
0,5

J
lapg1 + a190] — bigh)

)

(
= 0,5([0,019512 x 0,01767 + 0, 019512 x 0, 90595]

—0,004878 x 0,01767) = 0,008579.

Para n = 2,
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2 1
1 )
9 = 3 (Z ajga—j — [2(2 - J)bj+192—j]>
=0 =0

= 0,33([aog2 + mg1 + a2g0] — [2b192 + b2g1])
= 0,33([0,019512 x 0,008579 + 0,019512 x 0,01767 + 0,087804 x 0,90595] —

[2 x 0,004878 x 0,008579 + 0,002439 x 0,01767]) = 0,0263773.

Para n = 3,

3 2
1 )
94 = 3 (Z ajg3—j — [2(3 - ])bj+193j]>
=0 j=0

= 0,25([aogs + a192 + a2g1 + asgo] — [3b193 + 2b2ga + b3g1])
= 0, 25([0, 019512 x 0,0263773 + 0,019512 x 0, 008579 +

0,087804 x 0,01767 4 0,117072 x 0, 90595] —

[3 X 0,004878 x 0,0263773 4+ 2 x 0,002439 x 0,008579

+0,007317 x 0,01767]) = 0,026934.

Para n =4,

3

g5 = % (Z agay— [ (4 - j)bj+1g4—j]>

=0
= 0,2([aogs + a195 + 292 + a3g1 + asgo] — [4b194 + 3b2gs + 2b3g2 + bsg1])

= 0,2([0,019512 x 0,026934 + 0,019512 x 0,0263773 +
0,087804 x 0,008579 + 0,117072 x 0,01767 + 0, 2439 x 0,90595] —
[4 x 0,004878 x 0,026934 + 3 x 0,002439 x 0,0263773 +

2 x 0,007317 x 0,008579 + 0,007317 x 0,01767]) = 0,044769.

Segue-se dessa forma até que a varidvel indicadora I(,,) do coeficiente b, seja zero,

pois na pratica nao havera nenhuma combinagao ny > rg(;), onde

N
E VAk

0 A=1

K
TG(z) =
k=

¢é a perda maxima da carteira:
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] =

TG(z) = vg=1+2+4+8=15

b
I
—

T X U = 15 x 50 = 750.
4

Observe que Zf}A = 100 + 50 4 200 4 400 = 750. Manualmente calculamos,
A=1
portanto, até n = 15, que corresponde a 1 na funcao de distribuicao acumulada.

Contudo, conforme apresentado na secao 3.6, computacionalmente essa varidvel in-
dicadora continua a efetuar combinagoes acima de rg(;) até atingir um determinado
percentil (podendo ser atingido acima do 7¢(.) por razao das aproximagoes) ou um de-
terminado niimero de iteragoes. Apresentaremos a seguir um comparativo do célculo
computacional e manual do valor de V@R desse exemplo.

Calculamos o V@R, com um grau de solvéncia representado pelo percentil ¢ =
99, 5% para as duas modalidades(manual e computacionalmente) de calculo do exem-

plo por meio da sugestao de interpolagao apresentada na secao 1.3;

4—q
V@R(qkfétodo(qlvgm)) = U X |:(UA‘12 - 1) + (q2 _ ql):|

A partir dos resultados em destaque na Figura 5.1, contendo uma tabela compar-
ativa 5.1 de valores do método computacional e manual, calculamos o V@R de cada

modalidade:

0,995 — 0,994414
anual) — . —1 7 - = ,
VO Fossnpanuat = 50 {(7 )+ (0,999685 - 0,994414” 305,55

0,995 — 0,961229
@ 7 = . —_ ]_ ! ’ — .
Vs Commtacinat) = 50 {<8 o (0,996443 - 0,961229)] 00

5.3 Estimacao do V@R Via Aproximacoes Ponto
de Sela

Calcularemos agora pelo método aproximagoes ponto de sela. Primeiramente,

determinamos o intervalo aberto do ponto de sela, conforme 4.18:

84



Tabela 5.1 - Comparativo do Cileulo Computacional e Manual do Exemplo Diditico

Caleulo Computacional Calculo Manual
it H an ” VA ” valor ” F{gn} an || bn || gn || F{gn}

1 0,90585 0 0 0,905950 || 0.019512 1 0905350 0,905950
2 0.01737 1 50 0925058 0019512 0004878 0017676  0,923626
3 0.00889 2 100 0933952 || 0087804 0002439 0,008590 0932216
4 0.00021 3 150 0934161 0117072 0007317 0.026378 09585934
5 0.02611 4 200 0960274 [ 0.243900 0007317 0026934 0985528
] 0.00062 5 250 0,960899 | 0,409700 0012195  0,004476  0,990004
7 o000z [ 300 0961220 | 0156096 0.026820 0.004410
8 0.00001 7 350 0961229 || 0.052682 0017070 0.005271
9 0.03521 8 400 0996443 | 0045781 0008756 0,000141  0,999826
10 0.00084 9 450 0997285 || 0,060292 0014634  0,000008 0999833
11 000043 10 500 0997722 | 0,0BBES5 0012195  (0,000038  0,999871
12 0.00001 11 550 0.997734( 0.078048 0017073 0.000015 0939886
13 oooizE 12 BO0 0998991 || 0.087804 0017073  0.000055 0399941
14 0oo0od 13 650 0,999027 | 0,097560 0019512  0,000050  0,999991
15 000002 14 700 0,999046 - 0021981 0,000005  0,999996
16 000000 15 750 0999047 - 0024390 0,000004 1,000000
17 000086 16 800  0,993905 - - - -
18 00000z 17 850 0,993930 - - - -
19 0.00001 18 900  0,993342 - - - -
20 000000 19 950  0.993943 - - - -
21 000004 20 1000 0.933373 - - E =
22 000000 21 1050 0,999980 - - - -
23 000000 22 1100 0,999981 - - - -
24 000000 23 1150 0,999981 - - - -
25 000002 24 1200 0,999998 - - - -

OBS: O célculo computacional tem por premissamaxdnig=100000 ou Percentil max(0.999938)

Figura 5.1: Comparativo do Célculo Computacional e Manual do Exemplo Didatico

. _ —In(dk)
0<z < S pava
Hi
Portanto, teremos
. —In(0,02439)
0<z (00270,02001250.92) — 0,773662 = (0;0, 773662)
0,1

Calcularemos agora o valores dos polinomios que serao utilizados para o céalculo
de z, w e u (segundo as segoes 4.2 e 4.3). Para tanto, consideramos o ponto de sela

2 = 0,406 € (0;0,773662).

1-6
1- % 22:1 paeta*
1 — (0,02439)
1~ (%%2859)[0, 0162 + 0,027 + 0,03¢% +0,046%] | |
— 11,3339

P(z) = aln

= 4ln
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r=1'(z) = a( 52?4:1101471146”“ )

p—29 Zi:l paetA®

_ (((0,02439)[0,01 x 2 +0,02 x 1e* + 0,03 x 4¢'* + 0,04 x 8¢%]
B 0,1 — (0,02439)[0,01€2* + 0, 02¢ + 0, 03¢% + 0, 04¢37]

— 12,450899 B
P'(z) = « 5242:1 pavie’s?
p—20 2?4:1 paeta*
_£(0,02439)[0,01 x 22¢% 40,02 x 12¢* + 0,03 x 42¢% + 0,04 x 82¢™]
- 0,1 — (0,02439)[0, 01e2* + 0, 027 + 0, 03¢ + 0, 04¢57]
HYGR)
— 134,293816.
Teremos entao
=1 x /2(0,406.12, 450899 — 1, 3339) = 2, 728063
i = (1 — e 40%),/134,293816 = 3,866971.
Calculando a férmula de Lugananni-Rice (ver 4.4 e 4.17), teremos para z = 0, 406
1 1
P(X >12,450899) = 1—-®(2, 728063 2,728063 — =0,00423
(X=12 ) 2, J+9(2 ) <3, 866971 2, 728063) ’ !

o que representa o percentil 1 — 0,00423 = 0,99577 e um VQR = 12,450899 x 50 =
622, 54.

5.4 Estimacao do CER

Calcularemos agora o CER para o exemplo, utilizando as defini¢oes apresentadas
na secao 1.4, assumindo a premissa de que os devedores em questao sao clientes
classificados como varejo e utilizando o valor de PDI de 0,45 definido por Basiléia.

Portanto, seu valor de correlacao para cada cliente é dado por
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_ —35xPD e

1 —e 3 1 —e35

Rvarejo = O’ 03 x |:

_ —35xPD
} + 0,16 x {1 — }

e com respectivo valor de CER para cada cliente dado por

K= roro

-1 0,5 -1
O(PD) + R x 271(0,999) _ -
(1— R)%S

CER =K x EB x 12,5.

Por exemplo, para o cliente A = 1, teremos

1 — o—35%0,01 _—35%0,01

e

Rvarejo,A:1 = 07 03 x |: 1_—6735

} +0,16 x [1— ] = 0,121609

1—e35

®=1(0,01) + (0,121609)*> x ®~1(0,999)
(1—0,121609)05

Kao1 =0,45 {(ID ( ) — 0,01} = 0,036618

CERp—1 = Kyo1 X EBy—; x 12,5 =0,036618 x 100 x 12,5 = 45, 772725.

Teremos, portanto, calculando para cada cliente os valores da Tabela 5.2

A pa Vg RVarejo,A CERA

1]0,01/100| 0,121 | 45,77

0,02| 50 | 0,094 | 28,99

0,03 ]200| 0,075 |125,58

L= B CC I B )

0,04 | 400 | 0,062 | 260,05

Tabela 5.2: Exemplo Niumerico CER

4
Temos, portanto, que o CER = Y CER4 = 45,77 + 28,99 + 125, 58 + 260, 05 =

A=1
460, 40. Este valor de CER somado aos demais ativos ponderados pelos respectivos
riscos (CERmercadm CERliquideza OERoperacional)7 deve estar, no BraSﬂa acima 11% de

todos os ativos de um banco.
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5.5 Aplicagcao do Método de Verificacao e Com-

paracao de Resultados

Apresentaremos a verificacao de resultados utilizando o método de verificagao
descrito na secao 4.4. Dessa forma, teremos para o VQR /40 um g de 0,9996 e um

nimero de default estimado de 6. Podemos, portanto, calcular o # como sendo:

= = anual —
& log(1 — q) Butanal In(1 — 0,9996)

Temos, portanto, um ¢ aproximado de

= 1,1324.

g G(j*) 1 — e 9 Pramat = 1 _ =611 = () 9988,

Teremos, entao, um erro relativo absoluto (em percentual) de

10,9996 — 0, 9938
0, 9996

Calculamos dessa mesma maneira, para o método computacional:

NManual = .100 = 0, 008%.

; | B -7
Computacional — ln(l _ O’ 9964)

= 1,2440

q ~ 1 _ 67.7 ﬂComputacianul — 1 _ 677172440 — 07 9998

10,9964 — 0,9998|
omputacional — 100 = 0, 3447%.
I Computacionet 0,9964 %

Podemos, portanto, comparar o VAR, calculado pelo algoritmo recursivo de Pan-
jer, manualmente, pelo método de aproximagoes ponto de sela e o CER por meio da
Tabela 5.3.

Vale ressaltar que a diferenca do V@R no modelo CR+ calculado computacional-
mente e por meio do método de aproximacoes ponto de sela apresentada nesse exemplo
didatico deve-se aos resultados encontrados em Gordy[29], segundo o qual existe uma
complementaridade entre os dois métodos (Panjer e aproximagoes ponto de sela).

Aproximacoes ponto de sela sera adequado onde o algoritmo de Panjer for lento e nao
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M étodo Valor | FRA

V@R(O,Q%,Manual) 305,55 0,008%
V@R(O,995,C’omputacional) 335,65 0,3447%
V@R‘(O,9957P0nto de sela) 622 ) 54 -

CER 460,40 ;

Tabela 5.3: Exemplo Numérico Comparativo de V@R Estimado por Diferentes
Métodos e CER

confidvel (grande quantidade de devedores), e o algoritmo de Panjer serao adequadas
quando for de rapido processamento (quantidade pequena de devedores, como no ex-
emplo). Contudo para ambos os métodos, extrema heterogeneidade das exposigoes
pode comprometer a acurdcia das estimativas (Annaert et. al. [1]). A expectativa é
que os modelos de V@R estimem valores menores do que o CER exigido pelo agente
regulador por considerar fatores de riscos e correlagoes além de utilizar metodologias

mais elaboradas do que a utilizada de forma padrao no CER.
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Capitulo 6

Analise de Resultados

6.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos no processamento de uma
base de dados real contendo 16.058.446 de clientes. Essa base de dados refere-se a
clientes de um Banco! de atuacao nacional e internacional com operacoes de crédito
ativas de clientes PF e PJ na posicao mensal de janeiro de 2009, excluindo-se, contudo,
os clientes caracterizados como PJ Corporate (grandes corporagdes empresariais),
Bancos e Paises.

Quando nao especificado, o modelo padrao supoe que a volatilidade da taxa de
default é dada conforme sugestoes de Gordy [29], Balzarotti et al.[7,8] e também
presente no modelo original CSFP [20], ou seja 50% da PD. Neste modelo padrao,
utilizaremos um nimero de 100 faixas (B = 100) e um unico setor sem risco idioss-
incratico?. Teremos ainda no modelo padrao, a fim de garantir convergéncia numérica,
n;; = 100000, ou um percentil acumulado méximo de 0.99998. Todos os algoritmos
presentes nesta dissertacao, além dos resultados obtidos diretamente de procedimen-

tos pré-programados, foram desenvolvidos e obtidos utilizando o aplicativo SAS?.

IEssa base de dados foi disponibilizada segundo o compromisso de omissdo da instituicdo fornece-

dora dos dados em caso de publicacao desse estudo em qualquer veiculo de divulgagao.
2Estimacoes da distribuicao de perda agregada utilizando um setor sem risco idiossincratico, onde

baseou-se o presente estudo, pode ser encontrado em Gordy [29], Balzarotti et al.[7,8]
3Statistical Analysis System - Aplicativo estatistico multi-linguagem (SQL, Data Step, Macros

etc.) que manipula, processa e trata bases de dados de grande porte; possui um switch estatistico

com procedimento pré programado (proc’s), além de permitir o desenvolvimento e implementagao
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Na secao 6.2, apresentaremos uma analise exploratéria dos componentes de en-
trada do modelo CR+. Tais componentes foram definidos na secao 1.2. Essa andlise
sera feita considerando aspectos peculiares dessa base de dados, como metodologia
de credit scoring utilizada para estimacao da PD, conceito de default assumido, a
distribuigao de valores de exposi¢ao segundo tipo de pessoa (PF e PJ), entre outros.

Na secoes 6.3 a 6.5, apresentaremos resultados que elucidarao as questoes tratadas
no capitulo 3. Na secao 6.3, serao estimados valores de V@R com a finalidade de
analisar os efeitos do nimero de faixas sobre VQR estimado por meio da recursividade
de Panjer e da estimacao de CE considerando um limite para validade da hipdtese
da aproximacao de Poisson. Na secao 6.4, é testada a auséncia de subaditividade do
V@R por meio da estimagao de V@R para diferentes tipos de clientes (PF e PJ). Seréao
apresentados também nessa se¢ao os resultados de V@R para diferentes ntimeros de
faixas determinados por medidas exploratérias da distribuicao de EXL, como média,
mediana e intervalo interquartilico.

Na secao 6.5, apresentaremos estimativas de VQR para diferentes valores sug-
eridos na literatura para a volatilidade da taxa de default, observando esses valores
com relagado ao CER, conforme abordado em Schechtman et al. [59]. Finalizamos o
capitulo na secao 6.6 com a comparacao do VQR estimado pelo método aproximacoes

ponto de sela e por meio do algoritmo recursivo de Panjer.

6.2 Analise dos Componentes de Entrada do Mo-
delo CreditRisk-+

6.2.1 Conceito de Default

A Data de Default (DD) é dada em dias e é determinada por tipo de produto de
crédito e suas modalidades. Esta data nao é simplesmente um indicativo de que deter-
minada operacao esta em atraso: ela corresponde ao nimero de dias a partir do qual

o numero de clientes nao pagantes (inadimplentes) é maior que o nimero de clientes

de algoritmos proprietarios.
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pagantes. Sera considerada em default a operagao em que o nimero de dias vencidos
for maior que a DD, caracterizando a inadimpléncia (default). Operagoes com atrasos
abaixo da DD sao consideradas operagoes ativas de crédito e entram para o célculo
do V@R. Quando nao ha DD calculada para determinado produto/modalidade (pro-
dutos novos ou nao contemplados na modelagem), é considerada a data padrao de
DD de 60 dias.

Na data do estudo, 931 produtos e modalidades, dos 1594 com exposicao de
crédito, possuiam DD calculadas. Todos os demais utilizaram a data de default
padrao. Desses 931 produtos/modalidades, a maioria é de produtos orientados a
clientes PJ. Poucos produtos de clientes PF possuem data de default acima de 60
dias, diferentemente do que ocorre com clientes PJ, em que a data de default para a

maioria dos produtos estd acima de 150 dias, conforme mostra a Tabela 6.1.

Tipo de Cliente | Acima de 60 dias | Abaixo de 60 dias | Total | Demais

PF 10 101 111 648
PJ 811 9 820 15
821 110 931 663

Tabela 6.1: Produtos de Crédito e Data de Default por Tipo de Cliente.

Vale ressaltar que a maior parte dos demais produtos sem calculo de data de

default sao de clientes PF.

6.2.2 Perda Dada Inadimpléncia (PDI)

Conforme ja definido na secao 1.2, a Perda Dada Inadimpléncia representa o
percentual estimado da exposi¢cao que nao sera recuperado em caso de inadimpléncia,
ou seja, trata da severidade da perda de ativos em default. E um atributo da operagao
e no modelo utilizado nesse estudo leva em conta o tipo de pessoa - fisica ou juridica
- a regiao geografica onde a operacao foi realizada e o produto. Quando nao ha PDI
calculada, é atribuida a PDI padrao de 50%.

Dos 1594 produtos com exposicao de crédito, considerando tipo de pessoa e regiao
geografica, apenas 853 possuem PDI calculada. O restante utiliza a PDI padrao de

50% (independente do tipo de pessoa e regiao - mais conservador do que estabelece
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Basiléia IT com PDI de 45%). Temos, portanto, a seguinte distribuigao de PDI por
regido e tipo de pessoa(Tabela 6.2):

TABELA 6.2 - DISTR.I_BUIQEO _ DA
PERDA DADA INADIMPLENCIA MEDIA
POR REGIAO E TIPO DE PESS0A

REGIAO PF Pl
NORTE 53,16% 5¢4,33%
NORDESTE 55,33% £3,43%
SUDESTE 40 40% 56,68%
SuL 53,57% 54,81%
CENTRO-OESTE 47 03% 59,91%
TOTAL 52,91% 63,30%

Figura 6.1: PDI por Regiao e Tipo de Pessoa

6.2.3 Probabilidade de Default

A probabilidade de default do cliente é apurada por meio de modelos estatisticos
de Credit Score e Behavior Score. Para a maioria das metodologias utilizadas neste
estudo, essas estimativas sao resultados de modelos de regressao logistica. A proba-
bilidade de default é determinada, dessa forma, por oportunidade da andlise de risco
e estimacao do limite de crédito do cliente, respeitada a dinamica em funcao do porte
e do tipo de pessoa e da metodologia de risco (PF, Microempresa - MPE, Produ-
tor Rural - PR, Empresa - EMP, entre outros). Essas metodologias presentes no
estudo correspondem a 95,96% de todos os clientes com operacoes ativas de crédito
no periodo considerado. Em seguida, esta probabilidade (Frequéncia Esperada de
Inadimpléncia - FEI) é agrupada em nove faixas de risco (Rating de AAA a E) con-

forme a Tabela 6.3.

Tabela 6.3 - Faixas de roding associadas aos riscos:
RISCO | FaixadaPD(FEl} RISCO Faixa daPD (FEI)

ALA 0,00000-000024  C+ 0,01830—0,045930
AR 000034 —0,00091 C 0,04980 - 0,13530
A 000091 —0,00248 D 0,13530-0,36738
B+ 000243 —-0,00674 E 0,367858 - 0,99999
B 0,00674 —0,01830

Figura 6.2: Faixas de Rating
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Primeiramente, analisaremos a distribuicao de clientes por rating.

Distribuigio de Clientes por Rating

25,DD~[/]_

20,00

15,00 4

10,00

5,00

Figura 6.3: Distribuicao de Clientes por Rating

Tabela 6.4 - Distribuicio de Clientes por Rating

Rty Quarticade de clientes el PD - média Jeswio Padrdo - PD
ABA 44826 0.28 0000232 0.000068
A 170792 1.06 0.000627 0.000165
A 444351 237 0001701 0.000452
B+ 1170108 7.249 0.004670 000233
B 2724005 16,96 0012245 0.003349
C+ 3910383 24,35 0.031041 0.008743
C 3789375 23.66 0.092755 0.025160
D 1816647 11.31 0.267012 0.073313
E 1977954 12,32 0.544628 0,132445

16058446

Figura 6.4: Distribuicao de Clientes por Rating
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Verifica-se que a carteira caracteriza-se por uma concentracao de clientes no rating
B,C+, C, ou seja, existe uma quantidade de clientes superior a 3.794.506 com valores
de probabilidade acima do limite suportado pela aproximacao logaritmica no modelo
CR+. A seguir, analisaremos na Tabela 6.5 e na Figura 6.6, a distribuicao de clientes

por metodologia de analise de risco.

Tabela 6.5 - Distribuicio de Clientes por Metodologia

Metodologia. Quantidade de ¢

FF 13911843

WMFE ZhER1h 1.59 0.07 0.0
EbdF 57494 0.04 0.07 0,11
FE 1237740 7.7 0.09 0z
Outras £47454 4.03 0.2z 0,13
Total 16058446 100

Figura 6.5: Distribuicao de Clientes por Metodologia

FF MPE EMP PR Outras

Figura 6.6: Grafico da Distribuicao de Clientes por Metodologia
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Podemos observar a grande participacao da metodologia que avalia clientes PF
com uma PD média acima de 0,09 (Tabela 6.5), essa questao é potencialmente com-
prometedora para a aproximacao logaritmica assumida no modelo original. Contudo,

resultados mais detalhados serao apresentados na secao 6.3.

6.2.4 Exposicoes da Carteira: Bruta e Liquida

Apresentaremos os resultados de EXL e EB, conforme os conceitos apresentados

no capitulo 1. Em um primeiro momento, analisaremos a carteira segundo o tipo de

pessoa (PF e PJ) (Tabela 6.6 ¢ 6.7).

Tabela 6.6 - Distribuicio de EXL e EB por Tipo de Pessoa

Cuanticade de Clientes 0 H o ¥
16746.624 | 98.06 || 71.392.137.634 96,56 || 134.931.275.0689 9710
3114822 1.94 2549517 236 3.45 4.024. 494 454 2.90

16.055.446 | 100 || 73.941.654.570 100 || 135.956.765.513 100

Figura 6.7: Distribuicao de EXL e EB por Tipo de Cliente

Tabela 6.7 - Analise Descritiva da EXL e EB por Tipo de Pessoa

Tipode Pessoa EXL Média | EXL Deswio Padrdo BB Media | EB Deswio Padrdo
FF 4533.81 439.918.18 (| 8.568.90 926.946.29
P 8.176.19 232.471.39 | 1290635 kb 96351

Figura 6.8: Anadlise Descritiva da EXL e EB por Tipo de Pessoa

Verifica-se uma consideravel diferenca da média de EXL de clientes PF e PJ, o que
indica uma tipica situagao de carteira heterogénea. Quando detalhamos a distribuicao

de EB segundo os percentis de PF e PJ, temos o resultado da Figura 6.9.
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Figura 6.9: Valores de Percentil de EB para PF e PJ

E possivel observar uma concentracao de EB em pequenos grupos de clientes PJ e
PF. Podemos analisar ainda a representatividade da EXL e da EB segundo o Rating

e a Metodologia de andlise de clientes nas Tabelas 6.8 e 6.9.

Tabela 6.8 - Distribuicio de EXL e EB por Rating

Rating Quarficiade de Clierntes "
AAA, 445926 4.059.515.585 5,449 7BB3.694.228 552
Al 170792 4634.551.271 6,27 5.743.011.252 B.249
A 444391 3561217176 482 B.702.360.186 482
B+ 1170108 7.310.611.230 9,89 13.763.018.767 8.50
B 2724005 14.445.645.014 149,54 27175425385 19.56
C+ 3910383 17.369.287.283 23,49 32631837296 23.46
C 3799375 13.799.896.910 18,66 2h. 905 416,963 18.64
D 1816547 3.768.369.087 5110 2020675242 5.05
E 1977554 4.992.558.314 b.75 9.350.330.154 b.73
Total 16055446 73.941.654.570 100 135.955.769.513 100

Figura 6.10: Distribuicao de EXL e EB por Rating

Tabela 6.2 - Distribuicio de EXL e EB por Metodologia

Metodologia| Cuantidade de Clisnas

PF 13.911.843 | 54.177.915.654 73.27 102.396.362.982 | 73.6899

MFE 2hbB15 | 1.733.505.934 2.34 2.7368.394.624 || 1.969256
EMP 5.794 382.794.200 0.52 BO04.252.882 | 0434853
PR 1.237.740 || 16.226.203.182 21.84 30.661.796.340 || 2206587
Outras B47.454 | 1.421.235.5840 1.92 2.55B.962.685 || 1.840127
Total 16.058.446 | 73.941.654.870 100 136.955.769.513 100

Figura 6.11: Distribuicao de EXL e EB por Metodologia
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Destaca-se a representatividade dos ratings B,C+ e C, observando ainda que os
riscos D e E representam 11,85% da EXL e 11,78% da EB, o que sugere que, a
titulo de preservagao da hipdtese de aproximagao logaritmica do modelo, esses clientes
podem ser admitidos como perda observada (deterministica), efetuando-se valor de
provisao de recursos na dimensao da EXL desses clientes. As metodologias PF e PR
concentram uma grande quantidade de clientes e apresentam uma elevada PD média.
Vale ressaltar que a auséncia de grandes empresas (corporates) nessa analise resulta
em uma pequena representatividade da metodologia EMP.

Com a finalidade a ser trabalhada na secao 6.4, apresentaremos ainda a média,

mediana e o intervalo interquartilico da EXL na Tabela 6.10.

Tabela 6.10 - Algumas Medidas
Descritivas de EXL

Hedidas Valores
EXL Media 460436
ExL Mediana 617.21
EXL Intervalo interguartlico 2156.01

Figura 6.12: Algumas Medidas de EXL

6.3 Analise do Efeito do Nimero de Faixas, Apro-

ximacao Logaritmica e Alternativas

Iniciaremos a se¢ao apresentando os resultados obtidos para o modelo padrao (100
faixas de exposi¢ao, 04 = PD/2 com n; = 100000 ou percentil maximo de 0,99998).
Teremos nessas condigdes a distribuigdo binomial negativa composta (conforme a

secao 2.4) da perda agregada conforme a Figura 6.13.
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Figura 6.13: V@R Modelo Padrao

Podemos observar, pela Figura 6.4, que a probabilidade de ocorrer uma perda
de cinco bilhoes e setecentos milhdes de reais (aproximadamente o valor de PE), é
de pouco mais de 0,0018 (ou 0,18%) em uma carteira de crédito de cento e trinta
e oito bilhdes de reais de exposi¢ao bruta (conforme a segao 6.2.4). Desta forma, o
banco em questao possui uma perda maxima, para um nivel de confianca de 0,995
(ou 99,5%), no horizonte de um ano, no valor de R$ 16.174 bilhdes. Temos entao,
que para se resguardar de perdas inesperadas (CE), deve manter ativos (em geral de
maior liquidez) provisionados de R$ 10.429 bilhoes.

Conforme apresentado no capitulo trés, o niimero de faixas possui grande impacto
sobre a estimagao do V@QR. Podemos analisar esse efeito por meio da estimacao de

V@R com 25 e 300 faixas comparado ao modelo padrao (Figuras 6.14 e 6.15).
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defaults, e de 291 defaults para 25 faixas.
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Figura 6.14: CE com 100 e 25 faixas de Exposicao
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Figura 6.15: CE com 300 e 100 faixas de Exposicao

Analisando a Tabela 6.11, gerada por meio dessas estimacgoes, para um VQR
com percentil comparédvel (0,9958), o nimero maximo esperado de defaults para 300

no periodo de um ano é 2809 defaults, enquanto para 100 faixas é de 1156

um numero pequeno de faixa possui maior severidade. Evidentemente que, em uma

100
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carteira de crédito com 16 milhoes de clientes, espera-se, na pratica, um nimero bem
superior a 291 inadimplentes. Mesmo entre clientes pessoa juridica, tal severidade
somente seria justificavel se hipoteticamente esses 291 defaults fossem de clientes de
grande exposi¢ao. Contudo, a dinamica de limites de crédito libera maiores valores de
exposicao justamente para clientes de menor probabilidade de defaults, o que mostra
como a distribuicao de perda agregada pode ser viesada para um nimero pequeno de

faixas, mesmo que isso represente um menor esforco computacional.

Tabela 65.11 - Comparativo de V@R com 25,100 e 300 Faixas de Exposicio
10

It lor Fercentil | Numero de O t 0 Percentil

15.839.06 16.062.93 16.093.24
16.895,03 16.076,93 0.9956 16.098,98 09957
16.951,00 16.090,92 0.9957 16.104,73 09958
16.006,37 16.104,91 0.9957 16.110.47 09958
16.062,93 16.118,90 0.9957 16.116.22 0.9958
16.118,90 16.132,89 0.9958 16.121.97 09958
16.174.87 16.146.89 0.9958 16.127.71 0.9958
16.230.84 16.160.88 0.9955 16.133.46 09955
16.286.81 16.174.87 09959 16.139.20 0,9958
Reange -U 55,97 13.99 575

R - Milhdes
Figura 6.16: Comparativo de CE com 25,100 e 300 faixas de Exposicao

Podemos observar pela Figura 6.17, que para um mesmo valor de perda agregada
(cinco bilhoes, por exemplo), apesar de os valores dos parametros serem 0s mesmos
para os trés casos, a probabilidade de ocorréncia de tal valor é diferente para diferentes

faixas.

¥ Modelo Padrao
0,008 I ] y
403,07
0,9901

* 300 Faixas
100 Faizas
25 Faixas

Probabilidade

R3O RS 5.000 RS 70.000 RS 75.000 RS 20.000 R$ 25.000 RS 30.000
R$ - Milhbes

Figura 6.17: Comparativo de V@R com 25, 100 e 300 Faixas de Exposicao
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A probabilidade de uma perda agregada no valor de cinco bilhdes é de pouco mais
de 0,002 (ou 0,2%) para um modelo com 100 faixas (modelo padrao). Este mesmo
valor em um modelo com 25 faixas, é de 0,008 (ou 0,8%), quatro vezes maior que a
probabilidade do modelo padrao. Para o modelo com 300 faixas, essa probabilidade é
de 0,0008 (ou 0,08%). Isso ocorre pelo fato de que em um modelo com maior niimero
de faixas, a quantidade de clientes em um determinado valor é menor do que em
um modelo com ntimero de faixas menor, ou seja, a probabilidade conjunta torna-se
menor para um determinado valor, a medida em que o nimero de faixas aumenta.

Um segundo ponto analisado nessa secao diz respeito ao comparativo entre o
modelo padrao de V@R e um V@R estimado de modo a ser valida a aproximacao
logaritmica. Conforme apresentado na secao 3.2, foi possivel observar que valores
de PD acima de 0,09 comecam a comprometer a aproximacao logaritmica. Desse
modo, assumindo esse valor como limite e separando os clientes, estimamos o V@R,
com as mesmas premissas do modelo padrao. Teremos o nimero original de clientes
de 16.058.446 reduzido para 10.158.767, obtendo a seguinte distribuicao de perda
agregada na Figura 6.18.

0,012

0,01

0,008
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Figura 6.18: CE com PD menores que 0,09
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Tabela 6.12 - EXL com PD menores que 0,09 por Metodologia

Quantidade de Cliertes ) Quantidade de Clientes 4

PF 9.030.710 13.911.843 43.621.112.727

78,12) 54.177.915.654 7327

MPE 193.497 2BBB15 1.417.424539 244) 1.733.505.934 2,34
EMP 4.396 5.794 158.016.277 0.27 3g2.794.2M 052
PR G25.496 1.237.740 12.264.092.103 21.12| 16.226.203.182 21.94
Oufras 104.668 647.454 611.564.653 1.05) 1.421.235.840 1.92
Total 10.158.767 16.058.446 56.072.210.299 100] 73.941.654.870 100

Figura 6.19: EXL com PD menores que 0,09 por Metodologia

Podemos, na Tabela 6.12, observar uma reducao mais acentuada de clientes PF e
PR. Comparamos agora os valores estimados de V@R para o limite de PD de 0,09 e

o modelo padrao (Tabela 6.13 ¢ na Figura 6.21).

Tabela 6.13 - Comparativo V@R com PD menores que 0,09

FLr ate 0.0 todelo P

Mamero de Default Valor  Percentl Ndmero de Default “Walor Fercenti
237 331613 09946 1148 16.062.93 0.9956
238 333012 09945 1149 16.076.93 0.9956
239 3.344.11 09945 1150 16.090.82 0.,9957
240 3.358.10 0.9951 1151 16.104.9 0.9957
241 3.372.10 09953 1152 16.118.30 0.,9957
242 3.386.09 09954 1163 16.132.849 0.9958
243 3.400.08 09956 1154 16.146.89 0.9958
244 3.414,07 094957 1155 16.160.88 0.9958
245 3.428.07 ,9955 1156 16.174.87 0.,9959

Rangs -1 13,99 Famge -1 13,99
R - Milhiies

Figura 6.20: Comparativo CE com PD menores que 0,09
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Figura 6.21: Comparativo V@R com PD menores que 0,09

Existe, portanto, uma significativa reducao de VQR quando considerados os li-
mites da aproximagao logaritmica, que é base do desenvolvimento tedrico do modelo
CR+. Contudo, essa alternativa deve considerar os impactos nos valores de provisao
que serao repassados via aprecamento das operagoes de crédito. De acordo com o
cenario do mercado de crédito, essa opgao pode se tornar invidvel.

Em termos de parametros (apresentados em 2.25 e 2.19), a redugao do nimero
de clientes faz com que o valor do parametro p caia, reduzindo o valor do parametro
0, mesmo permanecendo constante o valor de a. Tanto a redugdo de CE quanto
de PE para a carteira de crédito em questao e para o periodo analisado, tem um
contra-ponto de aumento de perda deterministica (ou perda observada), da ordem de
quinze bilhoes (diferenca entre PE no modelo padrao e PE no modelo com limite).
Diferente do valor de V@R, que exige ativos mais liquidos no valor de seu montante,
a provisao de uma perda considerada pelo banco como observada, imobiliza o valor
de provisao de maneira que tal montante nao pode ser utilizado em outras operagoes
financeiras, no caso de nao ocorrer tal perda, ou, se for apenas parte dela, torna-se
no proximo periodo uma reversao de crédito. Muito embora um modelo com limite

seja mais conservador, este impoe impactos sobre a rentabilidade do banco.
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6.4 Analise de Heterogeneidade da Carteira e Al-

ternativas

Apresentaremos nessa secao as sugestoes de escolha de B (nimero de faixas) que
correspondam as medidas descritivas de EXL apresentadas na secao 6.1. Como o
nimero de faixas aumenta de maneira acentuada, a performance computacional passa

a ser relevante para a implementacao de uma rotina periédica de calculo de V@QR.

Tabela 6.14 - Analise de W@
hodela B i - Lilizaco Tempo de P
100 1.346 2 h 47 mim ‘ 1.156

para Niimero de Faixas Correspondentes a Medidas E:

Percent Range - U
13.992.103
4.604
2,196
E17

ento - Horas Mimero de Defautt

Padrdo

Média

Intervalo Interguartlica
hiediana

303.880 4.076.764 7 h 18 min 3.497 551
B45.984 8.703.377 12 h 02 min 7467 559
2176.505 23.587 981

Figura 6.22: Analise de V@R para Numero de Faixas Correspondentes a Medidas

Exploratorias

Uma importante questao refere-se a convergéncia numeérica do algoritmo recursivo
de Panjer para um nimero de faixas muito grande. Estimativas do nimero de default
podem superar o numero de clientes da base. Isso ocorre porque o nimero de it-
eracoes necessarias para o atingimento de determinado percentil pode apresentar um
acimulo de erro numérico, conforme apresentado na segao 3.3, 3.6 e no capitulo 5 (ex-
emplo numérico). Esse efeito foi constatado quando utilizamos um nimero de faixas
correspondentes ao valor da mediana da EXL, conforme destacado na Tabela 6.14.
Observarmos uma reducao da quantidade de clientes por faixa conforme o range de
cada faixa assume menores valores: decai de 16 milhoes de clientes do modelo padrao
para 8 milhoes considerando um range da dimensao da mediana da EXL, como mostra

a Figura 6.23.
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Faixas de Exposigao
Figura 6.23: Anélise da Quantidade de Clientes por Faixa de Exposicao para Dife-

rentes Valores de Range

Essa evidéncia deixa clara a limitacao do algoritmo de Panjer para aproximar
as exposicoes discretizadas das verdadeiras exposicoes. Portanto, o modelo CR+
conforme seu formato original pode apresentar resultados prejudicados de V@R e
consequentemente de CE para carteiras de crédito com exposigdes discrepantes (ou
outliers), ou para carteiras com clientes PF e PJ caracterizados por exposigoes he-
terogéneas.

Apresentamos a seguir a estimacao da distribuicao de perda agregada separada-
mente por tipo de pessoa. Essa separacao tem carater arbitrario e ad hoc, e atende
somente a propésitos ilustrativos, pois a definicao de setores com essas peculiaridades
pede outros tipos de andlises. Apenas a titulo de teste da propriedade de subaditivi-

dade no V@R, temos as seguintes distribuicoes da Figura 6.24.
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Figura 6.24: Comparativo de V@R por Tipo de Pessoa

por Tipo de Pessoa

Tabela 6.15 - Valores Comparativos de V@

16.740,
16.1585.12
1617015
16.185.18
16.200.21
16.215,25
16.230.28

0.9958 833 0RA.95 829958 1156 16.174.87

Figura 6.25: Valores Comparativos de V@R, por Tipo de Pessoa

Podemos observar, na Tabela 6.15, para essa base de clientes nesse periodo (janeiro
de 2009) que em nenhum percentil considerado o V@R u4r40 > VQRpppy. A dis-
tribuicao de perda agregada de clientes PF é muito proxima da distribui¢ao do modelo
padrao. Por outro lado, o valor de V@R de clientes PJ apresenta valor significati-
vamente menores do que do V@R padrao. Isso ressalta a caracteristica de varejo,
ou seja, atendimento de um grande nimero de clientes que sao consumidores finais
do crédito, como os clientes PF e alguns clientes PJ do banco em questao (conforme
também pode ser visto nas Tabelas 6.7 e 6.9).

O modelo CR+ ainda assim é apropriado para estimar o V@R dessa carteira,
mesmo na presenca de heterogeneidade das exposigoes (que se reflete nas diferentes
formas das distribui¢oes na Figura 6.24), a perda de acuracia ocorre em maior in-

tensidade no uso do algoritmo recursivo de Panjer, como serd apresentado na secgao
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6.5 Simulacao da Volatilidade da Taxa de Default e

Exigéncia de Capital Regulatério

Nesta secao, apresentaremos estimativas de VQR para diferentes sugestoes da li-
teratura (ver Gordy [29], Balzarotti et al. [7,8], CSFP [21] e Schechtman et al. [59])
para o valor da volatilidade da taxa de default, além de uma estimativa de V@R
utilizando valor estimado de volatilidade por meio do método de méaxima verossi-
milhanga (a partir dos parametros da distribuigdo Gama do modelo). Teremos, entao
os seguintes valores de simula¢ao da volatilidade da taxa de default (considerando

inalteradas as hipéteses do modelo padrao? Tabela 6.16).

Tabela .16 - Valores de Volatidade para
Simulacio de VWHR

Schechiman 02
Balzar o 0.3
Schechirman, Balzaroth 04
Gordy, CSFP, Balzarof, a5
Schechtman (Modelo Padria) !

Schechiman 0k
Schechiman 08
Schechiman ns
Schechiman, CSFP 1

Schechiman 11
Schechiman 12
Estirnativa via EMY 158

Figura 6.26: Valores de Volatilidade para Simulacao de CE

Apresentaremos primeiramente as estimativas obtidas via maxima verossimilhanca

dos parametros da distribuicao Gama?:

4Todas as simulacoes seguem as mesmas premissas: B=100, n;;=100000 ou percentil maximo de

0,99998. Isso com a finalidade de comparagao com o modelo padrao, apresentado na segao 6.3.
®Nos resultados apresentados a seguir, o parametro de escala 3, utilizado em todo desenvolvimento

apresentado do capitulo 2, chama-se sigma nos outputs do aplicativo SAS.
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The CAPABILITY Procedure
Fitted Gamma Distribution for PD

Parameters for Gamma Distribution
Parameter Symbol Estimate
Threshold Theta 0

Scale Sigma 0.217598
Shape Alpha 0.594309
Mean 0.12932

Std Dev 0.16775

Goodness-of-Fit Tests for Gamma Distribution
Test Statistic DF p Value

Wald Chi-Sq 555227839 331 Pr=>Chi-Sq <0.001

Figura 6.27: Valores Estimados dos Parametros da Distribuicao Gama via EMV

Como rejeitamos a hipétese pelo teste de Wald® de que os valores dos parametros
tenham valor zero, temos, portanto, conforme apresentado na secao 3.5, que o valor

de 0% serd:

1 (0,16775)2 1
2 ) 2
_,. 1 _ = 0% — pa x 1,6826.
TaTPA TP 12932)2 T PAp poa3 T OAT PAT
~—
Hi

No modelo CR+, a medida em que alteramos os valores da volatilidade da taxa
de default, o valor dos parametros « e ¢ também se alteram, o que resulta em nova
forma para a distribuicao. Contudo, o valor do parametro p permanece inalterado
(parametros referentes a 2.25 e 2.19). Teremos, portanto, as seguintes distribuicoes

para os valores sugeridos de volatilidade, apresentados nas Figuras 6.28 a 6.31.

6No teste de Wald, basicamente, o valor da estimativa do parametro de interesse § com um valor
proposto 6y, supoe que esta diferenga tenha distribuicao normal e o quadrado desta diferenca tera

distribuicao qui-quadrada. Para detalhes, ver Mood et al. [50].
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Figura 6.28: Comparacao entre Valores de VQR para Volatilidades 0,5; 0,2; 0,3; 0,4
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Figura 6.29: Comparacao entre Valores de V@R para Volatilidades 0,5; 0,6; 0,8; 0,9

A medida que o valor da volatilidade aumenta para esse conjunto de dados, o valor
de V@GR também aumenta, contudo nao ultrapassa os valores de CER = 85.173, 98
milhoes de reais (conforme mostra a Tabela 6.17) estimados para o mesmo conjunto
de clientes, e portanto nao se verificam para esse banco os efeitos apresentados em

Schechtman et al.[59], onde, para alguns bancos, os valores de V@R ultrapassavam o
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Figura 6.30: Comparagao entre Valores de VQR para Volatilidades: 0,5; 1 e 1,1
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Figura 6.31: Comparagao entre Valores de V@R para Volatilidades: 0,5; 1,2 e 1,68

valor de CER a medida que o valor de volatilidade aumentava.

Podemos observar também que, a medida em que a volatilidade atinge valores
acima de 1, a distribuicao de perda agregada passa a ter distribuicao exponencial.
Estes resultados confirmam o comportamento de cauda da distribuicao de perda agre-

gada apresentadas na se¢ao 4.4, o que permite a utilizagao do método de diagnéstico
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Mimero de Default CER

; 8348 72 3.601,19 BES
03 11.389 57 5.644 04 14
04 1367025 792475 977
045 16.174 87 10.429 34 1.156
0g 18.889,34 13.143 81 1.350
08 24821 89 5.745 53 19.076 46 1774 | 85173593
og 28.082,15 22336 B2 2.007

1 31.482 23 2873670 22580
1.1 35.036 23 2925070 2.504
1.2 38.744,13 J2.858 50 2784
1 68 42 450 02 36.734 49 3.036

Obs: Walores de CE para um mesmo percentil (0,995). Yalores em Milhdes. B=100 e U=13.992.103
Figura 6.32: Valores de CE para Diferentes Volatilidades

para verificacao de resultados no modelo CR+.

6.6 Resultados Comparativos da Estimacao de VQR:
Recursividade de Panjer e Aproximacoes Ponto

de Sela

Apresentaremos primeiramente os resultados comparativos de perfomance da es-
timacao via recursividade de Panjer e pelo método de aproximacoes ponto de sela

(Tabela 6.18).

Tabela 65.18 - Comparativo de Performance na Estimacio de ViR via Aproximacoes Ponto de Sela

hoclelo B fig - Ulizado  Tempo de Pror 1

Farer- Moo Padréo T 2h 47 min 1156 1617489 | 09959 13992103
Aproximapdes Ponto de Sela 100 - 17 min 1.058 14,806 39 0.9953] 13.992.103
i ] : 18 min 4421 351 140mas | 0ooss E7
MWediana

Aroaneeies P e B8 | e g i 22 i 7612364  1321585| 0998 1
Sem Discrefizacdo

Figura 6.33: Comparativo de Performance na Estimacao de CE via Aproximacoes

Ponto de Sela
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Podemos verificar a enorme eficiéncia computacional de estimacao pelo método de
aproximacoes ponto de sela, mesmo considerando o niimero maximo de faixas de ex-
posigao (B=ntmero total de clientes), o tempo de processamento é consideravelmente
menor (22 minutos) do que no modelo padrao (2 horas e 47 minutos). Outro aspecto
relevante diz respeito ao valor de V@R estimado pelo método de aproximacgoes ponto
de sela. Quando consideramos o modelo sem discretizacao, obtivemos um valor re-
presentativamente menor. Quando utilizamos no método aproximacoes ponto, de sela
um procedimento de discretizacao a fim de obter comparagoes com o modelo padrao
estimado via recursividade de Panjer, ainda observarmos um menor valor de VQR.

Os valores de ponto de sela para a estimacao de V@R, considerando um ntmero
de faixas de exposigdo de B = 100, foi de Z € (0;0,009693). Foi gerada uma
sequéncia com quatro casas decimais depois da virgula resultando em 82 pontos dentro
do intervalo. Para cada ponto, foram calculdados os respectivos valores de w, u
e n, e utilizando a aproximacdo de Lugananni-Rice conforme (4.17), obtivemos as
estimativas de probabilidade associada a cada n estimado. Apresentamos na Tabela

6.19 o trecho de valores contendo o valor de V@R considerado”.

Tabela 6.1% - Tabela de Amostra de Valores Estimados pelo Método de Aproximacies Ponto de Sela
T 2 | T D 0 T - T
13992103 0,0062 986 259 3,54( 000631 05937 13798 74
0,0063 995 251 371 000595 0,5940 13917 19
0,0064 1.004 264 3,88| 000561 05944 14042 35
0,0065 1.013 267 407 000529 02947 14176 40
0,0066 1.023 289 426 000493 05950 14315 58
0,0067 1.034 272 447 000469 05953 14470 31
000658 1.046 275 4 69( 000441 0 5956 14632 53
0,0069 1.058 277 493 0004158 09958 14806 40

Figura 6.34: Tabela de Amostra de Valores Estimados pelo Método Aproximacoes
Ponto de Sela

"As estimativas para os valores considerados no intervalo sdo apresentados no apéndice E
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. . ~ VaR
Analisaremos por meio da razao de perda (R = <) 0 comportamento de cauda

o EBiotal

da distribuigao de perda agregada estimada pelo dois métodos (Figura 6.35).
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P

Figura 6.35: Comportamento de Cauda da Distribuicao de Perda Agregada - Com-
parativo de Métodos

Verifica-se que a probabilidade acumulada aproxima-se vagarosamente, na recur-
sividade de Panjer, de 1, enquanto essa aproximacao é rapida para o método de
aproximacoes ponto de sela, o que torna evidente os efeitos da propagacao de erros
numéricos e o comportamento exponencial da cauda da distribuicao de perda agre-
gada no modelo CR+ (conforme Haaf et al. [30]). Apresentaremos agora, na Tabela
6.20, os resultados do método de verificacao para os modelos apresentados na se¢ao
5.4, comparativamente, por meio do erro relativo absoluto (ERA). Para analisarmos
o comportamento de cauda da distribuicao de perda agregada para esses modelos,
o ERA foi calculado para cada modelo a partir do percentil 0,95 até o percentil de
célculo do V@R, ou seja, g € [0,95; ¢]. Ainda na Tabela 6.20, apresentaremos o valor

médio do ERA e o maior ERA para cada modelo.

115



Tabela 6.20 - Erro Relativo para Modelos
Estimados via Recursividade de Panjer

Modelo ] ERA - Media  ERA- Max
Padrén 100 102 1.75
Média 303.880 3,12 3N
Intervalo Interguartlico B45.984 4 42 201
Mediana 2.176.505 EA2 8,12

0BS: 0g valores do Erro Relativo Absoluto sd0 expressos em perceriual

Figura 6.36: Erro Relativo Absoluto para Modelos Estimados via Recursividade de

Panjer

Podemos observar que, a medida que a exposicao discretizada se aproxima da ex-
posicao real do devedor, o erro relativo absoluto aumenta, sendo que para o modelo
estimado via recursividade de Panjer, considerando um niimero de faixas equivalente
a um range de dimensao da mediana, os erros ja apresentavam grandes desvios da
aproximacao da cauda da distribuicao de perda agregada, conforme o método apre-
sentado na sec¢ao 4.4.

A evidéncia, apresentada nas diferente forma das distribuigoes na Figura 6.24,
da presenca de heterogeneidade das exposi¢oes da carteira (como também pode ser
visto nas Tabelas 6.5 e 6.7), indica que o uso do método de aproximagdes ponto de
sela pode estar comprometido em termos de acurdcia, segundo Annaert et. al. [1].
Contudo, seus resultados de performance computacional e eliminacao do processo
de discretizacao, sao validos. Vale ressaltar que, em condigoes de heterogeneidade
das exposicoes da carteira, tanto o algoritmo de Panjer quanto o método de aprox-
imacao de ponto de sela sao penalizados com alguma perda de acuracia, sendo que,
o método de aproximagoes ainda assim estima valores de V@R sem a necessidade de

discretizacao das exposigoes, que ¢ um outra grande fonte de viés.
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Conclusao

Em comparacao com os mais conhecidos e competitivos modelos de risco de
crédito, o modelo CreditRisk+ é especialmente parcimonioso. O calculo da perda
agregada por meio de sua formula analitica de recursividade é computacionalmente
muito mais rapido, eficiente e acurado do que os modelos baseados em simulagoes de
Monte Carlo. Todavia, o célculo da perda agregada ainda assim nao é direto. Outro
ponto relevante é o fato de que o algoritmo recursivo de Panjer apresenta instabili-
dade numérica potencialmente danosa as estimativas de VQR e consequentemente de
CE, em especial para carteiras de crédito com uma grande quantidade de clientes.

Essas e outras fragilidades no modelo CR+ utilizando a recursividade de Panjer
foram apresentadas e evidenciadas com o uso de uma base de dados reais de clientes,
sendo que a particularidade do presente estudo em relagao aos resultados apresentados
em outras publicagoes estd no fato de que essa base possui um grande nimero de
clientes e pode, portanto, elucidar questoes préaticas da implementacao do modelo
CR+.

Foi apresentada neste estudo uma alternativa vantajosa em termos de performance
de processamento e do processo de discretizagao, para o algoritmo de recursividade de
Panjer: o método de aproximagoes ponto de sela. Esse método apresentou respostas
para as maiores fragilidades apresentadadas no modelo CR+ cléssico, seguindo os
resultados encontrados na literatura. Primeiro, é um procedimento computacional
extremamente rapido e eficiente, nao dependendo do niimero de clientes da carteira
de crédito, ou do nimero de setores ou ainda do processo de discretizagao das ex-
posigoes individuais. Segundo, os resultados apresentam convergéncia com o estudo

de Gordy [29], ou seja, o método apresenta grande acurdcia para grandes carteiras
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como pode ser verificado por meio do método de verificacdo de resultados apresen-
tado no capitulo 6 utilizando dados reais. Contudo, o método pode nao apresentar
o mesmo desempenho para carteiras de poucos clientes como pode ser visto no ex-
emplo numérico no capitulo 5. Ressaltamos ainda que, sua aplicabilidade pode ser
comprometida em situagoes de carteiras excessivamente heterogénea(Annaert et. al.
[1]), como foi o caso real apresentado neste estudo. Ainda assim, o método de aprox-
imagoes ponto de sela, elimina uma outra fonte importante de viés, o processo de
discretizacao das exposigoes.

Finalmente, pelo fato de do modelo CR+ ser um modelo discreto, os valores
de percentis alteram-se em pequenos saltos. A escolha do numero de faixas para
discretizacao de exposicoes individuais pode ter impacto na distribuicao de perda
agregada, na estimacgao do numero de defaults, além de contribuir para a propagacao
de erro numérico no algoritmo de Panjer. No método de aproximacoes ponto de sela
nao é necessario nenhum tipo de discretizacao das exposigoes individuais, sem que
haja nenhum comprometimento da eficiéncia computacional.

O método de aproximacoes ponto de sela do modelo CreditRisk+ preserva as
caracteristicas essenciais da versao analitica do modelo original, contudo utiliza uma
suavizagao util para os saltos do modelo discreto original, o que permite contornar

algumas de suas principais fragilidades computacionais.
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Apeéendice

A Binomial Negativa Como Composta de Poisson-

Gama

Podemos verificar que podemos obter a distribuicao binomial negativa por meio

da distribuicao de Poisson composta Gama;

f(k) = fPoisson()\)(k)fGama(r L)()\)d)\

'T—p

% \k A1-p)/p
— / ST
o K (t5)T(r)

Utilizando

B/
$0) = S b
_ I'(r+k) -
RnG) PP
(k+r—1)! ok



Devido a isso, a ditribuicao binomial negativa é conhecida como distribuicao Pois-
son composta gama, e pertence a familia de distribui¢oes compostas como apresentado

na secao 2.5.

B Exemplo da Recursividade de Panjer Para a

Distribuicao Binomial Negativa

Como a distribuicao binomial negativa pertence a familia de distribui¢des com-
postas, temos que sua relacao de recorréncia sera dada da seguinte forma
Seja p, a probabilidade de n ocorréncias em um intervalo fixo de tempo. Teremos

entao

—1
Do = (“” )p”(l —p)®  n=0,12.
n

po (et —p)
Po-n (W) p)e
(a4+n—1)! n
n!(a—1)! p

(a+n—2)! n—1
(n—D)l(a—1)! p

(a+n—1(a+n—-2)(n—1)p
nn— 1l a+n—2)!

Temos, portanto

n -1 —1
Pn _atm ij(X:n):wP(X:n_l)
Pn—-1 n n

Temos, portanto, segundo Panjer[52]

e passo inicial dado por



C Recursividade de Panjer no Modelo CreditRisk+
Para Um Setor e Probabilidade de Default De-
terministica

Utilizando o documento original do modelo CR+, CSFP|[21] e o estudo de Avesani
et al.[5], Considere um portfolio de N devedores indexados por n = 1,...N. O
devedor n possui a exposi¢ao monetaria de E,. A probabilidade de default do devedor
n (no horizonte de um ano) sera definida como p,,.

O default do devedor n pode ser representado por uma variavel aleatoria de
Bernolli D,, (dentro de um horizonte de tempo, usualmente tratado como um ano),
temos entdao P(D, = 1) = p,, tendo como complementar P(D, = 0) = 1 — p,.

Portanto, a fungao geradora de probabilidade de D,, é dada por:

Gp,(z) = ZP(Dn =x)2"

Como D,, assume somente dois valores (0 ou 1), Gp,(z) pode ser reescrita como

Gp,(2) = (1 —pn)2° + puz' = (1 = pn) + paz

A perda agregada do devedor n pode ser representada por uma variavel aleatéria
L, = D, x E,. A distribuicao de probabilidade de L,, é dada por P(L, = E,,) = p, e
por P(L, =0) =1—p,. A perda agregada total do portfélio serd representada pela

variavel aleatéria L:

N N
L:ZLH:ZDH x E,.
n=0 n=0

O principal objetivo do modelo ¢ estimar de uma maneira computacionalmente
eficiente a distribuicao de L e entao determinar o V@R e outras medidas de risco
da carteira de crédito. Na implementacao computacional do modelo CreditRisk+,
¢ pratica comum a normalizacao e arredondamento das exposicoes individuais e o
agrupamento em faixas de exposi¢oes (Bandas). Seja F' o fator de normalizacao.
A exposicao normalizada e arredondada do devedor n é denotada por v, e definida

COINo:
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v = [E,/F].

Este procedimento limita o niimero de possiveis valores de L e, portanto, reduz
o tempo de processamento de sua distribuicao de probabilidade. Contudo, a dis-
tribuicao final de L é sensivel ao ntiimero de faixas do modelo. Um nimero de faixas
muito grande (e no caso extremo igual & exposi¢ao individual) pode tornar o mod-
elo computacionalmente impraticavel e um numero muito pequeno de faixas pode
distorcer significativamente a distribuicao de perda agregada. Uma vez que as ex-
posicoes individuais estejam normalizadas e arredondadas, podemos definir faixas de
exposicoes comuns da seguinte maneira: seja J o numero total, sendo determinado
como sendo J = maz(v,)Y_,. Seja j o indice da faixa de exposigao, entao cada deve-
dor n estarad associado a uma faixa j de exposi¢ao comum se v,, € v; = j e, portanto,

o numero esperado de defaults na faixa j serda dado por:

Hj = Z Pn-

Un="j

Consequentemente, o nimero esperado total de defaults da carteira sera:

J
B = E Hj
Jj=1
Da mesma maneira que foram normalizadas e arredondadas as exposicoes, a perda

agregada do devedor n, ja incluindo tal procedimento, sera denotada por A, e definida

COINO:

A= D, X v,

Temos, entdo, que A\, é uma varidvel aleatéria com P(\, = v,) = p, e P(\, =
0) =1 —p,. A perda agregada total da carteira serd representada por uma variavel

aleatéria A :

N
\ = Z A
n=1

Encontrar a distribuicao de probabilidade de A é equivalente a encontrar a dis-

tribuigao de probabilidade de L.
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O modelo desenvolvido até a esse ponto possui implicitamente uma forte suposicao:
as probabilidades de default sao apenas variaveis de entrada no célculo da distribuicao
de perda agregada e permanecem inalteradas ao longo de um periodo considerado
(usualmente um ano), ou seja, tais probabilidades sdo deterministicas em tal periodo.
Essa suposigao sera alterada no decorrer do desenvolvimento do modelo. Uma se-
gunda suposicao chave até entao é a de que os eventos de default entre os devedores
sao independentes. Como o objetivo é determinar a distribuigdo de A (ou equiva-
lentemente a Funcao Geradora de Probabilidade de \), podemos utilizar os mesmos

desenvolvimentos j& apresentados. Como \,, assume somente os valores (0,v,,), entao

a FGP de )\, sera:

Gy, (2) = PA=0)2" 4+ PA=1v,)2"" = (1 — pp) + pnz"".
Como A é o somatério de A, entre todos os n's e assumindo que os eventos de

default sejam independentes entre os devedores, a FGP de A sera:

Ga(z) = [ Ga.(2) = [ T1(X = ) + =]

Uma terceira suposi¢ao chave nesse modelo é a de que as probabilidades individuais
de default sao suficientemente pequenas de maneira que a distribuicao composta de
Bernoulli pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson. Como assumimos
que os eventos de default possuem distribuicao de Bernoulli, temos entao que a FGP

do evento de default do devedor n sera:

Gp,(2) =1 —=pn) +ppz=14+pu(z2—1)

De maneira equivalente

G, (2) = expln(G, (2))] = explln(1 + pa(z — 1))]
Assumindo que p, é suficientemente pequena, entdo p,(z — 1) também sera sufi-
cientemente pequeno desde que ainda seja vélida a suposicao adicional de que |z| < 1.

Definindo w = p,(z — 1) e utilizando a expansao de Taylor da fungao In(1+ w) temos:

w?  wd

In(1 =w——4 —...
n(l+w)=w 2—|—3

129



Considerando w suficientemente pequeno temos a seguinte aproximacao:

ln(l +w) ~ W

E, portanto, temos

Gp, (z) = exp[In(1 + p,(z — 1))] = exp[p,(z — 1)]

Temos ainda pela expansao de Taylor da expressao exp[p,(z — 1)] o seguinte re-

sultado:

Gp, () =~ exp[pn(z — 1)] = exp(—p,) _

Onde temos a FGP de uma distribuicao de Poisson com taxa p,. Dessa forma
para pequenos valores de p, a distribuicao de Bernoulli de D,, pode ser aproximada

para uma distribui¢ao de Poisson de parametro A. Utilizando essa aproximacao, a

probabilidade de D,, é dada por:

i

v
z!

P(D, = r) = exp(—pn)

Podemos dessa forma derivar a FGP para A,

Gy, (2) =E(2)) = E(z2 x v,)

n

Como v, no modelo é nao estocastico, podemos reescrever essa esperanca da

seguinte forma:

- v - p;CL () €T
Gy, (2) = E P(D,, = x).zD"' n = E exp(—pn)g.(z ")
x=0 x=0 '

Como D,, assume somente valores (0 ou 1), essa expressao pode ser reescrita como:

G, (2) = (1 4 pp.2"") exp(—pn)

Considerando novamente p,, suficientemente pequena temos pela expansao de Tay-
lor que exp(p, X z*) ~ 1 + p, x 2z e portanto a FGP individual normalizada e

arredondada para perda agregada )\,, pode ser aproximada por:
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G, (2) = exp[pn (2" — 1)]

Como as perdas agregadas sao mutuamente independentes,G)(z) serd simples-

mente o produto das FGP individuais:

Ga(z) = [ Ga.(2)

Utilizando as propriedades exponenciais temos:

Gi(z) = [[explpa(z" —1)]

= exp [an(z”" — 1)]

Utilizando as definigoes de exposigdo por faixas, temos a G,(z) sendo reescrita

COomao:

Gi(z) = exp Z Z pa(2 — 1)

j=1 vp=v;
Finalmente, essa expressao pode ser simplificada pela definicao de niimero espe-
rado de default dentro de cada faixa j, e portanto podemos obter o nimero total

esperado de defaults da carteira:

Gi(z) = exp Z/Lj(z”f—l)]

= exp |u (Z %(z”i - 1))]

Esta equacao define a distribuicao de probabilidade da perda agregada total da

carteira de crédito quando: os eventos de default sao mutuamente independentes, as
probabilidades de default sao conhecidas e deterministicas e a distribuicao Poisson é
usada para aproximar a distribui¢ao individual de eventos de default.

Para utilizacao da recursividade de Panjer, considere a seguinte expressao
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z) = exp (Z pi(z% — 1))

agora seja H(z) = G(z) e S(z Zu] % —1). Temos, entao que:
j=1

H(z) = 3
H'(z) = e’%.5(2) & H'(2) = H(2).5'(2)
H'(z) = &59.8'(2)? +e°?).8"(2) & H"(2) = H(2).5'(2)? + H(z2).5"(2)

Temos entao:

(325 (2" = 1)) d"G(2) d! (dG(2)
/ - 7=1r7J o
G (2)l=0 = G(2). ( dz 0 < o L dzn! ( dz > 0
Considerando a recorréncia em H(™(z), obtemos:
dnH(Z) n—1 n—1 dnflfk korl
Ao |, - Z ( k ) dZn—l—kH(Z) X dzk+1S(Z) Y
z k=0 z
Considerando agora a seguinte propriedade:
G7.(0)
P(L=n)= .y
Temos entao:
1 d"G(z)
a. dzn L = An = P()\j = Uj)

Lembrando que v, € v; = j

d"G(z)
dzm

& nlA, =

z=0

n—1 qn—1-k Jk+1

n—1
Z( ) g 1(2) X e S(2)
k=0
n—1 J
n— Jqn—1-k dk+1 .
() 2 (S )
=0 j=1
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Agora, analisando a ultima igualdade, temos:

k=0 =1 z=0
(1) N ~" 4
(2)
1 d"F1G(2) d" G (2)
= — Lk —1)! R s
(1)An—k—1 (n T 1)' S P » = (TL k ]-)-An—k—l dan—h—1 Y

(2) Observe que, quando o grau do polinémio é maior que o grau da derivada, o
valor da expressao é zero. Da mesma forma, quando o grau do polindmio é menor
que o grau da derivada, o valor da expressao também é zero. Desta forma, temos a

seguinte relacao:

dk+1 J .
dzk+1 Z'“J'(ZU] -1
j=1

pi(k+1)! para v;=k+1

o 0 para v; #k+1

Portanto, substituindo temos:

n—1

Av== Y (n—k=1MA 4 x p(k+1)

" k=0,k=v;—1

Trabalhando os binomios e efetuando as devidas simplificacoes, temos:

An—kl
A= Y T k)

0<k<n—1,k=v;—1

Tendo, finalmente, a relagao de recorréncia:

Ay
An: Z n]X/”LjXUj

Jvi<n

D Estimacao Via Maxima Verossimilhanca dos Pa-

rametros de Uma Distribuicao Gama

Sejam n independentes pontos observados de uma varidvel X, [z1, ..., z,]|, de um

mesma densidade com vetor de 6 de parametros. Digamos que 6 = («, 3) seja o vetor

133



de parametros da distribuicao de probabilidade de X restrita a classe de familia de

densidades Gama, ou seja:

a—1

€T x
o = e s, x>0.
Podemos observar um exemplo dessa distribuicao na figura abaixo.
0.14 T T T T T T T
0.12F / \ i
/ \
{ \

01f \ i

Figura 37: Exemplo de Distribui¢ao Gama(3,2)

Uma amostra aleatéria x = [z1,...,2,],2 € R(onde R é o espaco de amostras),
retirada de uma popula¢do com uma fungao de densidade de probabilidade f(z;,6),
a qual depende do vetor de parametros €, tem uma funcao de densidade de probabi-

lidade conjunta dada por

n

L(x|0) = [ ] f(x:l6)

i=1

Definigao: Funcao de Verossimilhanga, Mood et al.[50] 1. Para um modelo
f, a partir do qual uma amostra x € N for observada, usamos o termo “fun¢do de
verossimilhanga”ou simplesmente “verossimilhanca”para uma fungao definida em um

espago paraméltrico © € RT U (0], escrita como
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L(z|0) = L(x1, ...,x,|0) = f(21, ..., 2,]0) = c(x)h(z;0).

O problema consiste em obter-se o vetor § que maximiza esta funcao. O estimador

de maxima verossimilhanga 6 é o vetor tal que

~ ~

L(z,0) > L(x,0)

onde 0 é qualquer outro estimador de #. Na maioria dos casos, trabalha-se com o
logaritmo natural da fun¢ao de verossimilhanga (In L). Como (In) é crescente, terd
valor maximo para o mesmo valor de # que torna L maéaxima, sendo em geral mais
simples e produzindo, portanto, os mesmos resultados da maximizacao da funcao

original, ou seja
(21, 20]0) = I L(x1, oy ]0) = > In f(a4]6).
i=1
Admitindo-se que 6 € R e que L(z1,...,x,|0) seja derivavel em 6, obteremos os

estimadores de méaxima verossimilhanca como sendo

éEMV = argmaxe < @l(.ﬁbl, ,.’L’n’(g)

Desta forma, para a distribuicao Gama, teremos

l(z]a, B) = (a— 1)Zln$i —nlnl'(a) —naln g — %le
i=1

=1

= n(a—1)M—nlnf(a)—nalnﬁ—n%. (1)

Maximizando com relacao a (3, teremos

x
g==
a
Substituindo em (5.1)
l(z]o, ) = n(a—1)Inz—nnT(a) —nalnz +nalna — na (2)
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Existem algumas opgoes de algoritmos para otimizagao de (2). Apresentaremos
um método que converge em quatro iteracoes, obtido via método de Newton gener-

alizado conforme Minka [49]. Para tanto, utilizamos a seguinte aproximagao
I(z|a, B) = ¢co + o + e In @
As iteracoes se darao pela atualizacao de

1 I Inz—InZ+Ina-—Y(a)

Qovo o Q + Oé2<1 _ \I//<Oé))

[0}

/
Onde ¥ = F(<a)) representa a funcao digamma. Um passo inicial pode ser obtido
«

por meio de uma nova aproximacgao

1
InT(a) =~ aln(a) — a — 5 In a + const, (Stirling)

>

0,5
oy ~ _—,
Inz —Inzx
observando ainda que em geral Inz > Inz.
Existem outros procedimentos de otimizacao que atendem o mesmo proposito,

como por exemplo o método de Newton-Raphson apresentado em Press [52], contudo

com numero maior de iteragoes necessarias para convergéncia.

E Valores Estimados Via Aproximacoes Ponto de

Sela

Apresentaremos nessa secao, os valores obtidos por meio do método de apro-
ximagoes ponto de sela com a intencao de compara-los aos resultados obtidos por
meio do algoritmo recursivo de Panjer. Apresentamos na sequéncia de trés tabelas o

intervalo de pontos de sela para os mesmos valores de parametros do modelo padrao®.

8As definicoes do modelo padrio estdo detalhadas no capitulo 6
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Os resultados apresentados sao referentes aos 82 pontos de sela utilizados para es-
timacao do CE. Para cada ponto de sela temos seus correspondentes: ntmero de
default estimado(n), os valores de w e u utilizados para o célculo do percentil e seu
respectivo valor reais.

A eficiéncia do método de aproximacgoes ponto de sela, pode ser verificada por meio
da comparacao da Tabela 6.18. Enquanto o modelo padrao estimado via recursividade
de Panjer utiliza 1.346 iteracoes para 16 milhoes de clientes, o método de aproximagcoes

ponto de sela exige o processamento de somente 82 pontos.

ALPHA DELTA u Saddlepoint {0,Z) Niintero de Defautt Percentil Valor em Risco - Hilhdes

403 07 4 0990174 || 13.992.103 00015 622 03167 0,3661 04626 11.495
00016 G623 04903 0,3954 08612 11.517
00017 G625 0B16E 04253 09721 11.538
00018 B26| 07214 0,4560 10128 11.560
00019 828 08127 0,4875 10272 11.583
0,002 830 08948 05198 1,0301 11.607
00021 831 09699 05530 10277 11.631
00022 633 10396 05870 1,0231 11.655
00023 835 11049 06220 10177 11.681
00024 837 | 11666 06579 10122 1.707
00025 B33 | 12251 06548 1,0071 11.733
00026 841 1,2810 07327 1,0025 11.761
00027 843 13346 07718 09985 11.789
00028 845 13861 08119 09950 11.818
00029 847 | 14358 08533 09521 11.848
0,003 649 14838 0,8959 09828 11.679
0,0031 851 15302 09397 09575 11.911
00032 ga4 | 15754 09850 09563 11.943
00033 BS6 | 16192 1,0316 09851 11.977
00034 858 | 16620 1,0797 09543 12.012
00035 861 1,7036 1,1294 09837 12.048
00036 B4 17443 1,1807 09833 12.085
00037 866 | 1,7840 1,233%7 09831 12.123
00035 863 | 18229 1,2885 09531 12,163
00039 872 18609 1,3451 09532 12.204
0,004 875| 18982 1,4038 09834 12.247
0,0041 878 19348 1,4646 09537 12.291
00042 882 | 19707 15276 09840 12,336

Figura 38: Valores Estimados Via Aproximacoes Ponto de Sela - Modelo Padrao -
Parte Um
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ALPHA DELTA Saddlepoint {0,7) Niimero de Default f Percentil Valor em Risco - Hilhies

0,0042 ae2 19707 15276 0,9340 12.336
0,0043 835 20080 15929 0,9845 12.384
0,0044 839 || 20406 16607 0,9849 12.433
0,0045 8e2 | 20747 1,731 09854 12.484
0,0046 896 || 21083 18043 0,9860 12.837
0,0047 oo 21413 1,8804 09865 12,592
0,004 04 | 21738 1.2696 0,9870 12.649
0,0049 908 || 22088 20421 09876 12.709

0,005 M3 22374 21281 09551 12.772
0,0051 97| 22686 22179 09887 12.837
00052 922 22993 23116 09892 12.905
0,0083 Q2r | 23287 24097 09897 12.976
0,0054 933 23596 25123 09902 13.050
0,0055 938 | 23892 25198 09907 13.128
0,0056 244 | 24184 27325 09912 13.210
0,0057 950 || 24473 28509 09916 13.296
0,0055 957 || 24789 29754 09921 13.386
0,0059 963 25041 3,1065 09925 13.481

0,006 971 25320 32447 09929 13.581
0,0061 Qe 25597 3,3905 09933 13.687
00062 986 || 25870 35448 09937 13.799
00063 PG5 2514 37081 0,9240 13.917
0,0064 1.004 (| 26409 36614 09944 14.043
0,0065 1013 26674 40655 09947 14176
00066 1023 26937 4 2615 0,990 14.318
0,0067 1034 27198 4 4707 09953 14.470
0,0068 1046 | 27456 45943 09956 14633
0,0069 1088 27712 49340 09959 14.806

0,007 1072 27966 51915 09961 14.993

Figura 39: Valores Estimados Via Aproximacoes Ponto de Sela - Modelo Padrao -

Parte Dois
ALPHA DELTA Saddlepoint {0,Z) Miimero de Default i Percentil Valor em Risco - Hilhies

0,0071 1.086 || 28217 54669 09963 15.194
0,0072 1.101 28467 57667 09966 15.412
0,0073 1.118 | 28715 65,0935 09965 15.648
0,0074 1.137 285961 B 4467 09370 15.904
0,0075 1.157 25205 B 8322 09972 16.183
0,0078 1179 | 29448 72646 09973 16.490
0,0077 1.203 | 29689 77195 09975 16.827
0,0078 1229 29928 82337 09977 17.200
0,0079 1.269 || 30166 08,8054 09978 17.615

0,008 1.282 | 30403 94449 095979 16.079
0,0081 1.329 || 30639 | 10,1649 09951 158.602
0,00582 1.372 306874 || 1095818 09952 19.194
0,0033 1.420 31108 || 11,9164 09933 19.872
0,0084 1476 | 31341 [ 12,9961 09984 20,658
0,0085 1842 || 31576 | 142578 09985 21.571
0,0088 1619 31802 | 157515 09986 22855
0,0087 1712 32043 | 175478 09987 23959
0,0088 1.826 | 32280 19,7490 09955 25.556
0,0083 1970\ 32520 225093 09959 27.558

0,003 2154 32764 || 260728 09350 30.145
0,0091 2.402 3,308 || 30,8499 09991 33812
0,0092 2762\ 33285 375878 09991 38.501
0,0093 3282 33580 478051 09992 45.918
0,0094 4180 373830 65,1356 09993 58.492
0,0095 6.039 | 34428 || 1009740 0,9994 64.500

Figura 40: Valores Estimados Via Aproximagoes Ponto de Sela - Modelo Padrao -

Parte Trés
F Apresentacao em Cdédigo SAS dos Valores Esti-

mados
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Os resultados obtidos para andlise exploratoria dos dados foram resultados da
execucao de procedimentos pré programados e disponibilidados no switch estatistico
do aplicativo SAS: PROC UNIVARIATE e PROC SUMMARY e suas opcoes. A
estimacao via méaxima verossimilhanca no SAS pode ser implementada por meio de
quatro procedimentos em diferentes ambientes: PROC IML (Ambiente em linguagem
matricial), PROC MODEL, PROC NLP, PROC CAPABILITY (com a escolha da
distribuicao gama como distribuigao a ser estimada )°.

Foram estimados os valores da distribuicao Gama via maxima verossimilhanca
por meio do procedimento PROC CAPABILITY, escolhendo um « inicial conforme
o método sugerido nesse apéndice D - Estimacao Via Maxima Verossimilhanca dos
Parametros de Uma Distribuicao Gama na pagina 122. Nesse ambiente SAS, o pro-

cedimento de otimizacao utilizado é método de Newton-Raphson.

Parametric Density Estimation Options
Table 11.1 lists options that display a parametnc density estimate on the histogram.

Table 11.1: Farametric Distribution Options

BETA(beta-options) fits beta distribution with threshold parameter &, scale parameter o, and shape
parameters a and 3

EXPONENTIAL{sxponential- fits exponential distribution with threshold parameter 8 and scale paramster o

opfions)

GAMMA(gamma-opiions) fits gamma distribution with threshold parameter €, scale parameter o, and shape
parameter o

LOGMNORMAL {logrormal-opfions) | fits lognormal distribution with threshold parameter &, scale parameter G and shape

parameter o
MNORMALnormal-oplions) fits normal distribution with mean , and standard deviation o
SB(SB-oplions) fits Johnson Sg distribution with threshold parameter 8 , scale parameter o, and shape

parameters 4 and 4

SUiSUaptions) fits Johnson Sy distribution with location parameter 8, scale parameter o, and shape
parameters d and 4

WEIBULL{Weibuli-opfions) fits Weibull distribution with threshold parameter 8, scale parametsr o, and shape
parameter ¢

Figura 41: Opc¢oes de Estimacao de Densidades Parametricas - PROC CAPABILITY
- SAS

9Para uma descricio mais detalhada pode-se consultar: Parametric Density Estimation Options -

http://support.sas.com/onlinedoc/913/docMainpage.jsp
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Table 11.5: Gamma-Options

ALPHADELTA=vaiue | specifies change in successive astimates of a at which
thi Newton-Raphson approximation of & terminates

ALPHAINTIAL=value | specifies intial value for av in Mewton-Raphson
approdmation of &

MAXITER=n specifies maximum number of iterations in Newton-
Raphson approximation of o

SIGMA=value spacifies scale parameter o for fited gamma curve

ALPHA=valua specifies shape parameter a for fitted gamma curve

THETA=valugEST specifies threshold parameter @ for fitted gamma curve

Figura 42: Opcoes de Estimacao da Distribuigao Gama - PROC CAPABILITY - SAS

Apresentaremos os codigos em SAS da estimacao do CE e do CER. Como cada
modalidade de CE gerou um cédigo com grande nimero de linhas de programacao,

os codigos serao apresentados em partes, com vista a uma melhor visualizagao.

1 /MacrRo DE CALCULO DO CE™Y
2ZEMMACRO VAR OF,
3 FELOBAL GRP MSG PCTL_NEW NRFE;
4 A"PERCENTIL QUE SERA APURADO © YVER™
5 FLET PRCGT_NEW = .005;
=1 AMNUMERS DE INTERACOES™,
7 FELET INT = 100000 1_IT"~
8
<] PROC SQL.~ TRATAMENTO INICIAL DA BASE DE DADOS - RETIRADA DE GASOS ATIPICOS
10 CREATE TABLE MENSAL. IMFPUT_&DATA MOVIMEMNTO As
11 SELECT LMNK_CLI, PD, DF,
12 sUM{EXP_LQD_OPR) As WL_EXP,
13 sUM(PE) As PE,
14 SUMISDO_AGRP_CLI As SOO_AGRFP_CLI
15 FROM INFOCAR.BKP_OPR_ZDATA_MOWIMENTO WWHERE = (TF_OFR 1IN 1 3 4 5110
16 WHERE IN_CLI_OPR_VCD IN ('N') AND LNK_CLI NOT IN (2003532535, 2017 162082)
17 GROUP BY LNK_cLIL FD. DP
18 Having v Exp =0,
18 QUITSERRG,
20
21 PROC 5QL/"INICIC DE CALGULS Do CE™/
22 CREATE TAELE MEMSAL INPUT_&DATA MOVIMENTO (COMPRESE=NO REUSE=NO) AS
23 SELECT™, suUM (PE)As sUMPE."PERDA ESFERADA TOTAL™S
24 SUM (WL_EXP ) AS SUMEXP, /" EXPOSICAC TOTAL™
25 Max (VL_EXP ) AS MOR_VL_EXP .~ MAIOR EXPOSICAD
26 FROM MEMSALINPUT_&DATA_ MOVIMEMNTO,
27 QUITSHERRG,
28
26 DATA MENSAL INPUT_SDATA MOWIMENTO (COMPRESS=NO REUSE=NO)
30 /TDROP MOR_VL_EXP™/
31 SET MEMSAL. INPUT_&DATA MOVIMEMNTO;
3z U =max (INT((MOR_VL_EXP/100) + 1), INT (SUMPE .~ 10003),"U""
33 L=INT(VL EXP /S UD + 1,7V A
34 PDA = PE /(L " W,/ "FPrROBABILIDADE DEFALLT AJUSTADA™
35 DFA = PDASZ2, /" WARIANCIA DA PROB. DEFAULT AUUSTADA - HIPOTESE DO MODELO ORIGINALTY
36 RUMN % ERRO,

Figura 43: CE - Cédigos em SAS - Primeira Parte
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54
85

a7
58
[51=]
70
71
72
73
74
75
75
77
78
78
8O
81
82
83
84
85
85

a7
28
38
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
50
61
62
63

FROC S0L;
CREATE TABLE MENSAL INFUT_&DATA_MOYIMEMNTO (COMFRESS=NO REUSE=NO) AS
SELECT ™.
sumM (PDA) as M1, MM
sum { DPA) AS SIGMA T SIGMA™
FROM MENSAL INPUT_S&DATA_MOYIMENTO;
QUIT,% ERROD,

FROC SaL;
CREATE TAELE MENSAL TEL_GERAL_&DATA _MOVIMENTO (COMPRESS=NO REUSE=MO) AS
SELECT . L-1asR1. /7RI
LA s Tl o o

(FDA S (MI+MI™2 4 SIGMA™2 /TALFA™ ) "L MI™2 / SIGMA™2 /TaLFA™  as R2./7R2"7

PDA S M+ M2/ SIGMAT2 TALFA S 1 As T2, T2
MI™2 S SIGMA™ 2 AS ALFA, < ALFA™S
SIGMAT2 ML+ (51eMA™2 S M) As RO, TR
INT {SUMPESU ) As NRPE /7 MEDIA PE™"
FROM (SELECT U, L. MI, SIGMA,
COUNTILNK_CLI) AS QTD_CGLI_GR./” QUANTIDADE OE CLIENTES DA BANDA
SUMPE FORMAT COMMAXZD., FE ToTal™s
SUMEXP FORMAT COMMARZD. SExFosIcac ToTal™s”
suMIFDA) as PDA FORMAT BESTO. 5, "FPOA EMPACATODA
SUMIDPA) aAs DPA FORMAT BESTO. 5/ DPA EMPACATODA
FROM MENSAL INPUT_ZDATA MOVIMENTO
GROUP BY U, L, MI, SIGMA, SUMPE, sUMEXP );
QUIT, % ERRO,

Figura 44: CE - Cédigos em SAS - Segunda Parte

DATAMENSAL TEL_PDF_&DATA_MOVIMENTO (KEEF=M1 F P_ACUM VALOR DT_MVT)

MEMSAL RESULTADOS_&DATA MOVIMENTOIKEER = DESGRICAD VALOR),

LABEL P = 'PROBABILIDADE DE DEFAULT'
N1 ='"™NUMERC DE DEFAULTS',

SET MENSAL TEL_GERAL_SDATA_MOVIMEMNTO;
" CRIAVETCRESAEB ™S
ARRAY A [BINT] _TEMPORARY_;
ARRAY B [RINT] _TEMFPORARY_:
ARRAY PRCT [B] _TEMPORARY_(.5 .75 .95 07 99 895 9075 90899 ,"FPERCENTIS QUE
SERAC APURADOS O YER™/;
/7 ZERA OS5 VETORES A E B/
ool = 1To &INT,

Al =0
Bl = 0;
EMND;

A7 CALGULA A PROBARILIDADE FARA NUMERD DE DEFALLT IGLIAL AFERG "
Al1] = (1-ROV™ ALFA:

Bl1] = Al1]
N= 1
x=1;

A7 LIMITA AS INTERAGSES ™
oo UNTIL( (B[N =0.989990) or (N+1 > &INT) ),

Figura 45: CE - Cédigos em SAS - Terceira Parte
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85
85
87
88
80
80
21
82
83
84
95
86
97
o8
28
100
104
102
103
104
105
106
107
108
108
110
111
112
113
114
115
116
117
118

118
120
121
122
123
124
125
126
127
128
128
130
1321
132
132
134
135
138
137
138

A7 LIMITA AS INTERACSES ™
oo unTIL { (B04 = 0.08080) or (N+1 = &INT) );
A7 APURA O VALOR DO WER NOS FERCENTIS DETERMINADOS ™7
IFN>2 THEN
IF X <= 8 THEM

(=}
IF BlM-1]1 2 PR THEM
Do;
DEscRIGAD = COMPRESS (PUT (FRCTX], 15.4));
waLoR = U™ (n-3 + ({PReT] - BIN-2]) / (BIN-1]-BIN-21) 1) - sUmMPE ;
SUTFUT MEMSAL RESULTADOS_&DATA _MOVIMEMNTO;
x=x+1;
END;
END:
/7 INCLUIVALORES NO VETOR & 7/
DO OBSHUM= 1 TO LAST,
SET MEMSAL TEL_GERAL &DATA MOVIMEMNTO POINT=0BSNUM NOBS=LAST,

IFR1<HTHEN
AN+l = AN+l +R27AN-R AT
IFT1<n+1AND T1 >0 THEN
AN+ = ANF1]-T27(N-T1) " AN+ - T
END;
/7 WALORES PARA FLOTAR © GRAFICO DA DISTRIEUICAC DE FREQUENGIA "
Aln+1] = AN+
Bn+1]= Bl + AlN+1];
P=AN+1L
P_acUM = BN+1];
N1 =n;
VALOR = ML
N=H+ 1,
CT_MVvT="&DATA_MOVIMENTO',
SUTPUT MENSAL. TEL_PCOF_&DATA_MOVIMEMNTO;
END;

Figura 46: CE - Cédigos em SAS - Quarta Parte

7 MEMNSAGEM DE ERRC CASO O MODELD MAO CONVERGA ™
IFN+1 > &INT THEMN
oo,
FILE LOG;
PUT ' Feess ATENCAC NAG CONYERGIU  =ssssszs
ABCRT 255;
EML;
STOF;
FORMAT VALOR COMMAXZED 2
RUN %% ERRO!

WLET vaR="""

DATA_NULL_;~/"'0.8850"/
SET MEMSAL. RESULTADOS_SDATA MOVWIMENTO;
IF DESCRICAC = "0.8850 THEN /" =====VERIRICAR CASO |SSO
MNAO ACOMNTECA, O QUE EU GRAVOTIITIITT
CALL SYMPUT ('VAR', VALOR )
RUN%6 ERRO,
WMEND,;

Figura 47: CE - Cédigos em SAS - Quinta Parte
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1

A Macro DE CALCULO Do CER™S

2EWMACRO VAR 22

Lo B+ RONRN IS ) B SR UR I VRS B (o B N o 0 I T

38
30
40
41
42
43
44
45
46
A7
A8
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
50
&1
52
63
64
65
56
67
58
50
70

+"BASE DE DADOS DE ORIGEM ™
FROC SAQL;
CREATE TABLE INFOCAR. OPR_&DATA_MOVIMENTO AS
SELECT "FROM INFOCAR BKP_OFPR_&DATA_MOVIMENTO AS A1
LEFT JOIMN MENSAL INPUT_&DATA MOVIMENTOKEER=LNK_CLI RCYL_EXF) AS A2
OMNALLNK_CLI = A2 1 NK_CLI;
QUIT % ERROC,

ATAIISTE DA BASE DE CLIENTES E DEFINIGAC DE NOVAS VARIAVEIS "
DATA INFOCAR OPR_&DATA_MOVIMENTO,
LABEL WL _VAR_RTDO = "WALOR DO VAR RATEADO POR OFERACAO/-FRODUTO',
LABEL PZ NCTO = "MATURIDADE DA CARTEIRA-DEFINIDO PELO ACORDO DE BASILEIA",
LABELYL_CRLC = "WALOR DA CORRELACAD',
LABEL AJST VCTO = "AJUSTE DO YENCIMENTO",
LABEL EXG_CPTL = "EXIGEMNCI|A DE CAFITAL'
LABEL ATY PDRD_RSCO = "ATIVO PONDERADO FELO RISCO',
FORMAT WL_WAR_RTDO COMMAXAS 2;
FORMAT ATY_PDRD_RSCO COMMAXAS. 2]
FORMATYL_PDA_EPRO_CPTL COMMAXAE. 2]
SET INFOCAR. OPR_&DATA_MOVIMENTO,
IFTP_OPRIMN{1345)
AND IN_CLI_OPR_VCD = "MN'"/"SOMENTE PARA REGISTROS 5E MARCACAD DE
WENCIDO CFE X_ICR_03 "WAR_O04'""
AND WL _EXP NE 0 AND RC ME 0 /"EWITAR ERRO DIVISAD PORZERO™
THEMN DOC;
YL_WAR_RTDO = RCYEXP_LQD_OPRAYL_EXP)TEXP_LQD_OFPR
CALCULADAEM ICR_OZINDIVIDUALY YL _EXPISUMARIZADA PARA C VAR
EMDy,
EESE
YL_WAR_RTDO = 0 "OFPERACOES VEMNCIDAS DE DEMAIS TP_OPR™

PZ YCTO=2.5,/"VALORPADRAC DEFINIDO POR BASILEIA™
YL _LGD_EXG_CPTL = 0.45,/"VALCOR PADRAC DEFINIDO POR BASILEIA™

Figura 48: CER - Cddigos em SAS - Primeira Parte

SAJUSTAPD PARA OPERACOES YENCIDAS HA MAIS DE 80 DIAS™
ATCALCULA PERDA ESPERADA REGULATORIA T

IF IN_ARS_ATR="5" ORPD > 0.367879 THEN
Do
PD_AJSD = 0.998999999;
WL_PDA_EPRO_CPTL = VL_LGD_EXG_CPTL *WL_SDO_CTE:
END;
ELSE
Doy
PD_AJSD = PO,

IN_ARS_ATR="N"»"SOMENTE PARA CORRIGIR OS5 YALORES QUE CHEGARAM MISSING™

YL _FDA EPRO_CPTL = PD*¥L_LGD_EXG CPTL"VL_SDO_CTE,/"PDxLGD x SALDO™/
EMDy

AF CO_CLSC_CLIM (A0, 20, 40) THEMN /"CORPORATE-RPAIS-BANCOS™PoRTIFoLIC 1,2 477
BT

YL _CRLC=0.12"(1-EXPLE0"PD_AJSD)A-EXPEBON +0. 247(1-(1-EXP(B0"FPD_AJSDY./(1-EXP{501)

AIST_VCTO=(0 118520 05478 OGIPD_AISDN™2;
EXG_CPTL=(vL_LGD_EXG_CPTL'PROBNORM{1-YL_CRLCI™0 5 FROBIT(FD_AJSD)+
WL CRLC/(1WL CRLCH™0 5 FROEIT(0.988)

PO_AJSDYL_LGD_EXG CPTLI{1-1.5"AJST_VCTOM-1"(1 +{(FZ_vCTO-2.51"AIST_VCTON
ATV_PDRD_RSCO=EXG_CPTL"125"L_SDO_CTE:

/"SE ESPRESTIMO ESFECIALIZADC DE QUALQUER VALOR QUE CEVERA SER TRATADO COMO
MO COMNTEXTO DE CALCULD DE CORFOTATE
STCORFPORATE HYCRE STAMD BY AGUARDANDO ORIENTACOES™,

YL_CRLC=012"1-EXPEE0PO_AJSDN (1-EXPEEON +0. 371 -{1-EXP (50 PD_AJSDIL1-EXPES0ON);

AJST WCTO=(0.11852-0.05478" L OGIPD_AJISDN™2;
EXG_CFTL=(YL_LGD_EXG_CPTL"PROBNORM(1YL_CRLCI™0 5" FPROBITIPD_AJSDI+
(WL _CRLC/(1VL_CRLC)™0 5" PROBITIC.809)-PD_AJSD™VL_LGD_EXG_CPTL)"

{1-1 B"AIST_VCTON™1"(1 +{PZ_¥CTO-2 BIAIST_VCTO)
ATV_PDRD_RSCO=EXG_CPTL"12.5"100"/_SDO_CTE"/

Figura 49: CER - Cddigos em SAS - Segunda Parte
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71

72 IFCD_CTGR_CLIIN{3) THEN ./ "SME™ "sUB PORTFOLIO 37
73 Do,
74 YL_CRLC=0.12"(1-EXFL50"PD_AJSDN (1-EXPIS0N +
75 0.247(1-{1-EXP(50"PD_AJSOH/(1-EXP(50)1-0. 04™(1-(VL_FATM.”10™6-5)/45);
7G AJST VCTO=(0.11852-0.05478"LOG(PD_AJSDH™2;
77 EXG_CFTL=(L_LGD_EXG_CFTL'FROBMORMI1YL_CRLC)™0.5"PROEITPD_AJSD)+
78 OL_CRLC/1L_CRLCH™0.5"PROBIT(0.888))-
78 PD_AJSD™WL_LGD_EXG_CPTLY(1-1.5"AJST_YCTO)™1"(1 +(PZ_ ¥CTO-2.5"AJST_YCTO);
80 ATY_PDRD_RSCO=EXG_CPTL"12.5%L_SDO_CTE:
81 EMDy
82 EMD
83 ELSE
84 Do,
85 AWARELS OUTROS ATIVOE™TODO © RETAIL™
86 WL _CRLC=0.03"(1-EXP(:35"PD_AJSCH A 1-EXPEEEN+0.167(1-( 1 EXPL35"PO_A SO (1-EXP-351);
87 EXG_CPTL=(L_LGD_EXG_CFPTL'PROBMNORMI1-YL_CRLCI™0 5"FROBITFD_a1S0+
88 OWL_CRLC/I1VL_CRLCH™0O.5"PROBITIO.888))-FO_AISDVL_LGD_EXG_CPTL:
88 ATY PDRD RSCO=EXG CPTL"12.5"L SDO CTE;
a0
a1 IFCD_CLSC_PRD_CLI =5 THEMN A "WAREJD CREDITS ROTATIVG
o2 Do,
93 WL _CRLC=0.04, 7SO ALTERA O VALOR DA CORRELACADTIT S
o4 EXG_CPTL=0G/L_LGD_EXG_CPTL'PROBMNORM(1-YL_CRLCI™0.5"PROBIT(PO_AJSDI+
95 W_CRLCA (1AL _CRLON™0 5" PROBITO 899)-FPO_AISDYL_L GD_EXG_CPTLY:
=17 ATY_PDRD_RSCO=EXG_CPTL"12.5%L_SDO_CTE:
a7 EMDy;
a8 ELSEIF CD_CLSC_PRD_CLI = 4 THEMN /"WARE IO HIFOTECAS RESIDEMCIAIS
j=12] Do,
100 WL CRLC=0.15"S0OALTERA O VALOR DA CORRELACADTIT,
101 EXG_CFTL=(L_LGD_EXG_CFTL'FROBMNORMI1YL_CRLC)™0. 5"PROEITIPD_AJSD)+
102 OL_CRLC/U1NL_CRLC)™0.5"PROBIT(0.888))-PO_AISDVL_LGD_EXG_CPTL);
103 ATY_PORD_RSCO=EXG_CFTL"12.5"vL_SDO_CTB;
104 EMND;
105 EMDy
106 RUMNERRO,

107 S%MEND;

Figura 50: CER - Cddigos em SAS - Terceira Parte

F*Cria o limite superior do Saddlepoint®
DATA PAMNDRE.INFUT_SDD;

SET PANDRE.INPLUT_SDD;
2=-LOG(DEL A/ ({1 MI* SumPL);

RUN;

S Criando Walores Correspondentes de cada 7%/
DATA INFUT_SDDT
SET PANDRE.INPUT_SDD
array VZ(B6) Z_1 -7_36;
array ELZ(B6);
array PZ_{B6);
array PZ2_(86);
array PZ3_(B6);
do Z_=1 to 86;
ELZ(Z_) =EXP( L*Z(Z_));
PZ_{Z_) = ELZ(Z_)*FDA*DELTA;
PZ2_(Z_y=ELZ(Z_Y*PL*DELTA;
PZ3_(Z_Y=ELZ(Z_y*PL_2*DELT4;
end;
run;

Figura 51: Aproximagoes Ponto de Sela - Cédigos em SAS - Primeira Parte
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f*Calculo Final do Metodo de Saddlepoint Approximation™
DATA PANDRE.SSD_EST;

SET PAMDRE.SSD_EST;
W1=(SPZ2/(MI-SPZY);

Wi 2=W1%1;

W2 ={SPZa/(MI-SFZ Y 1_2;
M1=ALPHA*YL;

M2 =ALPHA™YZ;

MO={1-DEL TAY(1-(SPZ M)
W=SIGN(Z)* SQRT(2* ((Z*N13-N0));
U=(1-EXP (-2 (SQRT(NZ));
WU=(LU)-(1);

PYW=PROBHORM{A);

PiP =PROBIT (A);
GN=1-(PROBHMORMA+PROBIT OA W TY;
PERC=1-(GM);

WARZIU*NT;

RUN;

Figura 52: Aproximagoes Ponto de Sela - Cédigos em SAS - Segunda Parte

1E%MACRO FiM,
2
3 A CD ADADCS/ MPCAINFOCAR,
4 XcHMoD 7557
5
51 DATA COMTROLE_TEMPO;
7 FORMAT USUARIO 10 ;
8 FORMAT ROTINAS 15
=] FORMAT HORA_IMNICIO DATETIME.,
1o FORMAT HORA_FIM DATETIME.;
11 FORMAT TEMPO_GASTO TIME.;
12 FORMAT QTD_REG_OPERACAD COMMAD,,
12 FORMAT QTD_REG_CLIENTES COMMAS.;
14 SET COMNTROLE_TEMFPO;
15 USUARIO="&SYSUSERID";
16 ROTIMNA="&ROTIMNA""
17 HORA FIM = DATETIMEQ;
18 INDICATIVO_ERRO = "&IND_ERRO,
18 TEMPO_GASTO = HORA_FIM - HORA_INICIO;
20 QTD_REG_OPERACAD =0
21 QTD_REG_CLIEMNTES=0;
22 RUM;

Figura 53: Controle de Tempo de Processamento - Cédigos em SAS - Primeira Parte

23
24  PROC APFEMD BASE=E_DADOS.CTLE_ROTINAS DATA=CONTROLE_TEMPO,QUIT;
25

26  DATA_NULL_

27 SET CONTROLE_TEMPO;

28 PUT " g

29 A U CONTROLE TEMPO PROCESSAMENTO™™ "
30 i :

31 e

32 o INICIO ==>" HORA_INICIO DATETIME.

33 PR

34 7 FIMd  ==="HORA_FIM DATETIME.

35 R

36 i DURACAD == " TEMPO_GASTO TIME.
37 i

38 i

39 hat SROTIMNA

40 A e G OATA_MOYIMENTO 1

41 Lo i

42 RUN;

43

44 9%MEND;

Figura 54: Controle de Tempo de Processamento - Codigos em SAS - Segunda Parte
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