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Resumo

O segmento de empréstimo é um dos investimentos que têm signi�cativa ren-

tabilidade para vários setores da economia, inclusive para Entidades Fechadas de Previ-

dência Complementar (EFPC). Dessa forma, foi construída uma modelagem que auxilie

na predição de riscos de inadimplência. O objetivo deste trabalho foi propor escore de

risco de inadimplência baseado na modelagem de dados de sobrevivência na presença de

eventos competitivos. A metodologia proposta foi aplicada a um conjunto de dados reais

sobre clientes que realizaram um empréstimo em um fundo de pensão. Os resultados mos-

traram que a classi�cação dos clientes pelo escore de risco baseado no modelo log-logístico

se mostrou útil para identi�car os clientes "bons pagadores".

Palavras-chave: Análise de Sobrevivência, Dados Censurados, Inadimplên-

cia, Riscos Competitivos, Parâmetro de Força-Stress, Escore de Risco, Risco de Crédito.
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Abstract

The loan segment is an investment that provides signi�cant pro�tability for

several sectors of the economy, including Pension Funds. Considering that, a model was

built to predict the default risk. The main objective of this study was to present a default

risk score based on the survival data model, considering the presence of competitive events.

The proposed methodology was applied to a group of real data of clients whom have loaned

money from Pension Funds. The results showed that the classi�cation of clients by the risk

score based on the log-logistic model proved useful to identify a "good-payer"customer.

Key Words: Survival Analysis, Censured Data, Default, Competitive Risks, Stress-Force

Parameter, Risk Score, Credit Risk.
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Capítulo 1

Introdução

O Sistema Financeiro Nacional, segundo Ribeiro (2015), é composto por dois

subsistemas: normativo e de intermediação. Uma das instituições �nanceiras que faz parte

do subsistema de intermediação são as entidades fechadas de previdência complementar

(EFPC).

A Resolução CMN No 4.661 de 25 de maio de 2018 orienta que os investimentos

dos recursos dos planos administrados pela entidade fechada de previdência complementar

(EFPC) devem ser classi�cados nos seguintes segmentos de aplicação: renda �xa; renda

variável; investimentos estruturados; investimentos no exterior; imóveis; e operações com

participantes (que abrange empréstimos e �nanciamento habitacional).

O segmento de aplicação em empréstimos é uma importante fonte de geração

de recursos. No entanto, existem riscos de que o valor concedido não seja devolvido,

gerando inadimplência. Essa, por sua vez, afeta a rentabilidade das instituições.

Existem diversos motivos que levam uma pessoa a �car inadimplente, como o

desemprego e até mesmo a extrapolação do consumo além de sua renda. Estudar essas

variáveis que afetam o não pagamento da dívida é relevante para ajudar o credor a se

antecipar e se proteger dos prejuízos. Nesse sentido, a estatística é uma ciência bastante

utilizada para obter maiores informações sobre os dados.

Modelar, por exemplo, o tempo que o indivíduo leva até �car inadimplente e

observar as covariáveis que o fazem atingir o evento de interesse é importante para traçar o

per�l de seus clientes. A técnica de Análise de Sobrevivência pode propiciar a modelagem

adequada para essa situação.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho foi ajustar um modelo para estimar

o tempo até que o indivíduo se torne inadimplente. Mais especi�camente, o objetivo

principal foi ajustar um modelo de riscos competitivos considerando duas causas de in-

teresse: inadimplência (principal evento de interesse) e quitação da dívida (cura). Este

trabalho também propôs um escore que mede o risco de inadimplência de um cliente. Esse

escore é calculado a partir das estimativas do modelo ajustado e pode ser utilizado para

classi�car os clientes em bons ou mal pagadores. A metodologia proposta foi aplicada a

um conjunto de dados reais sobre participantes que realizaram um empréstimo na Funda-
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Introdução

ção dos Economiários Federais (FUNCEF). A análise considerou os modelos de regressão

Weibull, log-normal e log-logística como possíveis modelos para representar o tempo até

a inadimplência e quitação.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2 será apresen-

tado a revisão bibliográ�ca; no Capítulo 3 conterá uma análise descritiva do problema e

dos dados; o Capítulo 4 irá apresentar o modelo de regressão ajustado para os dados e o

escore de risco de crédito; o Capítulo 5 será um espaço para as considerações �nais e; por

�m, será disponibilizado a bibliogra�a.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

2.1 Conceitos básicos de Análise de Sobrevivência

A Análise de Sobrevivência é uma técnica estatística que estuda dados rela-

cionados ao tempo decorrido até a ocorrência do evento de interesse, o qual precisa ser

claramente de�nido. Esse tempo é a variável resposta do estudo.

Os conjuntos de dados de sobrevivência são caracterizados pelos tempos de fa-

lha e, frenquentemente, pelas censuras (Colosimo e Giolo, 2006). O tempo até a ocorrência

de um evento de interesse é denominado tempo de falha (ou tempo de sobrevivência). E,

segundo Garcia (2013) a presença de observações incompletas ou parciais são denominadas

censura.

Para analisar o tempo de falha é necessário:

• �xar o tempo de início de estudo;

• de�nir a escala de medida a ser utilizada;

• e estabelecer o evento de interesse, que frequentemente é indesejável e conhecido

como falha.

A presença de observações incompletas ou parciais, por sua vez, são denomi-

nadas censura (Garcia, 2013).

A censura ocorre quando há perda de informação decorrente de não se ter

observado o momento exato da ocorrência do desfecho, resultando em observações parciais

ou incompletas. Ou seja, o evento de interesse não pode ser observado por algum motivo.

As observações censuradas devem ser incluídas na análise dos dados, pois mesmo sendo

incompletas, essas observações fornecem informações sobre o tempo de vida de objetos

e indivíduos e a omissão das censuras pode acarretar em conclusões viciadas na análise

estatística. Dessa forma, existe a necessidade da introdução de uma variável extra na

análise, que indica se o valor do tempo de sobrevivência de um determinado indivíduo

foi ou não observado. Essa variável, geralmente representada por δ, é conhecida como

variável indicadora de censura e é expressa por:

3



Capítulo 2. Revisão Bibliográ�ca

δ =

1, se o indivíduo falhou

0, se o indivíduo foi censurado

Em cada estudo a censura pode ocorrer por motivos diferentes. Por isso,

existem formas distintas de censura. Elas podem ser censura à direita, censura à esquerda

e censura intervalar.

Censura à direita

A censura à direita é caracterizada pelo tempo de ocorrência do evento estar

à direita do tempo registrado, ou seja, do tempo de início do estudo. Essa, por sua vez,

abrange alguns mecanismos de censura:

1. Censura tipo I: o estudo será terminado após um período de tempo �xo, tf , e nesse

ínterim de tempo uma ou mais observações em estudo não falham. O tempo de

início t0 e o tempo �nal do estudo tf devem ser determinado antes do início do

estudo;

2. Censura tipo II: o estudo terminará após ocorrer um número �xo k (k ≤ n) de

falhas. Esse número deve ser determinado antes do início do estudo;

3. Censura aleatória: são todos os casos em que as observações não experimentam o

evento de interesse por motivos não controláveis.

A Figura 2.1 ilustra os mecanismos de censura à direita. A falha é representada

por "•"e a censura é representada "◦".

Figura 2.1: Tipos de mecanismos de censura à direita. (Colosimo e Giolo, 2006).
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A análise de dados deste trabalho irá considerar a censura à direita.

Censura à esquerda

A censura à esquerda acontece quando o evento de interesse já ocorreu quando

o indivíduo começou a ser observado, ou seja, o evento de interesse ocorreu antes do estudo

começar.

Censura intervalar

A censura intervalar ocorre em estudos nos quais os indivíduos são acompa-

nhados periodicamente. O evento de interesse ocorre em um intervalo de tempo. Assim, o

tempo de falha não é conhecido precisamente, mas pertence a um determinado intervalo.

2.1.1 Descrição do tempo de sobrevivência

Os dados de sobrevivência são usualmente representados pela variável aleatória

não negativa T , geralmente contínua. Essa variável representa o tempo de sobrevivência

do indivíduo. Algumas maneiras de especi�cá-la são por meio da função densidade de

probabilidade, f(t), função de sobrevivência, S(t); função de risco, h(t); e por meio de

relações matemáticas existentes entre essas três funções. Trabalhos que tratam de dados

de sobrevivência discretos podem ser vistos em Nakano e Carrasco (2006), Carrasco et al.

(2012) e Brunello e Nakano (2015).

A variável indicadora de falha ou censura, δi, e o tempo de falha, ti, represen-

tam os dados de sobrevivência para o indivíduo i (i = 1,...,n). Se houver um vetor de

covariáveis xi, com i= 1,...,n , os dados de sobrevivência são representados por (ti, δi,

xi).

Função Densidade de Probabilidade

A função densidade de probabilidade é de�nida como o limite da probabilidade

de um indivíduo experimentar o evento de interesse em um intervalo de tempo [Ti, Ti+∆t]

(Colosimo e Giolo, 2006). Essa função é expressa por:

f(t) = lim
∆t→0

(P (Ti ≤ T ≤ Ti + ∆t)

∆i

)
,

f(t) ≥ 0 ∀ t, e a área abaixo de f(t) é igual a 1.

Função de Distribuição

A função de distribuição também é conhecida como função de distribuição

acumulada, pois acumula as probabilidades dos valores inferiores ou iguais a t. Essa função
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comporta muitas informações sobre a variável aleatória estudada (Magalhães, 2006). Sua

expressão matemática é dada por:

F (t) = P (T ∈ (−∞, t]) = P (T ≤ t),

no qual, t ∈ R.
F (t) possui as seguintes propriedades:

1. lim
t→−∞

F (t) = 0;

2. lim
t→∞

F (t) = 1;

3. F (t) é contínua à direita;

4. F (t) é não decrescente, ou seja, F (t) ≤ F (y), sempre que t ≤ y, ∀ t, y ∈ R.

Função de Sobrevivência

A função de sobrevivência, S(t), é de�nida como a probabilidade de uma ob-

servação não falhar até um certo tempo t, ou seja, é a probabilidade de uma observação

sobreviver ao tempo t (Colosimo e Giolo, 2006). Em termos probabilísticos essa função é

expressa por:

S(t) = P (T ≥ t),

na qual, S(t) é uma função monótona decrescente e contínua. Essa função também pode

ser de�nida em termos da função de distribuição acumulada por: S(t) = 1− F (t).

Função de Risco

A função de risco, também chamada de Função de Taxa de Falha, é carac-

terizada pelo limite da probabilidade da falha ocorrer no intervalo de tempo [t,t + ∆t),

condicional à sobrevivência até o tempo t, dividida pelo comprimento do intervalo de

tempo ∆t (Colosimo e Giolo, 2006). Essa expressão assume a seguinte forma:

h(t) = lim
∆t→0

(P (t ≤ T < t+ ∆t|T ≥ t)

∆t

)
,

A função h(t) pode assumir a forma crescente, constante ou decrescente. Além

disso, pode assumir a forma unimodal ou a forma de curva da banheira.

2.1.2 Função de Risco Acumulada

A função de risco acumulada determina a taxa de falha que é acumulada até

o tempo t, e pode ser usada para obter h(t) na estimação não paramétrica (Colosimo e

Giolo, 2006). Sua expressão é dada por:

H(t) =

∫ t

0

h(u)du.
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2.1.3 Relações entre as funções

Segundo Colosimo e Giolo (2006), para uma variável aleatória T contínua e não

negativa, podem ser de�nidas relações relevantes entre elas a partir das funções de�nidas

anteriormente. Algumas relações importantes são:

f(t) =
d

dt
F (t),

F (t) = 1− S(t),

f(t) =
d

dt
(1− S(t)) = − d

dt
S(t), (2.1)

h(t) =
f(t)

S(t)
, (2.2)

h(t) =
− d
dt
S(t)

S(t)
= − d

dt
log[S(t)], (2.3)

log[S(t)] = −
∫ t

0

h(u)du e (2.4)

S(t) = exp[−H(t)]. (2.5)

2.1.4 Estimação não paramétrica da função de sobrevivência

Observações censuradas são um problema para as técnicas convencionais de

análise estatística descritiva, que consiste principalmente em encontrar medidas de ten-

dência central e variabilidade, pois a interpretação dos resultados se tornam mais difícil.

Sendo assim, o principal componente da análise descritiva, envolvendo dados de tempo

de vida, é a função de sobrevivência S(t) (Colosimo e Giolo, 2006). Pode-se estimá-la a

partir do estimador não paramétrico de Kaplan-Meier (Kaplan e Meier, 1958).

Estimador de Kaplan-Meier

O estimador não paramétrico de Kaplan-Meier (Kaplan e Meier, 1958), tam-

bém chamado de estimador limite-produto, é uma adaptação da função de sobrevivência

(Colosimo e Giolo, 2006).
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O estimador de Kaplan-Meier é de�nido como:

Ŝ =
∏
i:ti<t

ni − di
ni

=
∏
i:ti<t

(
1− di

ni

)
, (2.6)

no qual, t1 <...< tk são os k valores distintos dos tempos de falha; di é o número de falhas

no instante ti, i= 1,...,k; e ni é o número de indivíduos sob risco ( sobreviventes e não

censurados) em até ti.

As propriedades principais desse estimador são:

• não viciado para grandes amostras;

• fracamente consistente;

• converge assintoticamente para um processo gaussiano;

• estimador de máxima verossimilhança de S(t).

A variância assintótica do estimador de Kaplan-Meier é dada por:

̂V arŜ(t) = [Ŝ(t)]2
∑
i:ti<t

di
ni(ni − di)

. (2.7)

Levando em consideração que Ŝ(t) tem distribuição assintótica normal, para t

�xo, um intervalo aproximado de 100(1− α)% de con�ança para Ŝ(t) é dado por:

Ŝ(t)± Zα/2

√
̂V ar(Ŝ(t)), (2.8)

no qual, Zα/2 indica o α/2 quantil da distribuição Normal padrão.

2.1.5 Determinação Empírica da Função de Risco

A forma da função de risco será identi�cada por meio do método grá�co ba-

seado no tempo total em teste (TTT) (Barlow e Campo, 1975). O intuito é encontrar o

modelo adequado para os tempos de vida. Contudo, esse método só será e�ciente se não

houver censuras, ou se existir poucas, pois a curva do grá�co não as leva em consideração.

Nesse contexto, seu uso deve ser feito com cautela, principalmente quando a proporção

de observações censuradas é alta.

A expressão empírica do TTT (Aarset, 1985) é a seguinte:

G(r/n) =
(
∑r

i=1 Ti:n) + (n− r)Tr:n∑r
i=1

Ti:n
(2.9)

8
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no qual, r = 1,...,n e Ti:n, com i= 1,...,n, representa as estatísticas de ordem dos tempos.

A Figura 2.2 mostra várias formas que a curva TTT pode assumir.

Figura 2.2: Formas da curva do Tempo Total em Teste - TTT

Se a curva TTT assume a forma de uma reta, como no modelo A, é adequado

trabalhar com uma função de risco constante. Nesse caso, a distribuição exponencial é

indicada, pois sua função de risco é constante para todo o tempo observado.

Quando a curva é convexa, modelo B, ou côncava, modelo C, a função de risco

é monotonamente decrescente ou crescente, respectivamente. Assim, a distribuição a ser

utilizada será a Weibull, pois apresenta função de risco decrescente quando o parâmetro

de forma γ é menor que 1 e crescente quando γ é maior que 1.

Caso a curva apresente uma forma convexa e depois côncava, como na curva D,

trata-se de uma função de risco que toma forma de banheira. As distribuições referentes à

essa função de risco indicadas para modelagem dos dados são: Weibull exponencializada,

Weibull modi�cada, Weibull aditiva, Burr XII Aditiva, beta Weibull generalizada, entre

outras (Fachine-Gomes, 2015).

Se a curva for côncava e em seguida convexa, a função de risco possui carac-

terística unimodal. Dessa forma é adequado utilizar distribuições como a log-normal e a

log-logística.

9
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2.1.6 Principais modelos paramétricos em Análise de Sobrevivên-

cia

Os modelos paramétricos são utilizados para modelar o tempo de sobrevivência

até a ocorrência do evento de interesse de forma mais �dedigna (Costa, 2013). Alguns

modelos recebem notoriedade por serem adequados à várias situações. Alguns desses

modelos que serão utilizados neste trabalho são as distribuições Weibull, exponencial,

log-normal e log-logística.

Distribuição Weibull

A distribuição Weibull é popular por apresentar uma grande variedade de

formas. A propriedade básica de todas essas formas é que a função de risco é monótona,

ou seja, ela é crescente, decrescente ou constante (Colosimo e Giolo, 2006).

A variável aleatória tempo de falha, T, descrito pela distribuição Weibull, tem

a seguinte função de densidade de probabilidade:

f(t) =
γ

αγ
tγ−1 exp

{
−
( t
α

)γ}
, (2.10)

no qual, t ≥ 0, o parâmetro de escala, α > 0, tem a mesma unidade de medida de t e o

parâmetro de forma,γ > 0, não tem unidade (Colosimo e Giolo, 2006).

A função de sobrevivência da distribuição Weibull é dada por:

S(t) = exp
{
−
( t
α

)γ}
, t ≥ 0. (2.11)

E a função de risco é dada por:

h(t) =
γ

αγ
tγ−1, t ≥ 0. (2.12)

A função de risco, h(t), é estritamente crescente quando γ > 1, estritamente decrescente

quado γ < 1 e constante quando γ = 1.

Segundo Santos (2017), para veri�car a in�uência das variáveis explicativas no

tempo de sobrevivência é necessário utilizar modelos de regressão. Seja xT = (1, x1, ..., xp)

um vetor de covariáveis dos indivíduos em estudo, utiliza-se então uma função de ligação

g(·) que conecta a variável resposta às variáveis explicativas. Para um conjunto de p

covariáveis, o vetor de parâmetros θ que será estimado utilizando o vetor x, passa a ser

de�nido como:

θ = q(η), (2.13)

em que η = xTβ é o preditor linear e β = (β0, β1, ..., βp)
T é o vetor dos coe�cientes de

regressão.

10
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Para construir o modelo de regressão Weibull, será utilizada a função de ligação

logarítmica, e as covariáveis serão inseridas no modelo pela seguinte relação:

α = exp(xTβ). (2.14)

Dessa forma, a função densidade de probabilidade e a função de sobrevivência

do modelo de regressão Weibull são de�nidas, respectivamente, por:

f(t|x) =
γ

exp(xTβ)γ
tγ−1 exp

{
−
( t

exp(xTβ)

)γ}
(2.15)

e

S(t) = exp
{
−
( t

exp(xTβ)

)γ}
, t ≥ 0. (2.16)

Distribuição Exponencial

A distribuição exponencial é um caso particular da distribuição Weibull. Esse

modelo é um dos mais simples usados para descrever o tempo de falha. Apresenta apenas

um parâmetro e o único que tem função de risco constante (propriedade de falta de

memória). Por esse motivo, é indicado que essa distribuição seja usada quando o tempo

é curto (Colosimo e Giolo, 2006).

Então, a variável aleatória tempo de falha T, descrito pela distribuição expo-

nencial, tem a seguinte função de densidade de probabilidade:

f(t) =
1

α
exp

{
−
( t
α

)}
, (2.17)

no qual, t ≥ 0 e o parâmetro α > 0 é o tempo médio de vida e tem a mesma unidade do

tempo de falha T.

Além disso, a função de sobrevivência S(t) do modelo em questão é dada por:

S(t) = exp
{
−
( t
α

)}
, t ≥ 0. (2.18)

E a função de risco é dada por:

h(t) =
1

α
, t ≥ 0. (2.19)

O modelo de regressão exponencial, assim como foi apresentado acima para o

modelo de regressão Weibull, é construído a partir das covariáveis que são alocadas no

parâmetro de escala α, que será apresentado a seguir.

α = exp(xTβ). (2.20)

11
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Sendo assim, a função densidade de probabilidade e a função de sobrevivência do modelo

de regressão exponencial são de�nidas, respectivamente, por:

f(t) =
1

exp(xTβ)
exp

{
−
( t

exp(xTβ)

)}
(2.21)

e

S(t) = exp
{
−
( t

exp(xTβ)

)}
, t > 0. (2.22)

Distribuição log-normal

A distribuição log-normal, assim como a distribuição Weibull, é útil para ca-

racterizar tempos de vida de indivíduos e produtos. A variável aleatória tempo de falha T,

com distribuição log-normal, tem a seguinte função densidade (Colosimo e Giolo, 2006):

f(t) =
1

tσ
√

2π
exp

{
− 1

2

( log(t)− µ
σ

)2}
, t ≥ 0. (2.23)

Aqui, −∞ ≤ µ ≤ ∞ é a média do logaritmo do tempo de falha T, e σ > 0 é o desvio

padrão.

Os dados provenientes de uma distribuição log-normal podem ser analisados

segundo uma distribuição normal, considerando o logaritmo dos dados em vez dos valores

originais, isto é, log(T ) ∼ Normal(µ, σ2).

Uma variável log-normal não apresenta uma forma analítica explícita para as

funções de sobrevivência e de função de risco, sendo representadas, respectivamente, da

seguinte maneira:

S(t) = Φ
(− log(t) + µ

σ

)
(2.24)

e

h(t) =
f(t)

S(t)
, (2.25)

no qual, Φ(·) é a função de distribuição acumulada de uma normal padrão.

O modelo de regressão log-normal é construído a partir das covariáveis que in-

�uenciam no tempo de sobrevida dos indivíduos. Dessa forma, as covariáveis são alocadas

no parâmetro µ, conforme apresentado a seguir.

µ = xTβ. (2.26)

Portanto, a função densidade de probabilidade e a função de sobrevivência do modelo de

12
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regressão log-normal são de�nidas, respectivamente, por:

f(t) =
1

tσ
√

2π
exp

{
− 1

2

( log(t)− (xTβ)

σ

)2}
, t ≥ 0 (2.27)

e

S(t) = Φ
(− log(t) + (xTβ)

σ

)
, t > 0. (2.28)

Distribuição log-logística

A variável aleatória tempo de falha T cuja distribuição é dada pelo modelo

log-logístico, com parâmetros α e γ, tem a seguinte função de densidade (Colosimo e

Giolo, 2006):

f(t) =
γ

αγ
tγ−1(1 + (t/α))−2, t > 0. (2.29)

Aqui, α>0 e γ>0 são os parâmetros de escala e forma da distribuição, respectivamente.

A função de sobrevivência S(t) e a função de risco h(t) são expressas da seguinte

maneira:

S(t) =
1

1 + (t/α)γ
, t > 0 (2.30)

e

h(t) =
γ(t/α)γ−1

α[1 + (t/α)γ]
, t > 0. (2.31)

O modelo de regressão log-logístico também é construído a partir das covariá-

veis, que são importantes para o tempo de sobrevida dos indivíduos. Elas são alocadas no

parâmetro de escala α (que representa a mediana da distribuição), conforme apresentado

a seguir:

α = exp(xTβ). (2.32)

Sendo assim, a função densidade de probabilidade e a função de sobrevivência do modelo

de regressão log-logística são de�nidas, respectivamente, por:

f(t) =
γ

exp(xTβ)γ
tγ−1(1 + (t/ exp(xTβ)))−2, t > 0 (2.33)

e

S(t) = exp
{
−
( t

exp(xTβ)

)γ}
, t > 0. (2.34)

2.1.7 Estimação dos parâmetros dos modelos

Os estudos que envolvem tempos de falha são modelados por distribuições. Os

parâmetros dessas distribuições devem ser estimados por meio das observações amostrais.
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Assim, é possível responder às perguntas de interesse.

Um dos métodos mais conhecidos de estimação, dentro do contexto de regres-

são linear, é o método de mínimos quadrados. Contudo, usá-lo na análise de estudos de

tempo de vida é inapropriado, pois não é possível incorporar censura em seu processo.

Outro método relevante de estimação na literatura é o de máxima verossimi-

lhança. Esse, por sua vez, é mais apropriado para estudos em Análise de Sobrevivência,

pois é possível incorporar censuras a ele. Além disso, é relativamente trivial de ser com-

preendido e possui ótimas propriedades para grandes amostras.

Método de Máxima Verossimilhança

O estimador de máxima verossimilhança, dado uma distribuição, escolhe valo-

res para os parâmetros que melhor explique a amostra observada. Dessa forma, o objetivo

é encontrar o valor do vetor de parâmetros θ que maximiza a função de verossimilhança,

L(θ), a qual é expressa por:

L(θ) =
n∏
i=1

f(ti;θ), (2.35)

em que t1,...,tn representam os tempos observados de uma amostra de tamanho n de uma

população. E, tem-se que θ = (θ1, θ2, ..., θn), ou seja θ pode ser um parâmetro ou um

conjunto de parâmetros.

A função de verossimilhança mostra que cada observação não censurada con-

tribui com sua função densidade f(t). Por outro lado, cada informação censurada à direita

contribui informando que o tempo de falha é maior que o tempo de censura observado,

ou seja, contribuem com sua função de sobrevivência S(t).

Dessa forma, a função de verossimilhança considerando a censura à direita,

que é a censura considerada neste trabalho, é dada pela seguinte expressão (Colosimo e

Giolo, 2006):

L(θ) ∝
n∏
i=1

[f(ti;θ)]δi [S(ti;θ)]1−δi , (2.36)

no qual, θ é o vetor de parâmetros a ser estimado e δi é a variável indicadora de falha ou

censura.

Contudo, é sempre conveniente trabalhar com o logaritmo da função de verossimilhança.

Segundo Colosimo e Giolo (2006), os estimadores de máxima verossimilhança são os valo-

res de θ que maximizam L(θ) ou equivalentemente o logaritmo de L(θ), isto é, log(L(θ)).

Esses estimadores são encontrados resolvendo-se o sistema de equações:

U(θ) =
∂ logL(θ)

∂θ
= 0, (2.37)
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no qual, l(θ) = log(L(θ)) é dado por:

l(θ) =
n∑
i=1

δi log[f(ti;θ)] + (1− δi) log[S(ti;θ)]. (2.38)

Teste da Razão de Verossimilhanças

Geralmente, há interesse em testar hipóteses relacionadas ao vetor de parâme-

tros θ = (θ1, ..., θp)
′, ou relacionada a um subconjunto desse vetor. Um teste bastante

utilizado para isso é o teste da razão de verossimilhanças. A estatística do teste é dada

pela razão dos valores do logaritmo da função de verossimilhança maximizada restringido

aos valores de�nido na hipótese nula, H0 e pelo logaritmo da função de verossimilhança

maximizada sem restrição. De uma maneira mais matemática, temos a representação das

hipóteses em teste e a expressão da estatística do teste, respectivamente:

H0 : θ = θ0 vs H1 : θ 6= θ0, (2.39)

TRV = −2 log
[L(θ0)

L(θ)

]
. (2.40)

A estatística TRV segue aproximadamente uma distribuição qui-quadrado com

p graus de liberdade, χ2
p. Então, H0 é rejeitada, ao nível de 100α% de signi�cância se

TRV > χ2
p,1−α.

2.1.8 Adequação do Modelo Ajustado

É importante avaliar se o modelo proposto está bem ajustado aos dados. Isso

pode ser feito por meio de técnicas grá�cas. Essas técnicas avaliam a distribuição dos

erros e sua principal utilidade é rejeitar modelos inapropriados, ou seja, o interesse não é

aprovar um modelo particular, até porque, em muitos casos, existem mais de um modelo

que podem ser utilizados.

Em Análise de Sobrevivência, os resíduos de Cox-Snell, martingal e deviance

são os mais utilizados.

Resíduos de Cox-Snell

Segundo Colosimo e Giolo (2006), os resíduos de Cox-Snell (1968), são úteis

para examinar o ajuste global do modelo. Esses resíduos são determinados por:

êi = Ĥ(ti), (2.41)

no qual, Ĥ(ti) é a função de risco acumulado obtido do modelo ajustado.
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Os resíduos êi vêm de uma população homogênea e, se o modelo for adequado, devem

seguir uma distribuição exponencial padrão (Lawless, 2003). Para que o modelo em

estudo seja adequado, o grá�co de êi versus Ĥ(êi) deve ser aproximadamente uma reta. O

grá�co das curvas de sobrevivência dos resíduos, Ŝ(êi), e pelo modelo exponencial padrão,

exp(−̂ei), também auxiliam na veri�cação da qualidade do modelo ajustado, quanto mais

próximas, o ajuste do modelo aos dados é melhor.

2.2 Modelo de riscos competitivos

Em determinadas situações há interesse em modelar o tempo de vida de um

indivíduo que está suscetível a vários eventos mutuamente exclusivos, decorrentes de um

mesmo fator de risco. Assim, a falha desse indivíduo pode ocorrer por m causas distintas.

E, quando há várias causas de falha competindo para que ocorra o evento de interesse, na

literatura essas causas são de�nidas como riscos competitivos.

Os dados, na presença de riscos competitivos são representados pela terna

(y, ci, δ), em que,

• Y = min(T1, ..., Tm) , supondo que Ti é o tempo até a falha devido à causa ci, i =

1, 2, ...,m. Ou seja, Y é o tempo até a primeira falha;

• ci é a causa de falha i, i = 1, 2, ...,m e;

• δ representa a censura. Sejam L1, L2, ..., Lm os tempos de censuras associadas às m

causas de morte, então

δ =

1, se o Y é observado;

0, se o L = min(L1, ..., Lm) é observado.
(2.42)

Uma das abordagens que geralmente são utilizadas na análise de riscos com-

petitivos, e que será apresentada no decorrer deste estudo, é a do tempo de falha latente

(Nakano, 2003).

2.2.1 Abordagem latente de riscos competitivos

Em uma abordagem de riscos competitivos com tempos de falha latentes, os

indivíduos estão sujeitos a m causas de morte e o vetor de variáveis aleatórias T =

(T1, T2, ..., Tm) representa os tempos de falha devido a cada uma das m causas ci, i =

1, 2, ...,m. Dessa forma, observa-se o mínimo entre os tempos de falha (Y = min(T1, ..., Tm))

e sua respectiva causa de falha (Y ,Ci).
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A função de sobrevivência conjunta é dada por:

S(t1, t2, ..., tm) = P (T1 ≥ t1, T2 ≥ t2, ..., Tm ≥ tm), (2.43)

em que, S(0, 0, ..., 0) = 1 e S(∞,∞, ...,∞) = 0. S(·) é contínua à direita e não decrescente
em cada argumento (Nakano, 2003).

E a função de sobrevivência total é dada por:

SY (t) = P [Y ≥ t] = P [min(T1, T2, ..., Tm) ≥ t] = P [T1 ≥ t, T2 ≥ t, ..., Tm ≥ t]. (2.44)

Essa formulação se aplica se os tempos de morte T1, T2, ..., Tm são estatistica-

mente independentes ou não. A suposição básica de riscos competitivos é que a eliminação

da causa ci não afeta S(·) (Nakano, 2003).

A função marginal de S(·) é denotada por Si e ocorre apenas na presença da

causa ci. Segundo Nakano (2003), uma di�culdade presente na análise de riscos compe-

titivos deve-se ao fato de S(·) não poder ser estimada empiricamente, visto que T não é

observável. Assim, a análise depende de suposições não veri�cáveis sobre a estrutura de

S(·).

A função de subdensidade da causa i é dada por:

fi(t) =
(
− ∂S(t1, t2, ..., tm)

∂ti

)
t1=t2=...=tm=t

. (2.45)

A partir das funções de sobrevivência Si(t), SY (t) e S(·), pode-se observar re-
lações que estão associadas a vários riscos. Algumas relações importantes serão mostradas

a seguir.

h(t) =

(
− ∂SY (t)

∂t

)
SY (t)

. (2.46)

Essa é a função de risco total que expressa a probabilidade de falha por alguma

causa ci em (t, t+∆t), dado que sobreviveu de todos os ci até t (P (falha por alguma causa

ci em (t, t+ ∆t)| sobreviveu de todos os ci até t)).

hi(t) =

(
− ∂Si(t)

∂t

)
Si(t)

=

(
− ∂S(ti, tj)

∂ti

)
ti=t,tj=0

S(t, 0)
, i = 1, ...,m; j = 1, ...,m; i 6= j. (2.47)

A função de risco marginal é de�nida pela probabilidade de falhar pela causa

ci em (t, t+ ∆t), quando ci é o único risco atuando em t+ ∆t, dado que sobreviveu de ci
até t (P (falha pela causa ci em (t, t + ∆t) quando ci é o único risco atuando em t + ∆t|
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sobreviveu de todos os ci até t)).

gi(t) =
−(
∂Si(ti)

∂ti
)ti=t

Si(t)
=

(
− ∂Si(t1, t2, ..., tm)

∂ti

)
t1=t2=...=tm=t

S(t, t, ..., t)
. (2.48)

Essa é a probabilidade de falha pela causa ci em (t, t + ∆t), quando todos os

riscos estão atuando em (t, t + ∆t), dado que sobreviveu de todos os ci até t ( P(falha

pela causa ci em (t, t + ∆t) quando ci é o único risco atuando em (t, t + ∆t)| sobreviveu

de todos os ci até t)).

Gi(t) = exp
[ ∫ t

0

gi(u)du
]
. (2.49)

Note que Gi(t) não é uma função de sobrevivência marginal genuína. De�nida

a partir de gi(t), Gi(t) é denotada como uma subfunção de sobrevivência, ou seja a

probabilidade de um indivíduo sobreviver à causa ci na presença de todas as outras causas

( Nakano, 2003).

A função de sobrevivência total também pode ser dada por:

SY (t) = exp
[
−
∫ t

0

h(u)du
]

= exp
[
−
∫ t

0

m∑
i=1

gi(u)du
]

=
m∏
i=1

exp
[
−
∫ t

0

gi(u)du
]
.(2.50)

A partir da equação 2.58, obtém-se:

SY (t) =
m∏
i=1

Gi(t). (2.51)

Se gi(t) = hi(t), tem-se que h(t) =
∑m

i=1
gi(t) =

∑m
i=1

hi(t). Consequente-

mente, a função de sobrevivência total pode ser dada por:

SY (t) =
m∏
i=1

Gi(t) =
m∏
i=1

Si(t). (2.52)

Quando os T ′is são independentes, tem-se que gi(t) = hi(t). Porém, a re-

cíproca não é verdadeira. Além disso, se os T ′is são independentes S(t1, t2, ..., tm) =

S(t1)S(t2)...S(tm), que implica em SY (t) = S(t, t, ..., t) = S1(t)S2(t)...Sm(t). Contudo, a

recíproca não é verdadeira.

Os hi(t) são denotados como função risco "net", também chamados de função

de risco especí�co. Os gi(t), de�nidos como função risco "crude", são os riscos de morte

devido à causa ci, quando todas as causas estão atuando sobre o indivíduo (Nakano, 2003).

A distribuição de probabilidade de Y na presença de todas as causas de falha
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é dada por:

Qi(t) = P [Y ≤ t, ci = i] =

∫ t

0

fi(u)du. (2.53)

E,

fi(t) = gi(t)SY (t). (2.54)

Logo, a função densidade de Y condicionado à causa de falha ci é dado por:

fY (t|ci) =
1

πi
gi(t)SY (t), (2.55)

onde, πi = P [ci = i] =
∫ t

0
gi(u)SY (u)du é a probabilidade de falha pela causa ci (Nakano,

2003).

Identi�cabilidade em Riscos Competitivos

Há, em geral, o interesse em identi�car as distribuições de sobrevivência con-

junta e marginais de (T1, T2, ..., Tm) dada a distribuição de (Y, ci) (a distribuição do mí-

nimo identi�cado) (Nakano, 2003). Porém, nem sempre a distribuição conjunta pode ser

de�nida a partir das funções marginais de (T1, T2, ..., Tm). Esse fato é conhecido por pro-

blema de não identi�cabilidade, observado por Cox em 1959. Para o caso de duas causas

de falha, é estudado por Tsiatis em 1975 (Assane, 2013). No entanto, Berman (1963)

mostrou que se as causas de falhas atuam de forma independente, a distribuição de (Y ,ci)

determina unicamente a distribuição conjunta.

Função de Verossimilhança

A função de verossimilhança em riscos competitivos é construída a partir da

função de distribuição fi(tij) e dos indivíduos censurados, por meio de SY (twj).

L =
{ m∏
i=1

Di∏
j=1

fi(tij)
}{ W∏

j=1

SY (twj)
}
. (2.56)

L =
{ m∏
i=1

Di∏
j=1

gi(tij)SY (tij)
}{ W∏

j=1

SY (twj)
}
. (2.57)
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L =
{ m∏
i=1

Di∏
j=1

[
gi(tij)

m∏
i=1

Gm(tij)
]}{ W∏

j=1

m∏
i=1

Gm(tij)
}
, (2.58)

no qual, Di é o número de indivíduos que morreram pela causa ci, W é o número de

indivíduos censurados, tij é o tempo até a falha dada a causa cij , wj é o j-ésimo indivíduo

censurado e twj
é o tempo de censura do j-ésimo indivíduo.

A função de verossimilhança pode ser reescrita como:

L =
m∏
i=1

Di∏
j=1

gi(tij)
n∏
l=1

Gi(tl). (2.59)

A expressão acima pode ser reescrita como:

L =
m∏
i=1

{ Di∏
j=1

[
gi(tij)

]δij} n∏
l=1

Gi(tl) =
m∏
i=1

n∏
j=1

[
gi(tij)

]δij
Gi(tj). (2.60)

A função de verossimilhança pode ser separada em componentes separados

para m causas de falhas sem a suposição de independência entre as causas de falha.

Portanto podemos considerar a maximização para cada causa separadamente, desde que

não exista parâmetros comuns para diferentes causas (Nakano, 2003).

Modelos de Regressão em Riscos Competitivos

A observação de covariáveis também é importante em riscos competitivos por

in�uenciar o tempo de sobrevida do indivíduo. Visto isso, a seguir serão apresentados os

modelos de regressão com abordagem em riscos competitivos, seguindo a ideia desenvol-

vida na Seção 2.1.6, para as distribuições Weibull, exponencial, log-normal e log-logística.

Distribuição Weibull

Considere duas variáveis aleatórias independentes T1 e T2, em que Ti ∼Weibull

(αi, γi). A função de sobrevivência conjunta da distribuição Weibull, para a abordagem

em riscos competitivos, segundo Nakano (2003), é dada por:

S(t1, t2) = S(t2)S(t2) = exp
{
−
( t1
α1

)γ1
+
( t2
α2

)γ2}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.61)

O modelo de regressão Weibull, na abordagem de riscos competitivos é cons-

truído alocando as covariáveis nos parâmetros de escala α1 e α2, que será apresentado a
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seguir

α1 = exp(xT1 β1) e α2 = exp(xT2 β2). (2.62)

Sendo assim, segundo Nakano (2003), a função de sobrevivência conjunta para

o modelo de regressão Weibull, para a abordagem em riscos competitivos, é dada por:

S(t1, t2) = exp
{
−
( t1

exp(xT1 β1)

)γ1
+
( t2

exp(xT2 β2)

)γ2}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.63)

E a função de sobrevivência total é escrita como

SY (t) = exp
{
−
( t1

exp(xT1 β1)

)γ1
+
( t2

exp(xT2 β2)

)γ2}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.64)

Distribuição Exponencial

Considere duas variáveis aleatórias independentes T1 e T2, em que Ti ∼ exponencial(αi,

γi). A função de sobrevivência conjunta da distribuição exponencial, para a abordagem

em riscos competitivos, segundo Nakano (2003), é dada por:

S(t1, t2) = S(t2)S(t2) = exp
{
−
( t1
α1

)
+
( t2
α2

)}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.65)

O modelo de regressão exponencial, na abordagem de riscos competitivos, as-

sim como foi apresentado acima para a distribuição Weibull, é construído utilizando co-

variáveis nos parâmetros de escala α1 e α2, que será apresentado a seguir

α1 = exp(xT1 β1) e α2 = exp(xT2 β2). (2.66)

Sendo assim, segundo Nakano (2003), a função de sobrevivência conjunta para o modelo

de regressão exponencial, para a abordagem em riscos competitivos, é dada por:

S(t1, t2) = S(t1)S(t2) = exp
{
−
( t1

exp(xT1 β1)

)
+
( t2

exp(xT2 β2)

)}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0.

(2.67)

E a função de sobrevivência total é escrita como:

SY (t) = exp
{
−
( t1

exp(xT1 β1)

)
+
( t2

exp(xT2 β2)

)}
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.68)

Distribuição log-normal

Considere duas variáveis aleatórias independentes T1 e T2, em que Ti ∼ log-

normal(µi, σi). A função de sobrevivência conjunta da distribuição log-normal, para a

abordagem em riscos competitivos, segundo Nakano (2003), é dada por:

S(t1, t2) = S(t1)S(t2) = Φ
(− log(t1) + µ1

σ1

)
Φ
(− log(t2) + µ2

σ2

)
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0.(2.69)
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no qual, Φ(·) é a função de distribuição acumulada de uma normal padrão.

O modelo de regressão log-normal é obtido a partir das covariáveis, pois in-

�uenciam no tempo de sobrevida dos indivíduos. Assim, as covariáveis são colocadas nos

parâmetros de escala µ1 e µ2, que será apresentado a seguir

µ1 = xT1 β1 e µ2 = xT2 β2. (2.70)

Sendo assim, segundo Nakano (2003), a função de sobrevivência conjunta do modelo de

regressão log-normal, para a abordagem em riscos competitivos, é dada por:

S(t1, t2) = S(t1)S(t2) (2.71)

= Φ
(− log(t) + (xT1 β1)

σ1

)
Φ
(− log(t) + (xT2 β2)

σ2

)
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0.

E a função de sobrevivência total é escrita como

SY (t) = Φ
(− log(t) + (xT1 β1)

σ1

)
Φ
(− log(t) + (xT2 β2)

σ2

)
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.72)

Distribuição log-logística

Considere duas variáveis aleatórias independentes T1 e T2, em que Ti ∼ log-

logística (αi, γi). A função de sobrevivência conjunta da distribuição log-logística, para a

abordagem em riscos competitivos, segundo Nakano (2003), é dada por:

S(t) =
( 1

1 + (t1/α1)γ

)( 1

1 + (t2/α2)γ

)
, t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. (2.73)

O modelo de regressão log-logística também é construído a partir de covariá-

veis, que são alocadas nos parâmetros de escala α1 e α2, conforme será apresentado a

seguir:

α1 = exp(xT1 β1) e α2 = exp(xT2 β2). (2.74)

Sendo assim, segundo Nakano (2003), a função de sobrevivência conjunta do modelo de

regressão log-logística, para a abordagem em riscos competitivos, é dada por:

S(t1, t2) = S(t1)S(t2) =
( 1

1 + (t1/(exp(xT1 β1)))γ

)( 1

1 + (t2/(exp(xT2 β2)))γ

)
, (2.75)

em que t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0. E a função de sobrevivência total é escrita como

SY (t) =
( 1

1 + (t1/(exp(xT1 β1)))γ

)( 1

1 + (t2/(exp(xT2 β2)))γ

)
, (2.76)

em que t1 ≥ 0 e t2 ≥ 0.

Existem duas técnicas para estimação de parâmetros bastante conhecidas: mé-
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todo de mínimos quadrados e a estimação por máxima verossimilhança. Assim como na

Seção 2.1.7, aqui o método mais adequado será a estimação por máximo verossimilhança,

pois além de conter ótimas propriedades para grandes amostras, permite que seja traba-

lhado dados com censura.
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Capítulo 3

Aplicação

3.1 Descrição do problema

As instituições �nanceiras, incluindo fundos de pensão tem como importante

fonte de geração de recursos o segmento de empréstimos. No entanto, o risco de inadim-

plência é uma preocupação para os credores. Contudo, esse risco pode ser minimizado

realizando-se previsões sobre o comportamento futuro dos clientes por meio da análise de

dados. Dessa forma, a motivação desse estudo foi obter um modelo estatístico para que

se possa reduzir os riscos de um participante �car inadimplente, seja por meio de reduzir

o número de parcelas do empréstimo, rede�nindo o valor a ser concedido, ou analisando

outras variáveis que sejam estatisticamente signi�cativas.

Os dados utilizados nesse estudo foram fornecidos pela Fundação dos Econo-

miários Federais (FUNCEF). Os dados foram coletados, mensalmente, de fevereiro de

2008 a dezembro de 2016. Haviam sido disponibilizadas 59.053 observações. No entanto,

24.408 observações eram referentes a adiantamento de 13o cuja devolução é feita em uma

única prestação. Dessa forma, ao analisar a variável quantidade de prestações a frequência

de prestações igual a 1 �cava in�ada, fazendo com que as conclusões do estudo �cassem

tendenciosas. Sendo assim, foi tomada a decisão de excluir as observações referentes aos

adiantamentos de 13o. Portanto, existem 34.645 observações e 5 covariáveis, sendo elas:

modalidade (�xo ou variável), quantidade de prestações, valor concedido, sexo (feminino

ou masculino), idade. Além disso, serão considerados dois eventos de interesse nesse

estudo: tempo até ocorrer a inadimplência e tempo até a quitação.

3.2 Análise descritiva

Inicialmente, será feita uma análise exploratória do conjunto de dados que será

utilizado na modelagem do tempo até a ocorrência da inadimplência e na modelagem do

tempo até a quitação dos contratos de empréstimos, pois a análise descritiva possibilita

conhecer melhor os dados.
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Tabela 3.1: Quantidade de participantes que contrataram empréstimos de acordo com as

modalidades �xo e variável.
Modalidade Quantidade Percentual (%)

�xo 20.113 58,07

variável 14.521 41,93

Total 34.634 100

Existem duas modalidades de empréstimo, a �xa e a variável. Na modalidade

�xa, o empréstimo é realizado de acordo com a Tabela Price. E, na modalidade variável, a

taxa de juros é realizada de acordo com a Tabela Sac (Sistema de amortização Constante)

acrescida do Índice Nacional de Preços ao Consumidor (INPC). Dado que a taxa de juros

da modalidade variável é acrescida do INPC e a modalidade �xa tem a taxa de juros

composta somente pela taxa de juros da Tabela Price, a taxa de juro da Tabela Price é

maior. A vantagem da modalidade �xa em relação à variável é que a prestação da primeira

será constante, ou seja, será sempre o mesmo valor. E, a vantagem da modalidade variável

em relação à �xa é que o valor concedido será superior pelo fato da taxa ser inferior, logo

a margem de concessão será maior.

Tabela 3.2: Quantidade de participantes que contrataram empréstimos de acordo com o

sexo (masculino e feminino).
Sexo Quantidade Percentual (%)

Masculino 17.932 51,776

Feminino 16.702 48.224

Total 34.634 100

Tabela 3.3: Estatística descritiva para as variáveis: número de prestações, valor concedido

e idade.
Estatística Número de Valor Idade

Descritiva Prestações Concedido

máximo 72 150.192,00 101

mínimo 2 73,00 8

média 63,88 25.013,84 46

mediana 72 22.805,00 46,09

desvio padrão 16,25 16.726,76 13,05
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Figura 3.1: Boxplot das variáveis descritivas apresentadas na Tabela 3.3

A quantidade de prestações in�uencia nas taxas de juros. Dessa forma, foi

observado que as prestações 12, 24, 36, 48, 60 e 72 possui maior quantidade de contratos

que as outras quantidades, visto que essas quantidades de prestações são o limite para

cada taxa de juros. E, a idade dos indivíduos está variando de 8 a 101 anos. Isso ocorre

porque há pensionistas menores de idade, portanto existem responsáveis que respondem

por eles. E, quando se trata de participantes aposentados, observamos casos de idades

avançadas, como participantes com mais de 100 anos. Além disso, observamos nos grá�cos
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boxplot, na Figura 3.1, que é atípico os contratos terem mais que 42 prestações, o valor

concedido ser maior que R$ 85.000 e o contrato ser contraído por pessoas com menos de

18 anos ou mais de 74 anos.

Tabela 3.4: Quantidade de participantes que se encontraram na condição de regular (pa-

garam o empréstimo regularmente), que �caram inadimplente, ou quitaram o valor antes

do prazo acordado
Evento Quantidade Percentual (%)

Quitação 27.033 78,0533

Regular 4.457 12,8689

Inadimplência 3.144 9,0778

Total 34.634 100

O evento inadimplência refere-se às pessoas que atrasaram o pagamento das

prestações. O interesse é somente no primeiro atraso. E a quitação diz respeito às pessoas

que pagaram todo o valor do empréstimo antecipado, encerrando, assim, o contrato antes

do prazo acordado. Já o evento regular diz respeito aos indivíduos que pagaram as

parcelas regularmente, conforme acordado no contrato de empréstimo. O tempo até a

inadimplência e o tempo até a quitação são os eventos de interesse nesse estudo cujos

valores (em dias) serão de�nidas por T1 e T2, respectivamente. Note que ao considerar a

variável T1 os indivíduos regulares e aqueles que quitaram o empréstimo são considerados

censurados. Assim, a variável T1 apresentou 31.490 (90,92%) observações censuradas.

Analogamente, os indivíduos regulares e os inadimplentes são tratados como censura ao

considerar a variável T2. Neste caso, a variável T2 apresentou 7.601 (21.95%) observações

censuradas.

A função de sobrevivência dos dados, que é a probabilidade acumulada dos

clientes continuar pagando o empréstimo regularmente, ou seja, no primeiro caso, é a

probabilidade dos clientes não inadimplirem e no segundo caso é a probabilidade dos

clientes não quitarem, se comporta como na Figura 3.2. Note que ambas funções de

sobrevivência não atingem o valor zero. Isso ocorre devido ao grande número de censuras

observadas.
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Figura 3.2: Função de sobrevivência estimada do tempo até a inadimplência e função de

sobrevivência estimada do tempo até a quitação
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Capítulo 4

Resultados

4.1 Caracterização do problema dentro de um contexto

de riscos competitivos

A aplicação apresentada no Capítulo 3 pode ser abordada dentro de um con-

texto de risco competitivos. Note que a variável Y indicando o tempo até a falha (ou seja,

tempo até que ocorra o evento de interesse) está suscetível a dois eventos de interesse

mutuamente exclusivos: i) primeira inadimplência e ii) quitação da dívida. Esses dois

eventos competem entre si para ocasionar a falha.

De�nindo como T1 o tempo até a primeira inadimplência e T2 como o tempo

até a quitação, o que realmente é observado é a variável T , que representa o tempo até a

falha, e é descrita por T = min(T1, T2).

Considerando a abordagem latente de riscos competitivos apresentado na Seção

2.2.1, a variável resposta do indivíduo j da amostra pode ser representada pela terna (Tj,

δ1j , δ2j), em que Tj é o tempo de falha observado e δij é o indicador de censura, i=1,2

e j=1,2,....,n. Aqui, δ1j = 1 indica que o indivíduo j inadimpliu no tempo t e δ2j = 1

indica que o indivíduo j quitou a dívida no tempo t. Uma observação censurada (quando

o indivíduo pagou regularmente o empréstimo) é representada por δ1j = δ2j = 0.

Neste trabalho será considerado T1 e T2 independentes. Essa suposição é inte-

ressante pois torna o modelo identi�cável (Seção 2.2.1) e permite que as estimativas dos

parâmetros dos modelos associados a T1 e T2 possam ser obtidas separadamente por meio

da função de verossimilhança (2.73).

4.2 Ajuste do modelo paramétrico sem covariáveis

Como visto na seção anterior, os modelos do tempo até a ocorrência dos eventos

de inadimplência e quitação podem ser ajustados separadamente. Desta forma, a primeira

etapa busca modelar os dados com base em algum modelo paramétrico, desconsiderando

as covariáveis.
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Visto que existem várias formas que podem ser assumidas pelos grá�cos das

funções de risco das variáveis tempo até a quitação e tempo até a inadimplência, foram

plotados os grá�cos do tempo total em teste (curva TTT) para os tempos até a quitação

e para os tempos até a inadimplência, como pode ser observado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Curva TTT dos tempos até a inadimplência (painel da esquerda) e dos tempos

até a quitação (painel da direita)

A curva dos tempos até a inadimplência não assume uma forma explícita.

Porém, o grá�co indica que o modelo que se ajusta bem aos dados pode ter função de

risco crescente ou constante. Já a curva dos tempos até a quitação tem uma forma

unimodal. Com base nessas informações, a distribuição Weibull é uma possível candidata

ao modelo. No entanto, é importante lembrar que as censuras não são consideradas na

construção da curva TTT, o que pode induzir a erros na interpretação e de escolha do

modelo nos casos em que o número de censuras é grande. Por esta razão, este trabalho

também considerará como distribuições candidatas ao modelo as distribuições log-normal

e log-logística, que têm como principal característica representar dados com função de

risco unimodal.

Inicialmente, o interesse é analisar a função de sobrevivência dos dados, compa-

rando o resultado do estimador de Kaplan-Meier com três distribuições de probabilidade:

Weibull, log-normal e log-logística. Por meio dessa avaliação será possível escolher a dis-

tribuição que melhor se adeque aos dados. E, a veri�cação do ajuste global do modelo será

realizada utilizando os resíduos de Cox-Snell. Antes de fazer uma análise mais completa,

no momento não serão levados em consideração as covariáveis.

Os eventos foram classi�cados em inadimplência e censura. Portanto, para

comparar os quatro modelos propostos e escolher o mais adequado foram construídos dois
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grá�cos, um com a função de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier e a função de

sobrevivência dos modelos Weibull, log-normal e log-logística e o outro com os resíduos

de Cox-Snell. Ambos os grá�cos foram construídos para o tempo até a inadimplência e

para o tempo até a quitação.
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Figura 4.2: Função de sobrevivêcia estimada por Kaplan-Meier e pelos modelos paramé-

tricos Weibull, log-normal e log-logística para o tempo até a inadimplência (Painel da

esquerda) e função de sobrevivência dos resíduos de Cox-Snell desses três modelos (Painel

da direita).
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Figura 4.3: Função de sobrevivêcia estimada por Kaplan-Meier e pelos modelos paramétri-

cos Weibull, log-Normal e log-logística para o tempo até a quitação (Painel da esquerda) e

função de sobrevivência dos resíduos de Cox-Snell desses três modelos (Painel da direita).

Observando o grá�co da Função de sobrevivência estimada apresentada pela
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Figura 4.2 as três distribuições apresentaram um ajuste parecido e �caram próximas da

curva de Kaplan-Meier. Com relação ao grá�co de resíduos de Cox-Snell, as três distri-

buições também �caram próximas da distribuição exponencial padrão, porém essa proxi-

midade foi maior na distribuição log-logística. Por esse motivo, optamos por escolher a

distribuição log-logística para descrever o tempo até a inadimplência. Um comportamento

similar foi observado para o evento quitação. Os três modelos considerados apresentaram

bons ajustes aos dados e, novamente, optamos pela distribuição log-logística para repre-

sentar o tempo até a quitação, pois a mesma aparenta ter apresentado um melhor ajuste

(Figura 4.3).

4.2.1 Parâmetro de Força-Estresse

Uma quantidade de interesse na área de modelagem de risco é a probabilidade

do cliente inadimplir antes de quitar a dívida, R = P (T1 < T2), em que T1 é o tempo até

a primeira inadimplência e T2 é o tempo até a quitação do contrato. Essa probabilidade

é conhecida na literatura de con�abilidade como parâmetro de força-estresse e pode ser

considerado como um escore de risco de inadimplência.

Em muitas situações, o cálculo do escore de risco R = P (T1 < T2) não pode ser

obtido analiticamente, no entanto, o seu valor numérico pode ser facilmente obtido por

meio de técnicas de simulação estocástica. O algoritmo abaixo descreve os passos para

calcular o valor de R:

1. Passo 1. Gerar uma amostra de tamanho M da variável aleatória T1;

2. Passo 2. Gerar uma amostra de tamanho M da variável aleatória T2;

3. Passo 3. O valor de R será a frequência relativa do número de vezes (dentre os M

valores gerados de cada variável aleatória) em que T1 é menor do que T2.

Tabela 4.1: Probabilidade de inadimplência (R), estimada pelos modelos de Weibull,

log-normal e log-logístico sem covariáves
Weibull log-normal log-logística empírico*

R 0,09828 0,10149 0,10119 0,090778

* percentual de mal pagadores observado na amostra.

Os valores da probabilidade de inadimplência estimados pelos três modelos

foram similares e �cou muito próximo da probabilidade de inadimplência empírica obser-

vada na amostra. A probabilidade empírica foi aqui de�nida como a razão entre o número

de observações não censuradas e o tamanho da amostra. Nota-se que as estimativas do

parâmetro R foram ligeiramente maiores do que o percentual empírico. De fato, esse

comportamento já era esperado, pois o percentual empírico ignora as censuras nos dados

e, portanto, subestima a verdadeira proporção de inadimplentes na população.
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4.3 Ajuste do modelo paramétrico com covariáveis

Após a análise dos dados pelos modelos sem covariáveis, agora o estudo seguirá

com a construção do modelo com covariáveis. As estimativas dos parâmetros do modelo

de regressão com covariáveis encontram-se nas Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4.

Tabela 4.2: Resultado do ajuste do modelo de regressão Weibull com todas as covariáveis

para os dados do tempo até a inadimplência e para os dados do tempo até a quitação do

contrato .
Inadimplência Quitação

Covariável Coe�ciente valor-p Coe�ciente valor-p

(Erro Padrão) (Erro Padrão)

intercepto β0 = 7,45 (0,280) <0,01 β0 = 3,704 (0,0600) 0,00

modalidade �xo β1 = 0 β1 = 0

modalidade variável β1 = -0,43 (0,051) <0,01 β1 = 0,005 (0,0100) 0,67

sexo masculino β2 = 0 β2 = 0

sexo feminino β2 = -0,03 (0,051) 0,48 β2 = -0,076 (0,0100) <0,01

prestações β3 = -0,02 (0,002) <0,01 β3 = -0,003 (0,0005) <0,01

log(valor) β4 = -0,40 (0,028) 0,15 β4 = 0,010 (0,0060) 0,02

idade β5 = 0,020 (0,002) <0,01 β5 = -0,006 (0,0005) <0,01

γ 0,709 <0,01 1,043 <0,01

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
9

1.
0

Resíduos de Cox−Snell para o tempo até a inadimplência

Resíduos de Cox−Snell

S
ob

re
vi

vê
nc

ia
 e

st
im

ad
a

___  Kaplan−Meier
___  Exponencial Padrão

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Resíduos de Cox−Snell para o tempo até a quitação

Resíduos de Cox−Snell

S
ob

re
vi

vê
nc

ia
 e

st
im

ad
a

___  Kaplan−Meier
___  Exponencial Padrão

Figura 4.4: Função de sobrevivência dos resíduos de Cox-Snell do modelo Weibull para o

tempo até a inadimplência (Painel da esquerda) e Função de sobrevivência dos resíduos

de Cox-Snell do modelo Weibull para o tempo até a quitação (Painel da direita).
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Tabela 4.3: Resultado do ajuste do modelo de regressão log-normal com todas as covariá-

veis para os dados do tempo até a inadimplência e para os dados do tempo até a quitação

do contrato .
Inadimplência Quitação

Covariável Coe�ciente valor-p Coe�ciente valor-p

(Erro Padrão) (Erro Padrão)

intercepto β0 = 7,482 (0,270) <0,01 β0 = 2,47 (0,0569) 0,00

modalidade �xo β1 = 0 β1 = 0

modalidade variável β1 = -0,419 (0,052) <0,01 β1 = 0,025 (0,0122) 0,0398

sexo masculino β2 = 0 β2 = 0

sexo feminino β2 = -0,074 (0,052) 0,15 β2 = -0,096 (0,0119) <0,01

prestações β3 = -0,020 (0,002) <0,01 β3 = -0,003 (0,0004) <0,01

log(valor) β4 = -0,039 (0,028) 0,17 β4 = 0,100 (0,0065) <0,01

idade β5 = 0,022 (0,002) <0,01 β5 = -0,008 (0,0004) <0,01

σ 2,7 0,00 1,06 <0,01
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Figura 4.5: Função de sobrevivência dos resíduos de Cox-Snell do modelo log-normal para

o tempo até a inadimplência (Painel da esquerda) e função de sobrevivência dos resíduos

de Cox-Snell do modelo log-normal para o tempo até a quitação (Painel da direita).
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Tabela 4.4: Resultado do ajuste do modelo de regressão log-logística com todas as co-

variáveis para os dados do tempo até a inadimplência e para os dados do tempo até a

quitação do contrato.
Inadimplência Quitação

Covariável Coe�ciente valor-p Coe�ciente valor-p

(Erro Padrão) (Erro Padrão)

intercepto β0 = 7,187 (0,279) <0,01 β0 = 2,468 (0,0569) 0,00

modalidade �xo β1 = 0 β1 = 0

modalidade variável β1 = -0,433 (0,052) <0,01 β1 = 0,021 (0,0125) 0,09

sexo masculino β2 = 0 β2 = 0

sexo feminino β2 = -0,045 (0,051) 0,38 β2 = -0,107 (0,0122) <0,01

prestações β3 = -0,023 (0,002) <0,01 β3 = -0,005 (0,0004) <0,01

log(valor) β4 = -0,044 (0,029) 0,13 β4 = 0,115 (0,0068) <0,01

idade β5 = 0,023 (0,002) <0,01 β5 = -0,010 (0,0004) <0,01

γ 0,746 <0,01 1,604 <0,01
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Figura 4.6: Função de sobrevivência dos resíduos de Cox-Snell do modelo log-logística

para o tempo até a inadimplência (Painel da esquerda) e função de sobrevivência dos

resíduos de Cox-Snell do modelo log-logística para o tempo até a quitação (Painel da

direita).

Observando o comportamento do resíduo de Cox-Snell dos três modelos regres-

são considerados (Figuras 4.4, 4.5 e 4.6), podemos considerar que o modelo log-logístico

foi o que melhor se ajustou aos dados.

Assim, tome como exemplo um cliente que tenha contraído o empréstimo na
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modalidade variável, que seja do sexo masculino, dividiu o pagamento em 72 prestações,

que o valor tenha sido de R$50.000 e que tenha 59 anos de idade (este é o per�l de um

cliente inadimplente observado na amostra). Segundo o modelo de regressão log-logístico,

a distribuição do tempo até a inadimplência (T1) desse cliente é dada por T1 ∼ log-logística

(α1, γ1) e a distribuição do tempo até a quitação (T2) é dada por T2 ∼ log-logística (α2,

γ2), em que (Tabela 4.4)

α̂1 = exp(7, 187− 0, 433 + 0− 72 ∗ 0, 023− log(50000) ∗ 0, 044 + 59 ∗ 0, 023) = 395, 02,

α̂2 = exp(2, 467 + 0, 021 + 0− 72 ∗ 0, 005 + log(50000) ∗ 0, 115− 59 ∗ 0, 010) = 16, 16,

γ̂1 = 0, 746 e γ̂2 = 1, 604.

4.3.1 Escore de Risco e classi�cação dos clientes

Ao ajustar os modelos de regressão para as variáveis T1: tempo até a primeira

inadimplência e T2: tempo até a quitação do contrato, é possível calcular o parâmetro de

força estresse, R=P (T1<T2).

Como visto na Seção 4.2.1, o valor de R pode ser visto como um escore de risco

de inadimplência desse cliente. Assim, ajustado o modelo, é possível calcular o escore de

risco R para um cliente qualquer que tem um conjunto de covariáveis x e, com base nesse

escore, veri�car se o mesmo é classi�cado como um indivíduo de baixo ou alto risco (de

inadimplência).

O ponto de corte para a classi�cação de um cliente a partir de seu escore de

risco pode ser de�nido como a proporção empírica de inadimplentes observado na amostra.

Neste trabalho foi observado que 9,078% clientes inadimpliram (Tabela 4.1).

Desta forma, uma regra de classi�cação de um cliente pode ser dada por:

Regra de Classi�cação de um cliente segundo escore de risco R

Classi�car o cliente como baixo risco se R < 0,09078

ou

Classi�car o cliente como alto risco se R ≥ 0,09078

Tomando como exemplo o cliente que tenha contraído o empréstimo na mo-

dalidade variável, que seja do sexo masculino, dividiu o pagamento em 72 prestações,

que o valor tenha sido de R$50.000 e que tenha 59 anos de idade (este é o per�l de

um cliente inadimplente observado na amostra), vimos na seção anterior que T1 ∼ log-

logística(395,02;0,746) e T2 ∼ log-logística(16,16; 1,604). Desta forma, este cliente apre-

senta um escore de risco igual a R = P (T1 < T2) = 0,106 > 0,09078 e , portanto, esse

cliente será classi�cado como um cliente de alto risco de inadimplência.

Para que seja possível visualizar os dados de previsão de inadimplência com-

parado aos dados reais coletados para esse estudo é necessário exibir esses valores em uma
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matriz denominada de matriz de classi�cação ou matriz de confundimento (Tabela 4.5):

Tabela 4.5: Matriz de classi�cação para os valores reais e preditivos de inadimplência.
Predito pelo modelo

Baixo risco de Alto risco de

real inadimplência inadimplência

adimplente verdadeiro negativo (VF) falso positivo (FP)

inadimplente falso negativo (FN) verdadeiro positivo (VP)

A partir dos resultados da Tabela 4.5 é possível obter uma série de métricas de

desempenho do modelo ajustado, tais como sensibilidade, especi�cidade, valores preditivos

positivos, valores preditivos negativos e capacidade total de acertos. Essas métricas são

de�nidas abaixo:

Sensibilidade (S): proporção de maus pagadores, classi�cados corretamente

pelo modelo. Ou seja, é a probabilidade de um indivíduo ser classi�cado como mau

pagador dado que realmente é mau pagador (Silva, 2008). A sensibilidade é de�nida por:

S =
V P

V P + FN
. (4.1)

Especi�cidade (E): proporção de bons pagadores, classi�cados corretamente

pelo modelo. Ou seja, é a probabilidade de um indivíduo ser classi�cado como bom

pagador dado que realmente é bom pagador (Silva, 2008). A especi�cidade é de�nida por:

E =
V F

V F + FP
. (4.2)

Valores Preditivos Positivos (VPP):proporção de maus pagadores dado

que o modelo assim os identi�cou (Silva, 2008). O valor preditivo positivo é de�nido por

V PP =
V P

V P + FP
. (4.3)

Valores Preditivo Negativo (VPN): proporção de bons pagadores dado

que o modelo assim os identi�cou (Silva, 2008). O valor preditivo negativo é de�nido por:

V PN =
V F

V F + FN
. (4.4)

Total de Acertos (TA): proporção de acertos de um modelo de�nido por

Silva, 2008:

TA =
V P + V F

V P + FP + V F + FN
. (4.5)

Cada um dos indivíduos da amostra teve o seu escore de risco (R) calculado

segundo o modelo de regressão log-logístico. Esses indivíduos foram classi�cados como
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baixo risco de inadimplência se R<0,09078 ou como alto risco de inadimplência se R ≥
0,09078. O resultado da classi�cação desses clientes é apresentada na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Matriz de classi�cação para os valores reais e preditivos de inadimplência.
Predito pelo modelo

Baixo risco de Alto risco de

real inadimplência inadimplência

adimplente 13.256 (VF) 18.234 (FP)

inadimplente 881 (FN) 2.263 (VP)

De acordo com a Tabela 4.5, a regra de classi�cação baseada no escore de

risco do modelo log-logístico apresentou os seguintes resultados: sensibilidade = 0,72;

especi�cidade = 0,42; valores preditivos positivos = 0,11; valores preditivos negativos =

0,94 e; proporção de acertos =0,45.

Note que, apesar da proporção de acertos do modelo ser baixa (TA=45%), é

importante destacar que o valor preditivo negativo é alto (VPN=94%). Isso signi�ca que

o modelo é útil para identi�car os bons clientes. Note que, a probabilidade de que um

cliente classi�cado como baixo risco vir a inadimplir é de apenas 6%.

Ademais, essas métricas foram obtidas adotando-se a proporção de inadim-

plentes empírica como ponto de corte de classi�cação. De fato, outros pontos de corte

podem ser de�nidos visando o controle de alguma das métricas de�nidas.
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Neste trabalho, a inadimplência de clientes que realizam um empréstimo foi

modelada por meio de um modelo de regressão considerando duas causas de falha: 1. Pri-

meira Inadimplência do cliente e; 2. Quitação da dívida. Neste trabalho foi de�nido como

T1 o tempo até a primeira inadimplência e T2 o tempo até a quitação da dívida. Apesar de

apenas um tempo (o mínimo deles) ser observado, os parâmetros das distribuições podem

ser estimados por meio da abordagem latente em riscos competitivos.

Este trabalho também propôs um escore de risco de inadimplência, de�nido

como a probabilidade de um cliente inadimplir antes de quitar a dívida. Esse escore,

denotado por R, é de�nido como R = P (T1 < T2), que também é conhecido na literatura

como parâmetro de Força-Stress.

A metodologia proposta foi aplicada a um conjunto de dados reais sobre par-

ticipantes da FUNCEF que realizaram um empréstimo no fundo de pensão. A análise

considerou os modelos de regressão Weibull, log-normal e log-logística como possíveis mo-

delos para representar o tempo até a inadimplência e quitação. Desses três modelos, o

que apresentou o melhor ajuste foi o log-logístico e o mesmo foi adotado para o calculo

do escore de risco das observações da amostra.

Os resultados mostraram que a classi�cação dos clientes pelo escore de risco

baseado no modelo log-logístico apresenta uma baixa taxa de Falsos Negativos. Essa é

uma característica interessante para a instituição �nanceira, pois o modelo é útil para

identi�car os "bons pagadores".
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