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Resumo

Neste trabalho é proposto um modelo de regressao com fracao de cura para dados grupados
utilizando a distribuicao Weibull, que pode ser usada para modelar dados de sobrevivéncia
quando a func¢ao de risco tem formas: constante, monotonicamente crescente ou mono-
tonicamente decrescente. O modelo de regressao proposto ¢ indicado para casos em que
h& no estudo, individuos que nao apresentam a possibilidade de ocorréncia do evento de
interesse, indicando a presenca de individuos curados no estudo. E também em situacoes
em que observa-se um nimero excessivo de observagoes empatadas, para corrigir esses
empates os dados sao grupados em intervalos, ou quando a varidvel resposta é observada
em intervalos de tempo, sendo esses intervalos iguais para todas as unidades amostrais.
Dessa forma, os dados grupados sao um caso particular de dados de censura intervalar.
Um conjunto de dados reais foi utilizado para ilustracao do modelo proposto. As estima-
tivas dos parametros do modelo foram obtidas pelo método de maxima verossimilhanca.
Para detectar possiveis observagoes influentes foi realizada uma andlise de sensibilidade
no modelo proposto. Toda a analise foi desenvolvida no software R.

Palavras-chave: Modelos de regressao; Distribuicao log Weibull; Dados de sobrevivéncia

grupados; Fragao de cura; Anéalise de sensibilidade.
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Abstract

In this work we propose a regression model with a cure fraction for grouped data using the
Weibull distribution, which can be used to model survival data when the risk function is
constant, monotonically increasing or monotonically decreasing. The proposed regression
model is indicated for cases in which there are individuals who do not present the possibi-
lity of occurrence of the event of interest, indicating the presence of individuals cured in
the study. Also, in situations where an excessive number of ties observations is observed,
the data are grouped in intervals to correct these draws, or when the response variable is
observed in time intervals, these intervals being equal for all sample units. In this way,
grouped data is a particular case of interval censored data. A set of real data was used to
illustrate the proposed model. The estimates of the model parameters were obtained by
the maximum likelihood method. In order to detect possible influential observations, a
sensitivity analysis was performed in the proposed model. All the analysis was developed
in software R.

Keywords: Regression models; log Weibull distribution; Grouped survival data; Fraction

of cure; Sensitivity analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A anélise de sobrevivéncia é uma area da estatistica com elevada importancia em
aplicagoes na biologia, engenharia, medicina, entre outros, pois a variavel resposta, nesse
tipo de estudo, geralmente é, o tempo decorrido até que ocorra um evento de interesse.
Por exemplo, na medicina, esse tempo, chamado de tempo de falha, pode ser o tempo até
a morte do paciente ou até a cura de uma doencga. Na engenharia, pode ser o tempo até
a quebra de um equipamento. Enquanto que na &area financeira, o tempo de falha pode
ser o tempo que uma pessoa leva para se tornar inadimplente, entre outros. Ressalta-se
ainda que, os engenheiros denominam esta area como anélise de confiabilidade (Colosimo
e Giolo, 2006).

A principal caracteristica dos dados de sobrevivéncia é a presenca de observacoes
incompletas ou parciais, denominadas censuras. A ocorréncia dessas observagoes tem
diversos motivos, por exemplo, quando o acompanhamento do individuo foi interrompido
por causa aleatoria ao estudo, o estudo terminou e o individuo nao apresentou o evento de
interesse, ou quando se sabe que o evento de interesse ocorreu em um intervalo de tempo,
mas nao se sabe o tempo exato. Dessa forma, os mecanismos de censura sao, censura a
direita, & esquerda e intervalar.

A censura intervalar é o tipo mais geral de censura e se caracteriza quando sabe-se
somente que o evento de interesse ocorreu em um determinado intervalo de tempo, mas
nao se sabe o tempo exato de ocorréncia da falha. Isso ocorre em estudos em que os
individuos sao acompanhados em visitas periédicas e é conhecido somente que a falha
ocorreu em um certo intervalo de tempo, mas nao seu tempo exato.

Um caso particular de dados de censura intervalar sao os dados grupados. Essa situ-
acao particular acontece quando todas as unidades amostrais sao avaliadas nos mesmos
instantes (Colosimo e Giolo, 2006). Varias abordagens ja foram propostas para esse tipo
de dados. Um estudo sobre o modelo de regressao log-Burr XII para dados grupados foi
realizado por Hashimoto et al. (2012) e um modelo de regressao log-Beta Burr III para
dados grupados foi proposto por Resende (2017).

Além disso, nos estudos de sobrevivéncia, geralmente, a probabilidade de sobrevivén-

17



18 CAPITULO 1. INTRODUCAO

cia diminui conforme o tempo aumenta, isto é, a probabilidade tende a zero quando o
tempo tende a ser muito grande. Por outro lado, quando essa caracteristica nao ocorre é
indicativo da presenca de individuos curados, ou seja, sao individuos nao suscetiveis ao
evento de interesse ou individuos que nunca irao falhar. Nesse contexto, os modelos com
fracao de cura sao indicados para esses casos.

Outro ponto que estd associado ao tempo de falha é a presenca de covaridveis, ou
seja, caracteristicas dos individuos em estudo, podem influenciar no tempo de sobrevivén-
cia. Sendo assim, o efeito dessas covariaveis deve ser incorporado na anélise estatistica
utilizando um modelo de regressao.

Assim, o objetivo deste estudo é formular um modelo de regressao com fracao de
cura para dados grupados e entao, investigar se os resultados obtidos, a partir do modelo
ajustado, sao resistentes a pequenas perturbacoes. Essa etapa é chamada de analise de
sensibilidade e pode ser obtida utilizando as metodologias de Influéncia Global e Local.

Dessa forma, o presente trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2
é apresentada uma revisao bibliografica de conceitos importantes em anéalise de sobrevi-
véncia, na Secao 2.2.1 é apresentada a distribuicao de probabilidade Weibull e na Se¢ao
2.2.2 é apresentada a distribui¢ao de probabilidade log Weibull e o modelo de regressao
log Weibull é apresentado na Secao 2.2.3. No Capitulo 3 é proposto o modelo de regres-
sao log Weibull com fracao de cura para dados grupados e é apresentada sua funcao de
méaxima verossimilhanca. No Capitulo 4 é apresentada uma andlise do banco de dados
de suplementacdo de Vitamina A (Barreto et al., 1994), na Secdo 4.2 sdo apresentadas
as estimativas para o modelo log Weibull com fracao de cura para dados grupados para
o conjunto de dados de Vitamina A, na Secao 4.3 sao apresentadas as estimativas para o
modelo considerando a inclusao de covaridveis e na Secao 4.4 é apresentada a analise de
sensibilidade. E por fim, no Capitulo 5 sao apresentadas as consideracoes finais sobre o
trabalho.



Capitulo 2
Revisao de Literatura

Nesse capitulo sao apresentados conceitos basicos de analise de sobrevivéncia, distri-
buicoes de probabilidade, introducao aos modelos de sobrevivéncia com fragao de cura,

de forma a compor um embasamento teérico para a compreensao do trabalho.

2.1 Conceitos Basicos em Analise de Sobrevivéncia

Em andlise de sobrevivéncia, a variavel resposta ¢, usualmente, o tempo até a ocor-
réncia de um evento de interesse (Colosimo e Giolo, 2006). O tempo até a ocorréncia de
um evento de interesse é denominado tempo de falha, podendo ser o tempo até a morte
do individuo devido a uma doenca, por exemplo. Para definir o tempo de falha é preciso
fixar o tempo de inicio do estudo, a escala de medida a ser utilizada e estabelecer o evento
de interesse, que frequentemente é indesejavel e conhecido como falha.

A principal caracteristica de dados de sobrevivéncia é a observagao parcial da res-
posta, denominada censura. Esse tipo de observacao pode ocorrer por diversos motivos.
Por exemplo, a perda de acompanhamento do paciente no decorrer do estudo por causa
diferente ao evento de interesse. Ressalta-se que mesmo incompletas, essas observacés sao
de extrema importancia na analise estatistica. E a presenca de censura que diferencia a
andlise de sobrevivéncia ou andlise de confiabilidade de técnicas classicas como anélise de
regressao e planejamento de experimentos (Colosimo e Giolo, 2006).

Os mecanismos de censura diferenciam-se da seguinte forma: censura a direita, censura
a esquerda e a censura intervalar. Quando o evento de interesse ja ocorreu antes do inicio
do estudo, temos a censura a esquerda. A censura intervalar é observada quando o evento
de interesse ocorre em um intervalo conhecido de tempo, isto ¢, T" € (L,U], porém o
tempo exato de ocorréncia do evento é desconhecido. A censura a direita caracteriza-
se pela ocorréncia do evento de interesse estar a direita do tempo de estudo, ou seja, o
evento de interesse ocorre apoés finalizado o tempo de estudo. Esse mecanismo de censura
é subdividido em trés tipos: censura & direita do tipo I, censura & direita do tipo II e

censura a direita aleatoria.
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20 CAPITULO 2. REVISAO DE LITERATURA

Por exemplo, em estudos com dados com censura intervalar, em que os pacientes
sao acompanhados em visitas a cada dois anos e é conhecido somente que os pacientes
apresentaram os sintomas em uma dessas visitas, ou seja, nao se sabe o tempo exato em
que ocorreu o evento de interesse, mas é conhecido que ocorreu no intervalo de tempo de
dois anos.

A censura intervalar tem como casos especiais as censuras a direita, a esquerda e os
tempos exatos de falha (Lindsey e Ryan, 1998). Quando L = U tem-se os tempos exatos
de falha, quando U = oo tem-se o caso da censura a direita e para L = 0 tem-se o caso
da censura a esquerda (Colosimo e Giolo, 2006).

Nos dados de sobrevivéncia grupados, que sao um caso particular de censura intervalar,
os estudos sao conduzidos de modo que todas as unidades amostrais sao avaliadas ao
mesmo tempo. Esses dados sao caracterizados por um nimero excessivo de empates, ou
seja, os tempos de vida aparecem repetidas vezes.

Ao analisar o conjunto de dados, se for detectado um nimero excessivo de empates,
além da presenca de censura, os tempos observados sao grupados em um certo niimero de
intervalos com a finalidade de eliminar os empates e considerar os intervalos como tempos
de vida discreto de modo que as técnicas de anélise de sobrevivéncia discreto possam ser
utilizadas (Hashimoto, 2008). O ntimero de intervalos no qual os tempos observados sao
grupados ¢ impreciso. De acordo com Bolfarine et al. (1991) a metodologia de dados
grupados se baseia na tabela de vida, sendo assim, o ntimero de intervalos é arbitrério,
considerando que em cada intervalo haja pelo menos uma falha.

Devido & presenca de censura, os dados de sobrevivéncia para o individuo i(i =
1,...,n) sob estudo sdo representados, em geral, pelo par (t;,d;), sendo t; o tempo de

falha ou de censura e ¢; a varidvel indicadora de falha ou censura, isto é,

5 — 1 se t; & um tempo de falha

0 se t; éum tempo censurado.

Na presenca de covariaveis medidas no i-ésimo individuo, tais como, x; = (sexo;, idade;,
tratamento; ), dentre outras, os dados ficam representados por (t;,d;,%;). No caso parti-
cular de dados de sobrevivéncia intervalar tem-se, ainda, a representacao (;, u;, 0;,%;) em
que [; e u; sao, respectivamente, os limites inferior e superior do intervalo observado para

0 i-ésimo individuo (Colosimo e Giolo, 2006).

2.1.1 Distribuicoes do Tempo de Sobrevivéncia

O tempo de falha ou tempo de sobrevivéncia, representado pela variavel aleatoria nao
negativa 7', usualmente continua, pode ser especificado pela sua fungdo de densidade,
fungao de distribuicao, fungao de sobrevivéncia e por sua funcao de taxa de falha (ou

risco).
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A fungao de densidade de probabilidade f(t) é definida como o limite da probabilidade
de um individuo vir a falhar no intervalo de tempo [t,t 4 d§t) por unidade de tempo e é

expressa por:

Pt <T <t+At)
At—0 At

A funcao de distribuicao acumulada é definida como a probabilidade de uma observa-

¢ao nao sobreviver ao tempo t, isto é:

F(t)=P(T <t)= /Ot f(u)du.

Uma vez que se possui a funcao de distribuicao acumulada é possivel obter a funcao

de sobrevivéncia pela seguinte relacao entre elas:
S(t)=1- F(t). (2.1)

A funcgdo de sobrevivéncia é definida como sendo a probabilidade de um individuo
sobreviver, ou seja, nao falhar, até um certo tempo t. Essa é uma das principais funcoes
probabilisticas utilizadas em estudos com dados de sobrevivéncia.

Em termos probabilisticos, a fun¢ao de sobrevivéncia, S(t), é representada por:

S(t) = P(T > t) = /too f(x)dz,

e tem as seguintes propriedades: S(t) = 1 quando t =0 e S(t) = 0 quando t — oc.

A fungao de risco ou funcao taxa de falha, h(t), é outra fun¢do muito importante em
andlise de dados de sobrevivéncia. Essa funcao é muito util para descrever a distribuicao
do tempo de vida de pacientes. A funcao de taxa de falha mostra o risco de um individuo
falhar no tempo t + At, com ¢t — 0, dado que esse mesmo individuo sobreviveu ao tempo

t, e é definida por:

Pt <T <t+ AT >t)
At—0 At

A funcao taxa de falha também pode ser expressa em termos das funcoes de densidade

e de sobrevivéncia pela relacao:

ft
h(t) = % (2.2)
Outra funcao tutil em andlise de dados de sobrevivéncia é a fungao de taxa de falha
acumulada ou de risco acumulado. Essa funcao fornece a taxa de falha acumulada do
individuo, ou seja, é a soma de todos os riscos em todos os tempos até o tempo t e é

definida por:
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H(t) = /0 Ch(t)dt = —log(S(1).

A fungao de taxa de falha acumulada, H(t), ndo tem uma interpretagao direta, mas
pode ser 1til na avaliagdo da fungao de risco, h(t), e pode apresentar véarias formas como

ilustra a Figura 2.1:

e Reta Diagonal (A) = uma funcao de risco constante é indicada.

e Curva Convexa (B) ou Concava (C) = uma func¢ao de risco monotonicamente

crescente ou decrescente, respectivamente, é indicada.
e Curva Convexa e depois Concava (D) = uma fungao de risco unimodal é indicada.

e Curva Concava e depois Convexa (E) = uma fungao de risco em forma de banheira

ou U é indicada.

Figura 2.1: Formas que a funcao de taxa de falha pode assumir.

2.1.2 Estimador de Kaplan-Meier

O estimador de Kaplan-Meier, conhecido também como estimador limite-produto ¢ um
estimador nao-paramétrico proposto por Kaplan e Meier (1958) para estimar a fungio de
sobrevivéncia na presenca de observacoes censuradas na amostra. Na construcao desse
estimador, a quantidade de intervalos de tempo a ser considerado sao quantos forem o
ntmero total de falhas distintas.

Considere que:

o 1] <ty < .. <t 08k tempos distintos e ordenados de falha,
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e d; o nimero de falhasem ¢;,7 =1,...,k, e

e n; o nimero de individuos sob risco em ¢;, ou seja, os individuos que nao falharam

e nao foram censurados até o instante imediatamente anterior a ¢;.

O estimador de Kaplan-Meier é definido como:

o1 (54)- 1L (-2)

n
jiti<t J Jit;<t J

As principais propriedades do estimador de Kaplan-Meier sao basicamente as seguintes
(Colosimo e Giolo, 2006):

e ¢ nao viciado para amostras grandes,
e ¢ fracamente consistente,
e converge assintoticamente para um processo gaussiano e

e ¢ estimador de maxima verossimilhanca de S(?).

2.1.3 Fracao de Cura

Em estudos na area de analise de sobrevivéncia, considera-se que os individuos sao
suscetiveis ao evento de interesse. Dessa forma, ocorrera a falha para os individuos que
experimentarao o evento de interesse delimitado no estudo, ou em algum momento ocor-
rerd a censura para alguns deles.

Segundo Fachini et al. (2013), ha situacoes que o evento de interesse (falha) nao ocor-
rerd para uma proporcao de individuos. Esses individuos sao conhecidos como curados ou
nao-suscetiveis. Dessa forma, em pesquisas em que o interesse é investigar a recorréncia de
doencas em individuos, muitos individuos nunca irdao experimentar o evento de interesse,
pois existe uma fracao de individuos curados no estudo.

Na base de dados os individuos nao suscetiveis, definidos como curados, se apresentam
como observacoes censuradas, visto que nao houve falha, ou seja, o evento de interesse
nao foi observado.

A presenca de individuos nao suscetiveis, em um conjunto de dados, pode ser verifi-
cada por meio de um gréfico da fungao de sobrevivéncia empirica estimada pelo método
de Kaplan-Meier. De acordo com Fachini et al. (2013), verifica-se no grafico da funcao
de sobrevivéncia o comportamento da cauda direita e caso ela se apresente em um nivel
constante acima de zero por um periodo de tempo, conclui-se que ha evidéncias de indi-
viduos curados. Dessa forma, a funcao de sobrevivéncia é considerada impropria quando

a medida que o tempo aumenta a funcao nao converge para zero.



24 CAPITULO 2. REVISAO DE LITERATURA

Segundo Berkson e Gage (1952), quando existe individuos ndo suscetiveis no estudo
necessita-se reescrever a funcao de sobrevivéncia como uma funcao de sobrevivéncia popu-
lacional. Essa funcao é construida na forma de mistura, isto ¢, dividem-se as observacoes
em duas partes: individuos curados com probabilidade (1 — ¢) e individuos suscetiveis
ao evento de interesse com probabilidade ¢. A funcao de sobrevivéncia populacional em

forma de mistura é representada por:

Spoplt) = (1— 9) + 65(1), (2.3)

em que ¢ € (0,1) e S(t) é a fungao de sobrevivéncia propria associada a qualquer distri-
buicao de probabilidade.

As propriedades da funcao sao:

lim Sy (t) = (1 = )

t—o00

lim Syp(t) = 1.

Assim, a funcao densidade populacional e a funcao de risco populacional associadas a

(2.3) sao, respectivamente, representadas por:
foon(t) = 0 f (1)
of(t)
(1—=¢)+oS(t)’

em que f(t) é a fungao densidade de probabilidade propria, ou seja, é a fungao densi-

hpr)p(t) =

dade de probabilidade dos individuos suscetiveis.

2.1.4 Inferéncia

O método de maxima verossimilhanca é um método indicado para estudos de tempo de
vida. Ele é capaz de incorporar as censuras no seu processo de estimacao, ou seja, a fungao
de verossimilhanca leva em conta a contribuicao dos individuos que foram censurados e
os individuos que falharam.

Entao, considere tq,...,t, uma amostra de observacoes aleatorias independentes de
tempos de sobrevivéncia da variavel aleatoria T' continua. Os dados consistem de n pares
observados (t1,01), ..., (tn,0n), em que t; é o tempo de sobrevivéncia ou censura e §; é a

variavel indicadora de falha ou censura, i = 1,2,... n:

5 _{ 1 se T; & tempo de falha;

0 se T; étempo de censura.
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Na funcao de verossimilhanca, a contribuicao de cada observacao nao-censurada é a
sua funcdo de densidade f(t) e a contribui¢do de cada observagao censurada a direita é
a sua funcao de sobrevivéncia S(t). Dessa forma, a fun¢ao de verossimilhanca pode ser
expressa também, em funcao da fungao de risco h(t) e da fungdo de sobrevivéncia S(t) e

é definida por:

n n

L(0) oc [ JLA (ks )P (S (t:, )1 = T [[(t:, 0)) [S (2, 0)). (2.4)

i=1 i=1

No caso de fragdo de cura a equagao (2.4) é expressa por:

L(@) X H[fpozo(tiv 9)]& [Spoz) (tia ‘9)] o )

em que O é o vetor de parametros desconhecidos, Sp.,(ti) € fpop(ti) sdo as funcoes de
sobrevivéncia e de densidade de probabilidade populacionais, respectivamente, para a
variavel aleatoria 7.

Por outro lado, para verificar a significancia estatistica do parametro ¢ pode-se utilizar
o teste da razao de verossimilhanga (T'RV') definido por Maller e Zhou (1996). As hipoteses

do teste sao definidas por:

Hoiqb:l
H,:p<1

Assim, a estatistica do teste da razao de verossimilhanca é escrita por:

TRV = 2[1(8.) — 1(8,)],

A~

em que [(0.) é o logaritmo da func¢ao de verossimilhan¢a do modelo com fragao de cura e
l (és) é o logaritmo da fungao de verossimilhanga do modelo sem fracao de cura.

Uma vez que se estd testando uma hipotese na fronteira do espago paramétrico do
parametro, a distribuicao da estatistica do teste sob Hy verdadeira nao é uma distribuicao
de qui-quadrado como é geralmente descrita. A distribuicao da estatistica do teste é uma
mistura 50-50 de uma variavel aleatoria qui-quadrado com um grau de liberdade e uma
variadvel aleatoria degenerada no ponto 0. Em outras palavras, a variavel aleatoria TRV
tem distribuicao dada por:

P(TRV <z) = %Jr%P(Ygx),xZO,em queY ~ 3. (2.5)

Se o valor obtido do célculo do TRV superar o valor tabelado da distribui¢ao (2.5),
rejeita-se a hipotese nula e conclui-se que o valor verdadeiro de ¢ encontra-se dentro do

espago paramétrico (0,1), ou seja, existe a presenga de imunes na amostra observada.
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Maiores detalhes encontram-se em Maller e Zhou (1996).

2.2 Modelos Paramétricos

Nesta secao serao apresentadas duas distribuicoes de probabilidade que se destacam
por sua comprovada adequacao quando se trata de descrever a variavel tempo até a falha,

na analise estatistica de dados de sobrevivéncia.

2.2.1 Distribuicao Weibull

Weibull (1939) propds originalmente essa distribuigao e também discutiu a sua ampla
aplicabilidade (Weibull, 1951, 1954) em estudos biomédicos e industriais. A popularidade
dessa distribuicao em aplicagoes praticas se deve ao fato dela apresentar uma grande
variedade de formas: a sua funcao de taxa de falha pode ser constante, monotonicamente
crescente ou monotonicamente decrescente (Colosimo e Giolo, 2006).

Entao, para uma variavel aleatoéria T' com distribuicao de Weibull, tem-se a funcao de

densidade de probabilidade dada por:

f(t) = L lexp {— (é)w} >0, (2.6)

o
em que v > 0 é o parametro de forma e a > 0 é o parametro de escala. O parametro «
tem a mesma unidade de medida de ¢ e v nao tem unidade de medida.

A funcao de sobrevivéncia para a distribuigao Weibull ¢ dada por:

S(t) = exp {— (é)v} ,t>0,a>0,7>0. (2.7)

Conforme descrito na secao 2.1.1, conhecendo a func¢ao distribuicao de probabilidade
de uma determinada distribuicao, pode-se encontrar a funcao de sobrevivéncia para essa
distribuicao, sendo verdadeira a reciproca. Dessa forma, utilizando a relacao apresentada

na equacao (2.1), a funcdo distribui¢ao de probabilidade da distribui¢ao Weibull é definida,

F(t) = 1 — exp {— (éﬂ >0,

Ao considerar as fungoes definidas nas equagoes (2.6) e (2.7) e as inserindo na equagao

por:

(2.2), define-se a funcao de risco da distribuicdo Weibull por:

h(t) = =07,

o
parat > 0, a ey > 0. Note que, quando v = 1, tem-se a distribuicao exponencial e, dessa

forma, a distribuicao exponencial ¢ um caso particular da distribuicao Weibull. Exemplos
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do comportamento das fungoes de densidade, de sobrevivéncia e de risco da distribuicao
Weibull para diferentes valores dos parametros (7, a), segundo Colosimo e Giolo (2006),

sao apresentados na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Forma tipica das funcdes de densidade de probabilidade, de sobrevivéncia e
de taxa de falha (risco) da distribui¢do Weibull para alguns valores dos parametros (7,
Q).

Pode-se observar pela Figura 2.2, que quando v > 1 a funcao de risco ¢ estritamente
crescente, quando v < 1 a funcao de risco é estritamente decrescente e quando v =1 a

funcao de risco é constante.

2.2.2 Distribuicao Log Weibull

Nesta secao sera apresentada a distribuicao log Weibull que é o enfoque deste trabalho.
Essa distribuicao ¢ também conhecida como distribuicao do Valor Extremo ou de Gumbel
e surge quando se aplica o logaritmo em uma varidvel aleatoria com distribuicao Weibull.

Seja T' uma variavel aleatoria com funcao de densidade Weibull definida na equacao
(2.6). Considerando-se a transformacio Y = log(T) e as seguintes reparametrizagoes
v =1/0 e a = exp{u}, entdo a variavel aleatoria Y tem distribui¢do log Weibull com

funcao densidade de probabilidade dada por:
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fly) = %eXp [(%) — exp (y - ”)} 7 (2.8)

emque ye u € Reo >0. Se uy =0e o0 =1 tem-se a distribuicio do Valor Ex-

tremo Padrao. Os parametros p e o sao denominados parametros de locacao e escala,
respectivamente.
As funcoes de sobrevivéncia e de taxa de falha da variavel aleatéria Y sao dadas,

respectivamente, por:

o

S(y) = exp {—exp (y_“)} —00 < y < 00

1 _
h(y) = —exp {y a
ag g

] ,—00 < Yy < 00,
em que 0 >0e —oo < p < o0.

Entao, com o objetivo de verificar os possiveis comportamentos da funcao densidade
de probabilidade, foi construido o grafico da fungao de densidade para a distribuicao
log Weibull, considerando diversos valores para seus parametros, u e o. Os graficos
encontram-se na Figura 2.3.

Nessa figura, verifica-se que a funcao de densidade de probabilidade da distribuicao

log Weibull pode acomodar dados simétricos.

1.2

0; 1,0)
0;0,4)
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1,5;1,0) N /N
15;04) S /

0.8 1.0
1

f(t)

Figura 2.3: Funcao densidade de probabilidade da distribuicao log Weibull para alguns
valores dos parametros (u, o).

Por outro lado, em anéilise de sobrevivéncia, muitas vezes é conveniente trabalhar
com o logaritmo dos tempos de vida observados, pois é uma forma de incluir o efeito
de covariaveis e assim, obter modelos de regressao. Esse fato é explorado no modelo de

regressao discutido na se¢ao seguinte.
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2.2.3 Modelo de Regressao Log Weibull

Na analise de dados de tempo de vida, muitos estudos envolvem a presenca de covaria-
veis que podem influenciar o tempo de sobrevivéncia. Por exemplo, o tipo de tratamento,
a idade, peso e o sexo de um paciente podem estar relacionados com o tempo de so-
brevivéncia. Dessa forma, essas covariaveis devem estar presentes na andlise estatistica
dos dados. Por isso, nesta secao serd considerado a classe de modelos locacao e escala,
em que o vetor x? = (1,xy,...,X,) de varidveis explicativas esta relacionado a resposta
Y =log(T') através da estrutura de regressao.

O modelo de regressao de locacao e escala pode ser escrito como o modelo log-linear:

Y=p+oZ, (2.9)

em que Z = (Y — p)/o é o erro aleatorio.

Ao assumir que hd uma relacao linear entre a variavel Y e o vetor de varidveis expli-
cativas x” = (1,x1, ..., X,), essa relagdo é introduzida no modelo através do parametro de
locacdo ao considerar a relacao pu = x73. Dessa forma, o modelo de locacdo e escala é
definido por:

Y =x'B+07, (2.10)

em que B = (B, B1,.-.,53,)" denota o vetor de coeficientes de regressio associado ao
vetor x de variaveis explicativas, ¢ > 0 é o parametro de escala e Z ¢é o erro aleatério com
fungao densidade expressa na equagao (2.11) que nao depende de x.

Assim, ao considerar que Y tem distribuicao Valor Extremo, a funcao densidade e a
fungao de sobrevivéncia associada ao modelo descrito em (2.9), sdo definidas, respectiva-

mente, por:

flylx) = %exp {(ﬂ) — exp <#)} ,—00 < Y < 00

g

S(y|x) = exp l— exp (@)} , —00 < y < 00.

A funcao densidade associada ao erro do modelo é dada por:

f(2) = exp[z — exp(2)], —00 < z < 0. (2.11)

2.3 Analise de Sensibilidade

Um modelo ajustado a um conjunto de dados deve representar de maneira satisfatoria

os dados observados, afim de evitar-se conclusoes indevidas. Dessa forma, é importante
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investigar se os resultados obtidos a partir do modelo proposto sao afetados quando se
realiza algum mecanismo de perturbacgao nas observacoes.

Entao, a analise de diagnostico deve consistir de métodos que avaliem o grau de sensi-
bilidade das inferéncias a pequenas perturbacoes nos dados ou mesmo no modelo proposto
(Fachini et al., 2013).

Nesse contexto, Cook (1977) propos a metodologia conhecida como Influéncia Global
ou delegao de casos. Essa metodologia avalia o impacto da retirada do ¢-ésimo individuo
nos resultados do modelo ajustado.

Uma outra metodologia sugerida por Cook (1986) é a Influéncia Local, que avalia a
influéncia das observacoes de forma conjunta, dando peso para as observacoes, ou seja,
sob pequenas perturbacoes no modelo.

Essas metodologias serao descritas com maiores detalhes a seguir.

2.3.1 Influéncia Global

Uma importante técnica para efetuar a andlise de sensibilidade é por meio da meto-
dologia de delecao de casos. O procedimento de delecao de casos é uma abordagem para
avaliar o efeito de retirar a i-ésima observacao do conjunto de dados. Dessa forma, é
possivel observar o quanto a delecao de um caso pode influenciar alguma propriedade do
modelo proposto, como as estimativas dos parametros e seus erros padrao.

Entao, seja é(i) o estimador de méaxima verossimilhanca de @ obtido a partir de [(;(8),
em que [;(@) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanca com a i-ésima observacao
deletada. Para avaliar a influéncia da i-ésima observacao nos estimadores compara-se a
diferenca entre é(i) e 6. Se a diferenca é(i) — 0 for relativamente grande, a observagao é
considerada influente. Dessa forma, deve ser dada maior atencao as observacgoes que se
enquadram nessa situacao.

Para avaliar o efeito da i-ésima observacao, duas medidas sao consideradas: a distancia
de Cook Generalizada e o Afastamento da Verossimilhanca.

A Distancia de Cook Generalizada é uma medida de Influéncia Global, definida como

a norma padronizada de é(i) — 0 eédada por:
GDi(6) = (0w — )" M (0 - 0), (2.12)

em que M = — () ou M = [~1(0)] " e [.(6) = —;);gz;.
O Afastamento da Verossimilhanca é outra medida para avaliar a sensibilidade causada

pela i-ésima observacao e é dada por:

LD;(0) = 2{1(8) — 1(6;))}.

Assim, os graficos dessas medidas versus o indice das observacoes indicara se alguma
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observacao esta influenciando o ajuste do modelo.

2.3.2 Influéncia Local

A TInfluéncia Local é outra abordagem introduzida por Cook (1986), essa metodolo-
gia propoe dar pesos para as observagoes em vez de remové-las, ou seja, perturbar os
componentes do modelo proposto utilizando a funcao Afastamento da Verossimilhanca.

Considerando um vetor de perturbacao w, de dimensao m x 1 pertencente a um
subconjunto aberto 2 C R™ e [(0) o logaritmo da funcdo de verossimilhanca do mo-
delo postulado, entao, o logaritmo da funcao de verossimilhan¢a do modelo perturbado é
[(@|w). Segundo Fachini et al. (2008), a dimensao m do vetor de perturbacgao depende do
esquema de perturbacao, em geral, esta relacionada com a dimensao do vetor 8 ou com o
tamanho da amostra.

Alem disso, é assumido que [(@|w) é duas vezes continuamente diferenciavel em
(0,w)" e que 0 modelo postulado est4 encaixado no modelo perturbado, ou seja, supoe-se
que existe wy € Q tal que [(8|wg) = (@) para todo § € RP+3),

Assim, seja 0 o estimador de maxima verossimilhanca de 6, obtido pela maximizacao
de 1(8) e seja B, o estimador de @ sob [(@|w). Conforme Fachini et al. (2008), ao
comparar 6 com é(w), quando w varia em (), se a distancia for pequena é um indicativo
de que o modelo ajustado é estavel no que se refere ao particular esquema de perturbacao
que foi utilizado.

Por outro lado, comparar 0e é(w) diretamente, pode nao ser simples em consequéncia
de vérios motivos, tais como, diferenca de escala, definicao de um vetor arbitrario de
perturbagao, unidade de medida, entre outros. Dessa forma, Cook (1986) propde analisar

o Afastamento da Verossimilhanca:

LD(w) = 2{U(6) — ()}

Dessa forma, informacoes relevantes em relagao as caracteristicas importantes do mo-
delo sob investigacao podem ser obtidas através de uma andlise sobre o comportamento
geométrico da fungdo LD(w) quando w varia em 2. Como uma medida de diagndstico,
Cook (1986) propoe utilizar a curvatura normal Cg ao redor de wy, que é o ponto onde
duas verossimilhangas sao iguais, em uma direcao unitaria d, || d [|= 1 do espago Q. A

superficie geométrica é expressa por:

aw)=| 7 |

com w variando em {).
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Conforme Cook (1986) a curvatura normal Cyq na diregdo d é dada por:

Cq=2]|d"ATLIAd |, (2.13)
em que
O*1(0|w)
A= 1"/
900wT
e
. 91(0)
L(0) = ———~
6) 000"

ambas matrizes avaliadas em 0 = 0 e w = wy. As possiveis influéncias que pequenas
perturbacoes exercem sobre os componentes do modelo, como estimativas dos parametros
entre outras, sdo avaliadas através da equagao (2.13).

Os elementos que exercem maior influéncia sobre LD(w) sob pequenas perturbagoes
podem ser revelados através de um grafico de d,e,. E sugerido considerar a direcdo d,nq.
correspondente a maior curvatura Cq,,,, .

Entao, as observacoes mais influentes para o esquema de perturbacao considerado sao
identificadas pelo autovetor normalizado d, .., que corresponde ao maior autovalor Cy,_
da matriz F' = ATf/(O)_lA. E importante saber a direciao que produz a maior influéncia
local na estimativa dos parametros que é dada pelo d,,... O grafico do autovetor d,,q.
contra a ordem das observacoes é utilizado para identificar as observacoes influentes.

Por outro lado, Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem considerar a dire¢ao do i-ésimo
individuo que corresponderia a d; = (0,...,1,...,0)T, tal que o i-ésimo elemento recebe
o valor um. Dessa forma, a curvatura normal chamada influéncia local total do i-ésimo

individuo, é dada por:

C; = 2|ATL(6)7A,,

em que A; é a i-ésima linha de A. O grafico de C; contra a ordem das observacoes pode ser
usado para identificar observagoes influentes. Também pode ser considerado observacoes
influentes tal que C; > 2C em que C' = 23" | C;.

Os trés esquemas de perturbagoes na analise de infléncia local sao: ponderagao de

casos, perturbacao de uma varidvel explicativa e perturbacao na variavel resposta.

2.3.3 Impacto das Observacoes Influentes

O impacto das observacoes influentes detectadas deve ser analisado de forma a avaliar
as estimativas e sensibilidade do modelo. Para fazer esta andlise, deve-se obter novas
estimativas para os parametros do modelo considerando a retirada dessas observacoes

influentes, individual e conjuntamente.
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Assim, seja 0 as estimativas de maxima verossimilhanga do modelo obtido a partir do
conjunto de dados com todas as observacoes e é(f) as estimativas de maxima verossimi-
lhanca do modelo obtido ao considerar as subamostras referentes a exclusao individual-
mente e em grupo dos valores possivelmente influentes.

Entao, a influéncia de cada observacao detectada pode ser quantificada pela mudanca

relativa do modelo, que é definida por:

RO =70 (2.14)

em que (I) se refere ao indice das observagoes retiradas da amostra.

Logo, o impacto das observacoes influentes é verificado comparando-se os resultados
obtidos pela expressdo (2.14). Quanto maior o valor da mudanca relativa, maior é a
influéncia exercida pela observacdo ou grupo de observacdes no modelo. E analisado
também o p-valor dos coeficientes, bem como se ha alteracao no sinal das estimativas dos

coeficientes.
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Capitulo 3

Material e Métodos

3.1 Material

A base de dados fornecida pelo Instituto de Saide Coletiva da Universidade Federal
da Bahia sera utilizada para ilustrar o modelo de regressao proposto. Esses dados foram
obtidos de um estudo conduzido por Barreto et al. (1994), cujo objetivo foi avaliar o
efeito da suplementacao de Vitamina A em episédios de diadrreia recorrente em criangas
pequenas.

O conjunto de dados é composto de 1207 criancas com idade entre 5 e 48 meses no inicio
do estudo, que receberam placebo ou Vitamina A em uma pequena cidade no nordeste
do Brasil entre dezembro de 1990 e dezembro de 1991. O tempo de sobrevivéncia para
estudo foi definido como sendo o tempo (em dias) da primeira dose da Vitamina A até a
ocorréncia do primeiro episddio de diarréia. Um episddio de diarréia foi considerado como
sendo uma sequéncia de dias com diarréia e um dia com diarréia foi definido quando 3 ou
mais movimentos liquidos ou semiliquidos foram relatados em um periodo de 24 horas.

A informacao sobre a ocorréncia de diarréia recolhida em cada visita corresponde a um
periodo de recordacao de 48-72 horas. O ntimero de movimentos liquidos e semiliquidos
por 24 horas foi registrado. Observou-se que das 1207 criancas observadas no estudos,
925 apresentaram um episodio de diarréia e 282 apresentaram tempos de censura.

As variaveis explicativas consideradas no modelo, associadas a cada crianca sao: x;i:
idade no inicio do estudo (em meses); x;2: tratamento (0=placebo, 1=vitamina A); e x;3:
sexo (0=feminino, 1=masculino). Os tempos de vida foram grupados em doze intervalos
{[4,14),[14,18),...,[126,185)}. Nao ha um critério que estabeleca o niimero de intervalos,
a linica suposicao que se tem é a presenca de pelo menos uma falha em cada intervalo, dessa
forma por conveniéncia adotou-se k = 12 intervalos, com base nos intervalos definidos por
Hashimoto (2008).

35
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3.2 Meétodos

Ao considerar o modelo de regressao log Weibull definido na Se¢ao 2.2.3 e a metodologia
de fracao de cura definida na Secao 2.1.3, nesta Secao seré proposto o modelo de regressao

com fracao de cura para dados grupados.

3.2.1 Especificagao do Modelo de Regressao com Fragao de Cura
para Dados Grupados

Se o conjunto de dados observado, além da presenca censura, apresentar um excessivo
ntimero de empates, os tempos observados sao grupados em um certo niimero de intervalos
com a finalidade de eliminar os empates e considerar os intervalos como tempos de vida
discreto de modo que as técnicas de analise de sobrevivéncia discreta possam ser utilizadas
(Hashimoto, 2008). Segundo Bolfarine et al. (1991) a metodologia de dados grupados se
baseia na tabela de vida, sendo assim, o nimero de intervalos é arbitrario, de acordo com
o interesse do pesquisador, sabendo que em cada intervalo haja pelo menos uma falha.

Conforme Hashimoto (2008), os intervalos sdo construidos de tal modo que os eixos
dos tempos sao divididos em k intervalos definidos por pontos de corte aq, ..., ag, Qg1
Dessa forma, o j-ésimo intervalo é denotado por I; = [a;,a;41) para j = 1,...,k e 0s
tempos de vida t; sao agrupados em k intervalos.

A estrutura de regressao é especificada em termos da probabilidade de um individuo
sobreviver a um certo tempo condicional a sua sobrevivéncia ao tempo de visita anterior.

Considere que os tempos de vida sao grupados em £ intervalos mutuamente exclusivos,
I; =la;,a;+1),5 = 1,...k,. A probabilidade de falha do i-ésimo individuo, condicionada

a covariavel x; e ao i-ésimo individuo estar vivo em a; ¢ dada por
pj(xi) = P(T; < ajn|Ti > aj,%;), (3.1)

em termos da fun¢ao de sobrevivéncia S(.), a expressao (3.1) é escrita como:

S(ajt1)
S(az)

Por outro lado, a probabilidade de um individuo nao falhar no j-ésimo intervalo é

pi(xi) = Pla; <T; <ajn|T; > aj,x;) =1—

definido por:

P(T; > aj|Ti > aj) =1 = P(Ti < aj1|T; > aj, %) = 1 — pj(xi),
em termos da funcao de sobrevivéncia, tem-se que:

S(aj1)

) = )
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Para relacionar o efeito das covariaveis a variavel resposta Y = log(7T') utiliza-se uma
estrutura de regressao baseada na distribuicao log Weibull (2.8), de modo que o modelo
Y|x pode ser representado pela expressao (2.10) e a fungao de sobrevivéncia de Y|x ¢é

dada por:

y—x'p3
o

Stub) =exp |~ exp (L) ooy <o

Ao considerar o logaritmo dos tempos de vida e assumir que eles sao modelados pela

distribuicao log Weibull, a funcao de sobrevivéncia de log(a;)|x e log(a;;+1)|x sdo dadas

por:
log(a;) — x'3
Sllog(a;)|x] = exp [— exp <7)]
e
Sllog(ayn) ] = exp |- exp (22 x B )] (32)
respectivamente.

Como este trabalho propoe um modelo de regressao com fracao de cura para dados
grupados e assume distribuicao log Weibull para modelar a variavel resposta, considerando
as fungoes definidas na equagdo (3.2) e as inserindo na fungao sobrevivéncia populacio-
nal definida na equacao (2.3), a funcao de sobrevivéncia de log(a;)|x e log(aji1)[x sdo

representadas por:

Spopllog(a)[x] = (1 — @) + ¢ {exp {— exp (lg()—_xﬁ” }

Sunllogfass)x] = (1= 0) + o foxp |- (PELL BN L

respectivamente. Este modelo sera referido como o modelo de regressao log Weibull com

fracdo de cura para dados de sobrevivéncia grupados.

3.2.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Seja (y1;X1), ..., (Yn; X,) uma amostra observada de n observagoes independentes, em
que y; representa o logaritmo do tempo de falha ou o logaritmo do tempo de censura
e x!' = (1,%;1,...,X;p) € 0 vetor de varidveis explicativas associado ao i-ésimo individuo.
Considerando que o logaritmo dos tempos, y;, sao grupados em k intervalos denotados por
I; = [log(aj),log(a;+1)], para j = 1,....,k. A funcao de verossimilhanca pode ser obtida

considerando as variaveis explicativas x; de modo que a contribuicao do ¢-ésimo individuo
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no j-ésimo intervalo ¢ dado por:

e Se o i-ésimo individuo falhar no j-ésimo intervalo, sua contribuicao para a funcao

de verossimilhanga é dada por 1 — S[log(a;11)|x]/S[log(a;)|x].

e Se 0 i-ésimo individuo sobreviver (ou seja, estiver sob risco) no j-ésimo intervalo, sua

contribui¢ao para a funcao de verossimilhanca é dada por S[log(a;11)|x]/S[log(a;)|x].

e Se o i-ésimo individuo for censurado no tempo ¢; no j-ésimo intervalo, sua contri-
buigao para a fungao de verossimilhanca é dada por S[log(c;)|x]/S[log(a;)|x], em

que log(¢;) € 1;.

Assim, a funcao de verossimilhanca para dados grupados é dado por:

= IS TI 1 - Shog(ags)lxi]/Sllog(ay)lx]

Jj=1 ZEFj

x [T [Slog(as)lxi]/STog(ay)|x]]

1ER;

x [T [Sillog(e)Ix]/Siflog(a;)x]] ¢ (3.4)

1€Cy

em que [ denota o conjunto de individuos que falharam no j-ésimo intervalo, R; denota
o conjunto de individuos sob risco no j-ésimo intervalo, e C; denota o conjunto dos
individuos censurados no j-ésimo intervalo. Visto que na pratica, a equagao (3.4) é
complicada de ser utilizada, pois os tempos de log(c;) sdo desconhecidos, se os dados foram
grupados em intervalos, considera-se como contribuicao do i-ésimo individuo censurado

no j-ésimo intervalo:

Sllog(ci)] _ {S[log(am)} }”2 (55)
S[log(a;)] Sllog(ay)] ' .

Entdo, inserindo a equagao (3.5) na equagao (3.4) e considerando as fun¢oes de sobre-

vivéncia (3.2), o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca para o modelo de regressao log

Weibull para dados grupados tem a seguinte forma:

16) — i Zlog{l— [eXp[—_eXP(Zz‘jfl)]H

exp|— exp(2;)]

-3 g [l o)

perrd exp[— exp(z;;)]

£y > log [QXP exp(zuﬂn} |

ZGC’ exp[— exp(z;;)]
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em que 8 = (0,8")", 241 = [log(aj1) — x] B]/0 e z; = [log(a;) — x{ B]/0.
Seguindo a ideia apresentada para dados grupados e considerando as funcoes de so-
brevivéncia (3.3), tem-se que a fun¢ao de verossimilhanga para o modelo de regressao com

fracdo de cura para dados grupados é dada por:

L) = H H [1 — Spopllog(aj1)[xi]/Spop[log(a;)|xi]]
X H [Spopllog(a;+1)[xi] /Spop[log(ay) |xi]]

% T [Spop: 08 (ci) |/ Spop llog(a;) ]

i€C;

Assim, o logaritmo da fungao de verossimilhanca para o modelo de regressao log Wei-

bull com fragao de cura para dados grupados é representada por:

¢ o L1 [(L= @) + élexpl— exp(zi)]

0(0) = Z Zl g{l { (1 — ¢) + ¢lexp[— exp(zi;)]] }}
(1 — ) + ¢lexp|— exp(zij:1)]]

+_ log [ (1 — ¢) + ¢lexp[— exp(z)]] }

Ly, {(1 —¢) + dlexp[— exp<zij+1>ﬂ} , (3.6)

(1 — @) + ¢lexp[—exp(zi;)]]

em que 21 = [log(aj1) — x7 B]/0 e 2i; = [log(a;) — x{ B]/0.

O estimador de maxima verossimilhanca 6 para o vetor de parametros @ = (¢,0,80)7,
do modelo de regressao log Weibull com fragao de cura para dados grupados é encontrado
resolvendo-se o seguinte sistema de equagoes:

o1(6)

U) === =0

e pode ser obtido numericamente maximizando o logaritmo da funcao de verossimilhanca
definida em (3.6). A implementacdo do modelo, estimagdo dos parametros e inferéncia
serd realizada utilizando o software R (R Develepment Core Team, 2017).

Entao, sob certas condi¢oes de regularidade, o vetor de parametros 0 tem distribuicao
assintotica normal multivariada, com média @ e matriz de variancia e covariancia I(60)™!,
ou seja,

0 ~ N3 (0, 1(6)71),
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em que I(0) = E[L(0)], tal que
0%1(0)

L(O)=———F.
) ="2600"

Nesse contexto, a matriz de informacao de Fisher I(0), ndo pode ser obtida devido a
presenca de observacoes censuradas, alternativamente pode-se utilizar a matriz de infor-

macdio observada [L(0)] avaliada em 6 = 6.

Os elementos da matriz L(8) sio:

. Lyy 1:?¢a 1:?d>6
L(6) = . Loo Lsg |,

Lggs

sendo cada submatriz obtida numericamente para o modelo de regressao com fracao de

cura para dados grupados.

3.2.3 Influéncia Global

A anélise de influéncia global definida na Segao 2.3.1 pode ser obtida para o modelo
de regressao log Weibull com fragao de cura para dados grupados por meio do célculo da
Distancia de Cook Generalizada expressa em (2.12), em que é(i) é o vetor de estimativas
sem a i-ésima observacao e 0 = (gg7 a, BT)T é o vetor de estimativas com todas as observa-
¢oes. Em que ¢ obtido ao maximizar [() definido em (3.6) e @ ;) é obtido a0 maximizar

A~

1(6;)) definida por:

R [ = ¢) + plexp[— exp(z};.1)]]
0w = 2 Zh’g{l {<1—¢>+¢[exp[—exp<z;j>n H
(1= 6) + dfexpl— exp(ztys,)]

+ 2 log [ (= 6) + dloxpl— oxp()] }

1 (1 — @) + ¢lexp[— exp(2;,1)]]
2 log [ (1= ¢) + dlexp[— exp(z})]] }

em que 23,y = log(aj+1) — XF{Z)B]/U € 2G5 = [log(ay) — Xa)ﬁ]/a-



Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Analise Descritiva

Uma anélise descritiva dos dados referente ao estudo realizado para avaliar o efeito
da suplementacao de Vitamina A em episodios de diarréia serd apresentada nesta secao.
Na Figura 4.1 é apresentado um histograma construido para se ter uma ideia sobre o
comportamento dos dados. Na construcao do histograma considerou-se os tempos de

falha e de censura.
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Figura 4.1: Histograma dos dados de Vitamina A

A Figura 4.1 mostra uma alta frequéncia de observacoes nos tempos iniciais do estudo
e proximo ao final do estudo. Também pode ser visto a partir da Figura 4.1 que os
valores para a variavel resposta estao entre 4 e 184. Esse fato pode ser indicativo de
que existe um nimero significativo de empates, fato observado também nos resultados da

Tabela 4.1. Por esta razao um modelo de regressao para dados grupados é uma alternativa

41
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interessante para modelar os dados de Vitamina A. Os tempos de vida foram grupados
em doze intervalos {[4,14), [14,18),...,[126,185)}. A Tabela 4.1 apresenta os intervalos
de tempo de vida e os nimeros de falhas, censura e individuos em risco em cada um dos

doze intervalos.

Tabela 4.1: Descricao dos tempos de vida para os dados de Vitamina A desconsiderando-se

as covariaveis.
Intervalo I; Numero de falhas Numero de censuras Numero sob risco

[4,14) 124 0 1207
[14,18) 106 0 1083
[18,23) 103 0 977
[23,29) 100 1 874
[29,37) 92 3 773
[37,48) 92 6 678
[48,61) 90 1 580
[61,73) 67 1 489
[73,90) 46 3 121
90, 108) 49 6 372
108, 126) 46 11 317
126, 185) 10 250 260

A funcao taxa de falha acumulada é ttil para auxiliar na identificacao do modelo mais
apropriado, conforme visto na Secao 2.1.1. A funcado taxa de falha acumulada para os
dados de Vitamina A, que foi construida considerando os dados sem serem grupados é

apresentada na Figura 4.2 e indica uma func¢ao de risco decrescente.
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Figura 4.2: Fungao taxa de falha acumulada para os dados de Vitamina A

Na Figura 4.3 é apresentada a funcao de sobrevivéncia para os dados de Vitamina
A, obtida pelo estimador nao-paramétrico de Kaplan-Meier. Observa-se que a funcao de

sobrevivéncia decresce ao longo do tempo e verifica-se uma presenca maior de censuras



4.1. ANALISE DESCRITIVA 43

nos tempos finais do estudo, o que pode ser uma explicacao para a alta frequéncia de
observacoes nesses tempos. Observa-se também que a cauda a direita apresenta-se em
um nivel constante acima de zero por um periodo considerado suficientemente grande o

que caracteriza a existéncia de uma proporcao de individuos curados.
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Figura 4.3: Funcgao de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier

Na Figura 4.4 é apresentada a funcao de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier
para a variavel tratamento. Ao analisar a Figura 4.4, visualmente nao é possivel concluir
se existe diferenca significativa entre os tipos de tratamentos recebidos pelos individuos

estudados.
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Figura 4.4: Funcao de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier para covariavel
ZTio:tratamento

As curvas de sobrevivéncia estimadas pelo estimador de Kaplan-Meier para a covariavel
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sexo dos individuos em estudo estao representadas na Figura 4.5. Através dessa figura é
possivel observar que nao existe diferenca significativa entre as curvas de sobrevivéncia

do sexo masculino e feminino.

1.0

0.8

——  Feminino
fffffff Masculino

0
0.6
|

0.4

0.2

Figura 4.5: Funcao de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier para covariavel x;3:sexo

Ainda como parte da analise descritiva dos dados, sera utilizado o teste nao-paramétrico
de Wilcoxon para comparacao das curvas de sobrevivéncia. As hipoteses desse teste sao

definidas por:

H()ZSl:SQ
Ha:Sl#SZ

em que S; ¢ a funcao de sobrevivéncia vinculada a categoria 1 da covaridvel e Sy é a
funcao de sobrevivéncia vinculada a categoria 2 da covariavel.

Os resultados do teste para as covariaveis sao apresentados na Tabela 4.2. A varidvel
x;3: sexo (0=feminino, 1=masculino) nao é significativa pelo teste de Wilcoxon aos niveis
de significancia de 5% e 10%. Isto é, ndo ha diferenca entre as curvas de sobrevivéncia do
sexo feminino e do sexo masculino. A variavel x;5: tratamento (0=placebo, 1=vitamina
A) é significativa ao nivel de significancia de 10% pelo teste de Wilcoxon. Isto é, existe
diferenca significativa entre o tratamento placebo e Vitamina A. A covariavel z;;: idade

nao é categoérica, portanto nao foi avaliada nesta etapa da anélise.

Tabela 4.2: Resultados do teste de Wilcoxon para a comparacao das categorias das cova-
ridveis

Covariavel | Estatistica de teste Valor p
Tratamento 3,0 0,0819
Sexo 0 0,835
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4.2 Modelo Log Weibull com Fracao de Cura para Da-
dos Grupados

Com o objetivo de verificar o efeito da cura no modelo, nesta se¢ao sao apresentadas
as estimativas dos parametros, seus respectivos erros-padrao, bem como o ajuste para os
modelos log Weibull com e sem fracao de cura para dados grupados.

As estimativas e os erros-padrao do vetor de parametros 8 = (¢, o, BT)T estao presentes
na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Estimativas de méxima verossimilhanca para os parametros do modelo log
Weibull para dados grupados e do modelo log Weibull com fragao de cura para dados
grupados

Parimetros Sem Fragao de Cura Com Fragao de Cura
Estimativas Erro Padrdo | Estimativas Erro Padrao
I 4235130 0,05774009 3,8178265 0,03435705
o 1,447764 0,07102306 0,8480850 0,03447603
10} - - 0,8005633 0,01276915

O grafico da funcao de sobrevivéncia empirica, da fungao de sobrevivéncia estimada
pelo ajuste do modelo log Weibull para dados grupados e da funcao de sobrevivéncia
estimada pelo ajuste do modelo log Weibull com fracao de cura para dados grupados foi

feito com o objetivo de verificar a qualidade do ajuste do modelo.
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Figura 4.6: Estimativa da funcao de sobrevivéncia para o modelo log Weibull para dados
grupados, log Weibull com fracao de cura para dados grupados e Kaplan-Meier, para os
dados de Vitamina A.

Pode-se dizer pelo grafico apresentado na Figura 4.6 que o modelo log Weibull com

fracao de cura para dados grupados apresenta um bom ajuste.
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Para avaliar a significancia estatistica do parametro ¢ foi aplicado o Teste de Razao
de Verossiminhaga (TRV) como um teste paramétrico para a presenca de imunes, como
apresentado na Subsecao 2.1.4.

Sob a hipotese Hy : ¢ = 1, e considerando a expressao (2.5), tem-se:

1 1 9
3 + §P(Y < p95) = 0,95, em queY ~ xi.

Assim cq g5 satisfaz P(Y < ¢p95) = 0,90. Da tabela de x7 obtemos cg o5 = 2, 71.

O valor obtido do calculo do TRV é 109,9893. Como 109,9893 > 2,71 rejeita-se
Hy ao nivel de 5% de significancia e considera-se que ha forte evidéncia de ¢ < 1 para
estes dados, ou seja, o valor verdadeiro de ¢ encontra-se dentro do espago paramétrico
(0,1) e sugere fortemente a presenga de imunes. Com base nos resultados encontrados, na
proxima secao é apresentado o ajuste do modelo de regressao log Weibull com fracao de

cura para os dados de Vitamina A.

4.3 Modelo de Regressao Log Weibull com Fracao de

Cura para Dados Grupados

Afim de avaliar o efeito das covariaveis conjuntamente ao efeito da cura, nesta secao
sao analisados esses fatores considerando os modelos de regressao log Weibull com e sem
fracao de cura para dados grupados.

Na Tabela 4.4 sao apresentadas as estimativas dos parametros do modelo de regressao
log Weibull para dados grupados e do modelo de regressao log Weibull com fracao de cura

para dados grupados.

Tabela 4.4: Estimativas de méxima verossimilhanca para os parametros do modelo de
regressao log Weibull para dados grupados e do modelo de regressao log Weibull com
fracao de cura para dados grupados

Parimetros Sem Fracao de Cura Com Fracao de Cura
Estimativas Erro Padrao p-valor | Estimativas Erro Padrao  p-valor
Intercepto | 2,96797722  0,123830464 <0,0001 | 2,9306728  0,109532725 <0,0001
Idade 0,04428948  0,003746431 <0,0001 | 0,0373567  0,004395113 <0,0001
Tratamento | 0,20219116 0,085208445  0,0176 0,2135306  0,078510887  0,0065
o 1,29034778  0,058221323 - 0,9965450  0,056544623 -
0] - - - 0,8939624  0,021959165 -

O modelo foi ajustado com as trés varidveis explicativas, porém a variavel x;3:8ex0

(0=feminino, 1=masculino) nao foi significativa no modelo, assim como visto na anéalise

descritiva, por essa razao ela nao foi incluida na analise com covariaveis.

O teste paramétrico para a presenca de imunes também foi realizado para o modelo

de regressao log Weibull com fracao de cura para dados grupados e apresentou TRV =

34,084. Sob a hipotese Hy : ¢ = 1 e considerando a expressao (2.5), tem-se:
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% + %P(Y < cpos) = 0,95, em queY ~ xi.

Da tabela de x? obtém-se co95 = 2,71. Como 34,084 > 2,71 rejeita-se Hy ao nivel de
5% de significancia e considera-se que ha forte evidéncia de ¢ < 1 para estes dados.

Entao, ao considerar o modelo de regressao log Weibull com fragao de cura para dados
grupados, verifica-se que a variavel idade (x1) e tratamento (z3) sdo significativas ao
nivel de 5% e 10% de significancia. Dessa forma, conclui-se que ao aumentar em uma
unidade a variavel idade, o tempo de sobrevivéncia aumenta. Em relacao ao tratamento,
criancas que receberam suplementacao de Vitamina A apresentarao maior probabilidade
de sobrevivéncia estimada do que as criancas que receberam placebo, pois a estimativa do
coeficiente para essa covaridvel é positiva. Esse resultado confirma o resultado encontrado

na andlise descritiva na Figura 4.4.

4.4 Analise de Sensibilidade

Conforme descrito na Secao 2.3 é importante verificar se existem observacoes influen-
ciando o ajuste do modelo. A medida de Influéncia Global foi calculada como definida na

Secao 2.3.1, para investigar esse fato.

4.4.1 Andalise de Influéncia Global

Ao considerar a Distancia de Cook Generalizada expressa em (2.12), a observagao
#980 é a que mais se destaca, como mostra a Figura 4.7, indicando que essa pode ser

considerada como uma possivel observacao influente.
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Figura 4.7: Distancia de Cook
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4.4.2 Analise das Observacoes Influentes

Apos realizar a analise de sensibilidade através da metodologia de Influéncia Global,
verificou-se que a observacao #980 pode ser influente. As informacoes do individuo 980

encontram-se na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Resposta das variaveis explicativas do individuo 980.
Individuo (’L) Ti (51 Xil Xig Xi3
980 83 1 5  Placebo Feminino

Ao analisar a Tabela 4.5 pode-se dizer que o tempo de falha do individuo (980) é
relativamente alto considerando que recebeu o tratamento placebo, visto que criancas que
receberam suplementacdo de Vitamina A apresentardo maior probabilidade de sobrevi-
véncia estimada do que as criancgas que receberam placebo. Observa-se ainda, que iniciou
o estudo com 5 meses, o que corresponde aos individuos mais novos no inicio do estudo e
como visto na andlise descritiva o sexo da crianca nao exerce influéncia.

Para melhor investigar se esse individuo esté influenciando o modelo, foram estima-
dos os parametros a partir de uma subamostra da amostra original, que foi selecionada
retirando-se a observagao considerada influente. A mudanca relativa do modelo (RC) de-
finida na Secao 2.3.3, as estimativas dos parametros e a significincia dos mesmos foram
utilizadas para verificar o impacto de retirar a observacao 980 da analise.

Na Tabela 4.6 encontram-se a mudanca relativa de cada paramentro, as estimativas

dos paramentros e seus respectivos p-valor:

Tabela 4.6: Mudanga relativa [RC|, estimativas dos parametros e correspondentes (p-
valor)

Subamostra o o Bo B1 B2

-] [-] [-] -] -]
I- {completo} 0,89396  0,99655  2,93067  0,03736  0,21353
() ) (<0,0001) (<0,0001)  (0,0065)

[0,00617] [-0,00947] [0,00919]  [-0,00309] [-0,09224]
1-{980}  0,888457 100599 290375  0,03747  0,23325
(-) -) (<0,0001) (<0,0001)  (0,0034)

Ao analisar a Tabela 4.6, verifica-se que as estimativas dos parametros nao sofreram
grandes mudancas e que a significancia dos coeficientes se manteve e observa-se ainda
valores pequenos da mudanca relativa, o que indica que o modelo de regressao log Wei-
bull com fragao de cura para dados de sobrevivéncia grupados proposto é robusto nesta

aplicacao.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Neste trabalho foi proposto o modelo de regressao log Weibull com fracao de cura para
dados de sobrevivéncia grupados. Foi utilizado para aplicagao desse modelo o conjunto
de dados de Vitamina A, ao analisar as covariaveis, concluiu-se que a covariavel x;3:sex0
nao ¢ significativa. Dessa forma, as covariaveis significativas no modelo ajustado foram
x;1:1dade e x;o:tratamento.

O software R foi utilizado para estimacao dos parametros e demais analises, por meio
de funcoes implementadas e outras ja existentes.

Uma analise de sensibilidade foi realizada utilizando a metodologia de Influéncia Glo-
bal, com o intuito de verificar a presenga de possiveis observacoes influentes. Através dos
resultados da anéalise pode-se concluir que o modelo se mostrou robusto na aplicacao dos
dados de Vitamina A.

Quantidades distintas de diferentes intervalos foram construidos observando a disposi-
¢ao do ntmero de falhas, censuras e individuos em risco nos intervalos, porém verificou-se
que nao houve mudancas significativas nas estimativas dos parametros e seus respectivos
erros padrao, bem como no ajuste do modelo.

Uma vantagem do modelo de regressao log Weibull com fragao de cura para dados
grupados em relacao ao modelo de regressao log Burr XII para dados grupados proposto
por Hashimoto et al. (2012) é a significancia do coeficiente da covariavel tratamento,
dado que essa covariavel é importante, considerando que o objetivo do estudo era avaliar
o efeito da suplementagdo da Vitamina A. Em relacao ao modelo de regressao log-Beta
Burr IIT para dados grupados proposto por Resende (2017), a vantagem foi incorporar a
fracdo de cura dos dados, que se mostrou significativa.

Os resultados obtidos na aplicacdao dos dados de Vitamina A mostram que o modelo

de regressao log Weibull com fracao de cura para dados grupados é adequado.
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50 CAPITULO 5. CONSIDERACOES FINAIS

5.1 Perspectivas para Trabalhos Futuros

1. Implementar a Técnica de Influéncia Local para o modelo de regressao log Weibull

com fracao de cura para dados grupados.
2. Realizar uma Anaélise de Residuos para o modelo proposto.

3. Estudar outros modelos probabilisticos para dados grupados.
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Apéndice A

Programa Estimacao

dados2<-read.csv(file.choose(), header = TRUE,sep=";")
tempo<-dados2$tempo
censura<-dados2$cens

n=length(tempo)

xx0<-dados2$x0
xx1<-dados2$x1
xx2<-dados2$x2
xx3<-dados2$x3

require (survival)

y<-log(tempo)
mvel<-survreg(Surv(y,censura) “xxl + factor(xx2), dist="extreme")

intervaloJ <- c¢(4,14,14,18,18,23,23,29,29,37,37,48,48,61,
61,73,73,90,90,108,108,126,126,185)

linf <- intervaloJ[(1:12)*2-1]
lsup <- intervaloJ[-c((1:12)*2-1)]
matrizJ <- cbind(linf,lsup)

k<-12
di<-matrix(1,k,n)
d2<-matrix(0,k,n)

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:k)

{

if (tempo[i]>=1inf[j] & tempo[il<lsup[jl){

d1[j,i1=0
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if (censural[i]l==1){
d2[j,il=1

}

else {
d2[j,il1=0

}

}

if (tempo[i]<1inf[j])
{
d1[j,i]=10000
d2[j,1i]1=10000
}

}

}

k<-12

n<-length(tempo)
vero<-matrix(0,k,n)
unsk<-matrix(1,1,k)
unsn<-matrix(1l,n,1)
zij<-mat.or.vec(n,12)
zij2<-mat.or.vec(n,12)

logv<-function(para){
phi<-parafl1]
sigmaw<-para[2]
beta0<-paral3]
betal<-paral[4]
beta2<-paral[5]

for(j in 1:k)
{
for (i in 1:n)

{

xbeta<-xx0*betal+xxl*betal+xx2*beta2

zij[i,j1<-((log(matrizJ[j,2])-xbetali])/sigmaw)
zij2[i, jl<-((log(matrizJ[j,1])-xbetalil)/sigmaw)

sobrelinffc<-(1-phi)+phi*(exp(-exp(zij2[i,jl1)))
sobrelsupfc<-(1-phi)+phi*(exp(-exp(zij[i,jl)))

if(d1[j,i]1==0 && d2[j,il==1)#Falha
{

vero[j,i]l=sum(log(1-(sobrelsupfc/sobrelinffc)))

}

THECHAPTER



PROGRAMA ESTIMACAO

if(d1[j,i1==0 && d2[j,il==0)#Censura

{
vero[j,i]=sum((1/2)*log(sobrelsupfc/sobrelinffc))
}

if(d1[j,il==1 && d2[j,il==0)#Risco

{

vero[j,il=sum(log(sobrelsupfc/sobrelinffc))

}

if(d1[j,11==10000 && d2[j,i]==10000) #Individuos que passaram
#para o proximo intervalo

{

vero[j,i]=0

}

}

}

if ((sigmaw>0) &% (phi > 0) && (phi < 1))
return ((-1)*(unsk¥%x*x%vero¥*xjunsn))

else return (-Inf)

}

vllfct <- optim(c(0.5,mvel$scale,mvel$coefficients),logv,NULL,
hessian=T)

logVerofct<-(-1)*vllfct$value
inversaafct<-solve(vllfct$hessian)
varparfct<-diag(inversaafct)
erropadfct<-sqrt(varparfct)

Z0=v1lfct$par[3]/erropadfct [3]
2% (1-pnorm(abs (Z0)))
Z1=v1lfct$par[4]/erropadfct [4]
2% (1-pnorm(abs(Z1)))
Z2=v11fct$par[5]/erropadfct[5]
2% (1-pnorm(abs (Z2)))

99



56

APENDICE

THECHAPTER



Apéndice B

Programa Influéncia Global

dados2<-read.csv(file.choose(), header = TRUE,sep=";")
tempo<-dados2$tempo
censura<-dados2$cens

n=length(tempo)

xx0<-dados2$x0
xx1<-dados2$x1
xx2<-dados2$x2
xx3<-dados2$x3

library(survival)

y<-log(tempo)
mvel<-survreg(Surv(y,censura) “xxl + factor(xx2), dist="extreme")

phicoef<- matrix(0O,n,1)
sigcoef<- matrix(0,n,1)
bOcoef<- matrix(0,n,1)
blcoef<- matrix(0,n,1)
b2coef<- matrix(0,n,1)

for(l in 1:n){
dad<-dados2[-1, 1]
tempo<-dad[ ,1]
censura<-dad[ ,2]
xx0<-dad[ ,3]
xx1<-dad[ ,4]
xx2<-dad[ ,5]
xx3<-dad[ ,6]

n<-length(tempo)

intervaloJ <- c¢(4,14,14,18,18,23,23,29,29,37,37,48,48,61,61,73,
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73,90,90,108,108,126,126,185)
linf <- intervaloJ[(1:12)*2-1]

lsup <- intervaloJ[-c((1:12)%2-1)]

matrizJ <- cbind(linf,lsup)
matrizJ

k<-12
di<-matrix(1,k,n)
d2<-matrix(0,k,n)

for (i in 1:n)

{

for(j in 1:k)

{

if (tempo[i]>=1inf[j] & tempo[il<lsup[jl){

d1[j,i1=0

if (censural[il==1){
d2[j,il=1

}

else {

d2[j,i1=0

}

}

if (tempo[i]<1linf[j])
{

d1[j,i]1=10000
d2[j,11=10000

}

}

}

k<-12
vero<-matrix(0,k,n)
unsk<-matrix(1,1,k)
unsn<-matrix(1l,n,1)
zij<-mat.or.vec(n,12)
zij2<-mat.or.vec(n,12)

logv<-function(para){
phi<-paral1]
sigmaw<-para[2]
beta0<-para[3]
betal<-para[4]
beta2<-para[5]



PROGRAMA INFLUENCIA GLOBAL

for(j in 1:k)
{
for (i in 1:n)

{
xbeta<-xx0*betal+xxl*betal+xx2*beta2

zij[i, j1<-((log(matrizJ[j,2])-xbetalil)/sigmaw)
zij2[i, jl<-((log(matrizJ[j,1])-xbetalil)/sigmaw)

sobrelinffc<-(1-phi)+phi*(exp(-exp(zij2[i,jl1)))
sobrelsupfc<-(1-phi)+phi*(exp(-exp(zij[i,jl)))

if(d1[j,i1==0 && d2[j,il==1)#Falha

{

vero[j,il=sum(log(1-(sobrelsupfc/sobrelinffc)))

}

if(d1[j,i1==0 && d2[j,il==0)#Censura

{
vero[j,i]l=sum((1/2)*log(sobrelsupfc/sobrelinffc))
}

if(d1[j,1il==1 && d2[j,i]l==0)#Risco

{

vero[j,i]l=sum(log(sobrelsupfc/sobrelinffc))

}

if(d1[j,11==10000 && d2[j,i]==10000) #Individuos que passaram
#para o proximo intervalo

{

vero[j,i]=0

}

}

}

if ((sigmaw>0) && (phi > 0) && (phi < 1))
return ((-1)*(unsk¥*vero¥+*junsn))

else return (-Inf)

}

vllfc <- optim(c(0.5,mvel$scale,mvel$coefficients),logv,NULL,
hessian=T)

phicoef[1]<- v1lfc$par[1]
sigcoef[1]<- v1lfc$par[2]
bOcoef [1]1<- v1lfc$par[3]
blcoef[1]<- v1lfc$par[4]
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b2coef[1]1<- v1lfc$par[5]

}
ck<-cbind(phicoef,sigcoef,bOcoef,blcoef,b2coef)
inversaafct<-solve(vllfct$hessian)
hes<-vllfct$hessian

DC<-matrix(0,n,1)
DCl<-matrix(0,n,1)

for (u in 1:n){
DClul<-t(ck[u,]-vllfct$par)*finversaafct%*%(ck[u,]-vilfct$par)
DC1[ul<-t(ck[u,]-v11lfct$par)*ihes¥h*% (ck[u,]-vilfct$par)

+
DC
DC1

#graficos

#DC1

indice<-c(1:n)

plot(indice,DC1,type = "1" xlab="Indice", ylab="Distancia de
Cook")

identify(indice,DC1)

#DC

indice<-c(1:n)

plot(indice,DC,type = "1" xlab="Indice", ylab="Distancia de
Cook™")

identify(indice,DC)



