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Resumo

Modelos de regressao baseados na familia de distribui¢des log-simétricas e na familia de
distribui¢des mistura-escala Birnbaum-Saunders sdo particularmente uteis quando a varidvel
resposta € estritamente positiva e assimétrica. Neste trabalho, propomos duas classes de modelos
de regressdo quantilica que sdo apresentados em dois artigos, o primeiro deles baseado nas
distribui¢des log-simétricas e o segundo baseado nas distribui¢des mistura-escala Birnbaum-
Saunders. Em ambos os casos, € feita uma reparametrizagdo das distribui¢des inserindo um
parametro de quantil. Em cada artigo, dois estudos de simulacdo foram realizados utilizando
o software R, sendo o primeiro deles para andlise do desempenho dos estimadores de méxima
verossimilhanca, dos critérios de informacao AIC, BIC e AICc, e dos residuos Cox-Snell e quantil
aleatorizado. O segundo avaliou o tamanho/poder dos testes Wald, razdo de verossimilhanca,
score e gradiente. Os dois estudos de simula¢do foram conduzidos considerando diferentes
quantis de interesse e tamanhos amostrais. Por fim, uma aplicacdo utilizando dados reais €

apresentada para cada modelo proposto.

Palavras-chave: Distribuicdes log-simétricas; Distribuicao mistura-escala Birnbaum-Saunders;

Regressao quantilica; Simulagao de Monte Carlo; Teste de hipéteses.
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Abstract

Regression models based on the family of log-symmetric distributions and the family of scale-
mixture Birnbaum-Saunders distributions are particularly useful when the response variable is
strictly positive and asymmetric. In this work, we propose two classes of quantile regression
models that are presented in two articles, the first based on the log-symmetric distributions
and the second based on the scale-mixture Birnbaum-Saunders distributions. In both cases,
a reparameterization of the distribution is introduced by inserting a quantile parameter. For
each article, two simulation studies are carried out using the R software. The first one analyzes
the performance of the maximum likelihood estimators, the information criteria AIC, BIC and
AlCc, and the generalized Cox-Snell and random quantile residuals. The second one evaluates
the performance of the size and power of the Wald, likelihood ratio, score and gradient tests.
The two simulation studies are conducted considering different quantiles of interest and sample

sizes. Finally, an application using real data is presented for each proposed model.

Keywords: Log-symmetric distributions; Scale-mixture Birnbaum-Saunders distributions;

Quantile regression; Monte Carlo simulation; Hypothesis testing.
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Capitulo 1

Introducao

Dados estritamente positivos com assimetria a direita vem se tornando cada vez mais comum
em diversas dreas do conhecimento. Alguns exemplos podem ser encontrados em trabalhos
préticos, podendo ser encontrados em diferentes contextos, como na modelagem de tempos
de vida (Lawless, 2011; Lee e Wang, 2003), concentracdo de poluentes no ar (Leiva et al.,
2008a; Leiva et al., 2010; Marchant et al., 2013), entre outros. Devido a crescente demanda por
modelos que fornecam um bom ajuste para esse tipo de dado, diversos propostas de modelos
probabilisticos vem aparecendo na literatura, alguns desses e outros modelos podem ser vistos
em ver Johnson, Kotz e Balakrishnan (1994), Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995), por exemplo.

Buscando, principalmente, uma maior flexibilidade de ajuste de dados com diferentes carac-
teristicas, diversas familias de distribuicdes de probabilidade vém sendo propostas. Geralmente,
essas familias gozam de diversas propriedades em comum a todos os membros da familia. Além
disso, em muitos casos, apresentam mais parametros que a distribui¢cdes usuais, uma vez que,
para certos valores especificos, a familia de distribui¢cdes assume uma distribuicdo em particu-
lar. Algumas das classes de distribui¢cdes que apresentam essas caracteristicas sao as familias
de distribuigdes simétricas (Fang e Anderson, 1990), log-simétricas (Vanegas e Paula, 2016b),
mistura-escala de normais (Andrews e Mallows, 1974), e mistura-escala Birnbaum-Saunders
(Balakrishnan et al., 2009). Em particular, podemos destacar duas das classes de distribui¢des
citadas que sdo utilizadas na modelagem de dados positivos assimétricos a direita, a saber, as
distribui¢des log-simétricas as quais sdo obtidas por meio de uma transformagao exponencial

em uma varidvel aleatéria que pertence a familia de distribuicdes simétricas, e as distribui-
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cOes mistura-escala Birnbaum-Saunders as quais sdo obtidas por meio de uma relacdo entre a
distribui¢do Birnbaum-Saunders e a classe de distribuicdes mistura-escala de normais.

Os modelos de regressao quantilica constituem uma alternativa frente aos modelos de regres-
sdo para a média condicional. Os modelos de regressao quantilica foram estudados inicialmente
por Koenker e Bassett Jr (1978). Além da vantagem de estimar uma medida de tendéncia central
(mediana) mais robusta em relacdo aos valores atipicos, os outliers, o modelo de regressao
quantilica fornece a possibilidade de obter um ajuste mais global, explorando o efeito das cova-
ridveis nos quantis mais extremos, apresentando assim uma ideia geral a respeito da distribui¢ao
condicional da varidvel resposta. Desde entdo, os modelos de regressao quantilica vem se tor-
nando uma técnica cada vez mais atrativa, ganhando cada vez mais importincia contando com
inimeros trabalhos publicados; ver Koenker e Hallock (2001), Yu e Moyeed (2001), Yu, Lu e
Stander (2003), Koenker (2004), entre outros.

E possivel encontrar alguns modelos de regressdo quantilica para dados estritamente positivos
na literatura. Mais recentemente, podemos destacar o modelo de regressdo quantilica baseado na
distribui¢do Birnbaum-Saunders cldssica (Birnbaum e Saunders, 1969a), o qual foi proposto por
Sénchez et al. (2020a), com uma estrutura similar a de modelos lineares generalizados, além de
contar com um exemplo prético para dados de economia; outros trabalhos usando esse modelo
para dados espaciais foram estudados em Sanchez et al. (2020b) e Leiva et al. (2020). Apesar
desse modelo apresentar uma boa alternativa para casos em que a resposta € assimétrica, em
situacOes em que a distribui¢do da varidvel resposta apresente caracteristicas como bimodalidade
ou caudas pesadas, o ajuste de modelos de regressao quantilica mais usuais ndo apresentam um
ajuste satisfatorio, necessitando de modelos mais robustos para tais situacoes.

Neste trabalho, propomos dois modelos de regressao quantilica para dados positivos com
assimetria a direita. Mais precisamente, o primeiro modelo de regressdao quantilica proposto
baseia-se na familia de distribui¢des log-simétricas, enquanto o segundo baseia-se na familia de
distribui¢cdes mistura-escala Birnbaum-Saunders (SBS). Os dois modelos sdo apresentados em
dois artigos autocontidos. Estudos de simulagdo sdo realizados para analisar o desempenho das
estimativas de mdxima verossimilhanga, critérios de informacao, residuos e testes de hipdteses.

O restante desse trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 € apresentado

o modelo de regressdo log-simétrico quantilico, o qual é baseado distribuicdo log-simétrica
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reparametrizada pelo quantil. No Capitulo 3 € apresentado o modelo de regressdao quantilica
mistura-escala Birnbaum-Saunders, a qual é baseado em uma reparametrizacdo pelo quantil
da distribuicdo mistura-escala Birnbaum-Saunders. Ressalta-se que os Capitulos 2 € 3 sdo
apresentados no formato de artigo cientifico. No Capitulo 4 sdo apresentadas as consideracdes
finais e possibilidades de trabalhos futuros. Trabalhos considerando esses problemas estdo em

andamento e espera-se publicacdo dos respectivos resultados em artigos futuros.



Capitulo 2

Modelos de regressao log-simétricos

quantilicos

Resumo: Modelos de regressao baseados na familia de distribui¢des log-simétricas sdo par-
ticularmente tteis quando a resposta € estritamente positiva e assimétrica ou bimodal. Neste
artigo, propomos uma classe de modelos de regressao log-simétrica quantilica baseado em uma
reparametrizagdo das distribuicdes log-simétrica que t€ém o quantil como um dos seus parame-
tros. Dois estudos de simulagdo foram realizados utilizando o software R, sendo o primeiro deles
para andlise do desempenho dos estimadores de méxima verossimilhancga, dos critérios de infor-
macao AIC, BIC e AICc, e dos residuos Cox-Snell e quantil aleatorizado. O segundo avaliou o
tamanho/poder dos testes Wald, razdo de verossimilhanga, score e gradiente. Os dois estudos de
simulagdo foram conduzidos considerando diferentes quantis de interesse e tamanhos amostrais.

Por fim, uma aplicacdo utilizando dados referentes a bilheteria de filmes € apresentada.

Palavras-chave: Distribuicdes log-simétricas; Regressdo quantilica; Simulacdo de Monte

Carlo; Teste de hipoteses.
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2.1 Introducao

Modelos de regressao para dados com resposta continua estritamente positiva sdo cada vez
mais frequentes em estudos em diferentes dreas do conhecimento, como € o caso de estudos na
area de analise de sobrevivéncia, confiabilidade, economia, entre outros; ver Lawless (2011),
Saulo e Ledao (2017), Ventura et al. (2019), Sanchez et al. (2020a), Sdnchez et al. (2020b) e Leiva
et al. (2020). Em diversos trabalhos, € possivel encontrar diferentes modelos probabilisticos que
podem ser utilizados na modelagem de dados continuos estritamente positivos. Entretanto, al-
gumas distribui¢des de probabilidade se destacam para essa finalidade, podemos citar como
exemplos as distribui¢des: log-normal, gama, exponencial, Weibull, Birnbaum-Saunders, além
de muitas outras distribuicdes que sao descritas detalhadamente em Johnson, Kotz e Balakrish-
nan (1994) e Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995).

Além disso, na literatura para distribui¢des de probabilidade € possivel encontrar diversas
propostas de familias de distribui¢des de probabilidade, essas classes de modelos probabilisticos
geralmente contemplam diversos outras distribui¢cdes de probabilidade como casos particulares,
como se pode ver nas familias exponencial e locacdo e escala; ver McCullagh e Nelder (1983).
A principal utilidade dessas familias de distribui¢des estd na flexibilidade para a modelagem de
dados com diferentes caracteristicas, isso geralmente ocorre devido a versatilidade proporcionada
pelo nimero maior de parametros no modelo, proporcionando assim um ajuste de melhor
qualidade do modelo estatistico aos dados.

A familia de distribuicdes log-simétricas, apresentada em Vanegas e Paula (2016b), com-
pdoem uma classe de distribui¢cdes de probabilidade que geralmente sdo usadas na modelagem
de dados assimétricos, estritamente positivas e bimodais, além de flexibilidade nas caudas.
Essa familia tem como base em sua formulacdo a classe de distribuicdes simétricas (Fang e
Anderson, 1990), ou seja, ela € obtida por meio de uma transformagdo exponencial em um
varidvel aleatdria que segue uma distribuicdo simétrica. Assim, se Y € uma varidvel aleatéria
simétrica, entdo 7' = exp(Y’) segue uma distribui¢do log-simétrica. Como € caracteristico de
familias de distribui¢cdes, a grande vantagem da distribuicao log-simétrica estd em um ajuste
mais flexivel a dados continuos estritamente positivos.

Os modelos de regressao compdem uma das mais importantes dreas da estatistica. A capa-

cidade de estimar ou predizer uma quantidade de interesse por meio da relacdo existente entre
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diferentes varidveis aliada a utilidade préatica dos modelos de regressdo, visto em sua multi-
disciplinaridade, fazem com que essa técnica tenha uma amplo alcance em diversas dreas do
conhecimento. Na literatura para modelos de regressao, podemos encontrar diversas propostas
para diferentes tipos de dados além do uso de distintas reparametrizagdes, tendo como principal
objeto a estimacao de diferentes quantidades, como € o caso da média ou mediada, que sdo os
casos mais comuns. Dentro da literatura de regressao, os modelos de regressao quantilica (Hao
e Naiman, 2007) desempenham um papel importante. Tal nome se justifica pela estimacdo de
algum quantil de interesse. A ideia por trds do uso de modelos de regressdo quantilica estd na
sua robustez, principalmente na presenca de valores atipicos, os outliers, além da sua flexibi-
lidade devida a escolha do quantil de interesse, podendo ser possivel a estimacdo da mediana
condicional. Na regressdo quantilica, hd uma caracteriza¢do mais rica dos efeitos das varidveis
explicativas (covaridveis) sobre a varidvel dependente (resposta), que pode depender do espectro
da dltima.

Modelos de regressao com base nas distribui¢des log-simétricas foram propostos por Va-
negas e Paula (2015), Vanegas e Paula (2016a) e Vanegas e Paula (2017), em que os autores
apresentam a modelagem simultinea da mediana e da assimetria com e sem a presenca de
censura. Outros trabalhos abordando aplica¢des dos modelos log-simétricos, principalmente na
drea de economia, podem ser vistos nos trabalhos de Saulo e Ledo (2017) e Ventura et al. (2019).

O principal objetivo desse artigo € propor uma nova classe modelos de regressdo quanti-
lica baseado na classe das distribuicdes log-simétricas. E proposto uma reparametrizacio das
distribui¢des log-simétricas através da insercao do quantil como um dos parametros. Buscando
avaliar o modelo proposto em diferentes aspectos, dois estudos de simulacdo de Monte Carlo
utilizando o software R sdo realizados. O primeiro estudo avalia o desempenho dos estimadores
de méxima verossimilhanca, dos residuos Generalizados Cox-Snell (GCS) (Cox e Snell, 1968)
e quantil aleatorizado (RQ) (Dunn e Smyth, 1996), e dos critérios informacao de Akaike (AIC),
(Akaike, 1974), Bayesiano (BIC), (Schwarz, 1978) e o Akaike corrigido (AICc) (Bozdogan,
1987). O segundo estudo de simulacdo analisa o desempenho dos testes Wald, score, razao de
verossimilhanca e gradiente. Por fim, um conjunto de dados reais referentes a bilheteria de filmes
€ utilizado para ilustrar a metodologia proposta.

O restante desse capitulo € organizado da seguinte forma. Na Secao 2.2, aspectos prelimina-
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res a respeito da familia de distribui¢des log-simétricas, bem como a distribuicdo log-simétrica
reparametrizada pelo quantil proposta, sdo apresentados. Na Secao 2.3, o modelo de regressao
quantilica log-simétrica € introduzido, apds isso, serdo apresentados: a funcao score, a informa-
cao de Fisher, testes de hipdteses baseados nos estimadores de mdxima verossimilhanga, critérios
de selecdo de modelos e os residuos GCS e RQ. Na Sec¢do 2.4 os resultados obtidos dos dois
estudos de simulagdo de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores de mdxima
verossimilhanga, critérios de informacdo, residuos e testes de hipotese, sdo apresentados. Na
Secdo 2.5, uma aplicacdo utilizando um conjunto de dados reais € feita, e por fim, na Se¢do 2.6,

sdo apresentadas as conclusoes finais sobre o modelo proposto.

2.2 Preliminares

Nesta secdo serdo apresentados alguns aspectos da familia de distribui¢des log-simétricas,
bem como uma reparametriza¢do com base no quantil da distribuicao, além de algumas propri-

edades do modelo reparametrizado.

2.2.1 A distribuicio log-simétrica classica

Uma varidvel aleatéria Y, estritamente continua com suporte no intervalo (0, c0) segue uma
distribuicdo log-simétrica com parametro de escala A > 0 e parametro de forma ¢ > 0, denotada
por Y ~ LS(X ¢,9), se a funcdo densidade de probabilidade (FDP) e fungdo de distribuicdo

acumulada (FDA) sao dadas, respectivamente, por

fy(y;A,czﬁ):%g(%[log(w—log@)]?), y >0, e
Fy<y;A,¢>=G(%[log<y>—log<w), y >0, 22)

em que g(-) é o kernel gerador de densidade possivelmente associado a um pardmetro adicional
¥ (ou um vetor de parametros ¥), &, ¢ uma constante normalizadorae G(w) = & [ foo g(z?)dz,
w € R;ver Vanegas e Paula (2016b). Os pardmetros A > Oe ¢ > (0 representam, respectivamente,
a mediana e a assimetria (ou dispersdo relativa) da distribui¢do de Y. Note que V' = log(Y)

€ uma varidvel aleatdéria que segue uma distribui¢do simétrica com parametro de locacio p =
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log(A) € R, pardmetro de escala ¢ > 0 e kernel gerador de densidade g(-), denotado por

S(i, ¢, g), e com FDP dada por

f}%ng [v—,u]2>, v € R. (2.3)

Note também que G em (2.2) é a FDA de uma varidvel aleatéria simétrica V' ~ S(0,1,¢g). O

fv(vsp, ¢) =

100g-ésimo quantil de Y ~ LS(\, ¢, g) é dado por

Qv (g N\, ¢) = Nexp (Vo z,), (2.4)

em que z, = G '(q) é o 100g-ésimo quantil de V' ~ S(u,,g). Na Tabela 2.1 temos a
funcdo g para algumas distribui¢des log-simétricas. Nessa Tabela, a constante [, IGF(z,[) =
fol exp(—a:t)tl_ldt, [ >0,z > 0, e afuncdo gama incompleta. Mais detalhes sobre a classe das
distribui¢des log-simétricas, bem como de outras distribui¢des log-simétricas podem ser vistas

em Vanegas e Paula (2016b).

Tabela 2.1: Gerador de densidade g(u) para algumas distribui¢cdes log-simétricas.

Distribui¢do g(u)

Log-normal()\, ¢) exp ( % )

Log-Student-t(\, ¢, ) ( ) BB , 0 >

Log-exponencial-poténcia(\, ¢, 1) exp <—fu 1+79> —-1<9<1

Log-hiperbélica(\, ¢, 1) exp(—9v1 +u), ¥ >0

Log-slash(\, ¢, 1) IGF (19 + %, 12‘) 9 >0

Log-normal-contaminada(\, ¢, = (91,92) ") VU9 exp (—5192”&) + % exp (—%u),
0<t,d2<1

Birnbaum-Saunders estendida(\, ¢, 1) cosh(u'/?) exp (— 2 sinh?(u'/2)), 9 > 0

Birnbaum-Saunders-¢ estendida(\, ¢, = (¥1,92) ") cosh(u!/?) (9292 + 4 sinh? (u1/2))_1922+1 ,
Y1,192 >0

2.2.2 Uma distribuicao log-simétrica baseada no quantil

Considere um ntdmero fixo ¢ € (0,1) e considere a transformag@o um-a-um (A, ¢)
(Q, ), em que ) é o 100g-ésimo quantil de Y, dado na Equacdo (2.4). Entdo, definindo a

reparametriza¢do da distribuicdo log-simétrica baseada em (), fazendo A\ = Q/ exp(v/0z,),
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obtemos a FDP e a FDA de Y, respectivamente, como

Fy(y;Q,¢) = G(% [log(y) — 10g(A)]2) = G(; [log(y) — log(Q) + d)zpr) , Yy >0,
2.5)

Q) =5 (5 flostn) 1@ + VB3] ) wm0 o

em que g(-) e G(-) sdo como em (2.1) e (2.2), respectivamente. Se Y segue uma distribui¢do
log-simétrica reparametrizada pelo quantil, entdo denotamos Y ~ QLS(Q, ¢, g), de tal forma

que V' = log(Y") segue uma distribui¢io simétrica com FDP

fv(v;@,¢):£—\}%g(% [v—\lur\/%zpr), veR. 2.7)

em que U = log(Q). A seguinte notacao € utilizada V' ~ QS(WV, ¢, g). A seguir temos algumas

propriedades da distribui¢ao log-simétrica reparametrizada pelo quantil.
Proposigdo 1. Seja Y ~ QLS(Q, ¢, g). Entdo, ¢Y ~ QLS(cQ, ¢, g), com ¢ > 0.

Demonstragcdo. Se'Y ~ QLS(Q, ¢,g) e ¢ > 0, entdo

P(cygy):P<Y<

o<

) = G(% [log(y)—log(C)—log(Q)Jr\/Ezpr)

= G (5 [loeto) oo + V55 ).

Proposicdo 2. Seja Y ~ QLS(Q, ¢, g). Entdo, Y ~ QLS(Q¢, ¢*¢, g), com ¢ > 0.

Demonstragdo. Se'Y ~ QLS(Q, ¢, g) e ¢ # 0, Entio,

P(Y*<y)=P(Y <y'?) = G(% E log(y) — log(Q) + ¢Zpr>
- G<L¢ os(y) ~ loa(Q) c2¢zp]2> .
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2.3 Modelo de regressao log-simétrico quantilico

Sejam Y7, ...,Y,, varidveis aleatdrias independentes, de modo que Y; ~ QLS(Q;, ¢:,9), e

y = (y1,...,Yn) " sejam suas observagdes correspondentes. Entdo, definimos
Yi=Qie/”, & ~QLS(1,1,9), (2.8)
que implica

Vi=log(V;) = log(Qs) + \/¢:log(e:)

emque V; ~ QS(V;, ¢, g), e = log(e;) ~ QS(0,1, g),1log(Q;) = ¥; = miTBelog((bi) = wiTT,
talque B = (Bo,...,Pr) €T = (70,...,7) " denotam os vetores de pardmetros desconhecidos

T

a serem estimados, x,

D= (Lo, xp)" e w = (1,wgy,...,wy)" denotam as k e I

covaridveis que modelam a quantil (); e assimetria (ou dispersao relativa) ¢;, respectivamente.
A estimagao dos parametros do modelo de regressao € feita utilizando o método da maxima
verossimilhanga. Denotando o vetor de parametros domodelo @ = (37,7 ") T, entdo o logaritmo

da fun¢do verossimilhanca (sem a constante) para o modelo de regressao quantilica é dado por

n

1
0(0) = 1 7)) — = log(¢i) ¢ . 2.10
© =3 {tostote2) — 5 ot} 2.10)
onde z; = [log(y;) — log(Q:) + /i 2p) /@i, parai = 1,. .., n, com z, como na Equacdo (2.4).
As estimativas de maxima verossimilhanca sdo obtidas maximizando a expressdo definida em
(2.10). Isso € feito igualando o vetor score ¢ (0), no qual estd contido as primeiras derivadas de
2(0), a zero, o que nos fornece as equacdes de verossimilhanca. O vetor score 8(0) pode ser

divido em dois outros componentes, sendo eles
£(0) = (£4(0),£4(0)), (2.11)

em que o vetor score para o parimetro 1) é dado por £, (8) = (£4,(8),--- ,£5.(0))T, ou seja,

pelo vetor das primeiras derivadas de £(0) em relagdo ao vetor de pardmetros 3 = (S, . . ., k),
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em que .

65,(0) = ;v(zi)zzj%, §=0,..k
com v(z;) = —24'(2?)/g(2?) denotando os pesos atribuidos a fungao g(-), em que ¢’(u) € a pri-
meira derivada de g(u) em relagio au. Por outro lado, o vetor score £4(0) = (£,,(0),--- , £,,(8))7
é é dado pelas primeiras derivadas de £(0) em relagdo ao vetor de pardmetros 7 = (7o, ..., 7;),
ou seja,

n

6.(6) = 12";};[ ()zlzi—2) 1], j=0,....0

Entretanto, a solucdo do sistema de equagdes de estimagdo dos parametros ndo podem ser
obtidas de forma analitica, o que faz necessério o uso de métodos iterativos, como o método de
Newton-Raphson ou scoring de Fisher. Mais detalhes sobre os métodos de otimizacdo citados
podem ser vistos em Nocedal e Wright (2006) e Lange (2010).

Uma vez obtidos os estimadores de maxima verossimilhanga, a inferéncia para @ do modelo
de regressao log-simétrico quantilico pode ser baseado na distribui¢ao assintdtica de 6. Paran
suficientemente grande e sob as condi¢des usuais de regularidade (Efron e Hinkley, 1978), o
estimador de mdxima verossimilhanca 7 converge em distribui¢do para uma distribui¢do normal

multivariada, ou seja,

Vn[0 — 6] B Noyy(0,2(6)71), (2.12)

com n — 00, em que 2 significa “convergéncia em distribui¢do”, 0 € um vetor de zeros
(24 k +1) x 1 e Z(0) corresponde a matriz de informacao de Fisher esperada, a qual é obtida
calculando Z(6) = E[-0%((0)/00007]. Note que a diagonal da matriz de informagdo de Fisher

esperada é dada por Zgg(6) = diag {Zz3(0),Z,-(0)}, em que

n 2
Iﬁjﬂj(e) Z Q;Jd (C) j: 07"'7k7

1 < W;j .
TT = — :O,...,l,
=13 (") 10, 5

=1

em que dy(¢) = E[v*(2)27], Z = [log(Y') — log(Q) + V& 2,]/v/¢ ~ S(0,1,9). e fy(¢) =
E[(w(2)2(Z = 2) - 1)7].

Note que em (2.10) o possivel pardmetro extra (¢) é assumido fixo. A motivagdo para
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deixd-lo fixo vem dos trabalhos Lucas (1997a) e Kano, Berkane e Bentler (1993). No primeiro
trabalho € mostrado que robustez contra outliers sob o modelo Student-¢ acontece apenas se 0s
graus de liberdade sdo fixos ao invés de estimados pelo método da méxima verossimilhanca. O
segundo trabalho reporta dificuldades de estimacao do parametro extra da exponencial-poténcia;
ver Vanegas e Paula (2016b). Desse modo, dois passos sdo realizados para estimar o parametro
extra: Passo 1) considere um grid de valores para 9, ¥1,7s, ..., ¥, € compute as estimativas
de médxima verossimilhanga de @ para cada valor de ¥;, 7 = 1, ..., k. Compute também o valor
da fun¢do de log-verossimilhanca; Passo 2) as estimativas finais de 9 de 0 s3o aquelas que

maximizam a fun¢ao de log-verossimilhanca.

2.3.1 Testes de hipéteses

Suponha que queremos testar a hipétese Hy : @ = 6, contra a hipdtese alternativa H; :
0 # 60yemque @ = (37, 7")" € um vetor de pardmetros desconhecidos. Na literatura sobre
testes de hipoteses para modelos de regressao, trés testes assintoticos cldssicos sdo amplamente
utilizados para testar estas hipéteses, sendo estes os testes Wald, score e razao de verossimilhanca,
propostos respectivamente, por Wald (1947), Rao (1948) e Wilks (1938). As estatisticas Wald,

score e razao de verossimilhanca, denotadas por Sy, Sk e Sp g sdo dadas, respectivamente, por:

Sw = (8—60)7T(6)(8 —6y),
Srp = é(HO)TI(HO)flé(OO)a

Sin = —2[0(8y) — £B)],

em que J(0) = — {02((0)/0006" } é a informacdo de Fisher observada. Rao (2005) sugere
uma modifica¢@o para o teste Sk substituindo Z(8g) por J(60), o que simplifica o cdlculo da
estatistica score principalmente sob condi¢des em que o cdlculo de Z(0) é muito complicado.
Um outro teste com propriedades bem similares aos apresentados anteriormente foi desen-
volvido por Terrell (2002), o chamado teste gradiente. Ele fundamenta-se em uma modificagao
da estatistica Sg. Terrell (2002) mostrou que estatistica gradiente, denotada por S, possui pro-
priedades similares as trés estatisticas cldssicas. A grande vantagem da estatistica gradiente estd

na facilidade de calculd-la, uma vez que assim como a estatistica Sz g, ndo ha necessidade de se
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obter a matriz de informagao de Fisher. A estatistica S é dada por
Sy = £(60)7(6 — 6p).

Vale ressaltar que, sob as condi¢gdes usuais, as estatisticas Sy, Spr, Sg € St sdo assintoti-
camente equivalentes, isto €, sob Hy, ambas seguem uma distribui¢do aproximadamente x?, em
que t € o numero de parametros fixados na hipétese H. Para os testes em questdo, rejeitamos a
hipétese H, se o valor observado da estatistica de teste for maior que o valor critico Cy 1_,, em

que C;1_, € 0 quantil de ordem 1 — « de uma distribuigdo x7.

2.3.2 Critérios de informacao

O problema de selecdo de modelos em regressao € de grande relevancia. Nesse sentido,
os critérios de informacdo se apresentam como uma metodologia bem efetiva e simples para
a selecao do modelo 6timo. Os critérios de informacdo de Akaike (AIC), bayesiano (BIC) e
Akaike corrigido (AICc) serdo considerados para selecdo dos modelos.

O critério AIC (Akaike, 1974) parte da suposicao da existéncia de um “modelo verdadeiro”,
desconhecido, de tal forma que, para um grupo de modelos candidatos, o melhor modelo € aquele
que apresenta a menor divergéncia em relacido ao “modelo verdadeiro”. Tomando a fun¢do de
log-verossimilhan¢ga maximizada como estimativa da divergéncia, penalizada pelo nimero de

parametros p indexados ao modelo, o critério AIC € dado por

~

AIC = —20(8) + 2p, (2.13)

~

em que ¢(0) é a fungdo de log-verossimilhanga maximizada e p representa o nimero de para-
metros do vetor 6. Sakamoto, Ishiguro e Kitagawa (1986) e Sugiura (1978) afirmam que o AIC
pode apresentar desempenho ruim diante de um ndmero elevado de parametros, o que, por sua
vez, pode induzir a uma conclusio equivocada em relagdo ao melhor modelo. Buscando corrigir
o viés causado em virtude da circunstancia apresentada, Bozdogan (1987) prop6s uma correcao

ao AIC, conhecido como critério AICc, o qual € dado por

2p(p + 1)

AlICc = AIC + ,
n—p—1

(2.14)
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em que n € o tamanho da amostra.

O critério BIC foi proposto por Schwarz (1978) e assume o pressuposto da existéncia
de um ‘modelo verdadeiro”, o critério bayesiano € definido como a estatistica que maximiza
a probabilidade de escolha do modelo verdadeiro, dentre os modelos postulados. Além de
penalizar o nimero de parametros, o critério BIC também leva em considera¢do o tamanho da
amostra e é dado por

BIC = —2/() + plog(n).

Vale ressaltar que, para os trés critérios de informagao apresentados, o melhor modelo, dentre

os modelos candidatos, € aquele que apresenta o menor valor do critério de informacao.

2.3.3 Residuos

Os residuos compdem um importante ferramenta na andlise de diagndstico de modelos de
regressao, sendo tteis na deteccdo de indicios da inadequabilidade de ajuste, outliers, entre outros
problemas. Dois residuos que sdo bastante utilizados s@o os residuos Cox-Snell generalizado
(GCS) e oresiduo quantil aleatorizado (RQ). Os residuos GCS (Cox e Snell, 1968) sdo geralmente
utilizados para avaliar a qualidade do ajuste global do modelo, sendo amplamente utilizados para
dados com resposta assimétrica, principalmente na avaliacdo da qualidade do ajuste do modelos

de andlise de sobrevivéncia. Os residuos GCS sdo dados por
79 — —log(1 — Fy (yi; Qi 1)), i=1,2,....n, (2.15)

em que Fy (y;; Qi, QZ;,) ¢é dada pela Equacao (2.5). Segundo Lee e Wang (2003), se o modelo esta
corretamente especificado, os residuos GCS seguem uma distribui¢do exponencial padrao.
Os residuos RQ (Dunn e Smyth, 1996) sdo usualmente utilizados em modelos aditivos

generalizados para localizacao, escala e forma. Esses residuos sdo dados por

EQR:(I)_l(FY(yu@mggz))a 1= ]_727...,71, (216)

1

em que $(-)~' € a funcdo inversa da FDA da distribuicdo normal padrao. Os residuos RQ

seguem uma distribui¢cao normal padrdo se o modelo postulado est4 corretamente especificado.
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Para ambos os residuos, o pressuposto da distribui¢dao pode ser verificado por meio de técnicas

gréficas, testes de hipdteses e estatisticas descritivas.

2.4 Estudos de simulacao de Monte Carlo

Nesta secdo iremos apresentar os resultados de dois estudos de simulacdo de Monte Carlo
para o modelo de regressdo log-simétrico quantilico. Na primeira simulacdo sdo avaliados o
desempenho dos estimares de mdxima verossimilhanca, dos critérios de informacao e dos resi-
duos. Na segunda simulagdo, é avaliada o desempenho dos testes Wald (Sy), score (Sg), razao
de verossimilhanca (S ) e gradiente (S7). Em ambas as simulacdes, o seguinte cendrio € con-
siderado: tamanhos de amostra: n = 50, 100, 200, quantis ¢ = 0.25, 0.5, 0.75, 5,000 réplicas de
Monte Carlo, com as seguintes distribuicdes log-simétricas: log-normal (log-NO), log-Student-¢
(log-t), log-exponencial-poténcia (log-PE), log-hiperbdlica (log-HP), log-slash (log-SL), log-
normal-contaminada (log-CN), Birnbaum-Saunders estendida (EBS), e Birnbaum-Saunders-¢
estendida (EBS-t). Os valores dos parametros extras para as distribui¢des consideradas foram:
¥ = 3 (log-t), ¥ = 0.3 (log-PE), ¥ = 2 (log-HP), ¥ = 4 (log-SL), ¥, = 0.1, = 0.2 (log-CN),
¥ = 0.5 (EBS), e ¥; = 0.5,05 = 3 (EBS-1).

2.4.1 Estudo de Monte Carlo 1: desempenho dos estimadores, critérios de informacao e

residuos

O modelo utilizado para geracdo das amotras € dado por

VTo+ i :
Yi:(ﬂ0+/61xi)617—0 lea 221727"'an7

com os valores verdadeiros dos pardmetros fixados em 3y = 1.5, 51 = 0.5, 79 =1, 7 = 0.5, ¢

¢; ~ QLS(1,1, g). Os valores das covaridveis x;, w; sdo geradas das distribui¢des Bernoulli(0.5)

e Uniforme(0,1), respectivamente. Para avaliar o desempenho dos estimadores de maxima ve-

rossimilhanca, as estimativas do viés e do erro quadritico médio (EQM) sdo computadas via

simulacao de Monte Carlo, e sdo dadas, respectivamente, por

1M 1]V[

Vies(p) = 12> (8" — ). EQM(@) = 17> (3" —¢)*,

r=1 r=1
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em que ¢ e P(") representam o valor verdadeiro do parimetro e sua respectiva r-ésima estimativa,
respectivamente, enquanto que M representa o nimero de réplicas de Monte Carlo utilizadas.
Sdo computadas também nessa simulag@o as probabilidades de cobertura (PC) do intervalo de

confianca (IC) de 95% baseado na normalidade assintética (2.12), as quais sdo obtidas fazendo

M
AN 1 ~(T ~\T
PC(®) = 47 S I 80,800,
r=1

em que /(-) é uma func¢do indicadora tal que ¢ pertence ao r-ésimo intervalo [A%"), SE(UT)], com

A(LT) e @g) sendo os r-ésimos limites inferior e superior estimados do IC de 95%.

Além da andlise da performance dos estimadores de maxima verossimilhanga, os critérios
de informacdo para selecdo de modelos AIC, BIC e AICc também foram avaliados para o
modelo de regressao quantilica proposto. A ideia € avaliar quao bem esses critérios escolhem
a distribui¢do log-simétrica correta. Por exemplo, se geramos amostras do modelo de regressao
log-normal quantilico, devemos computar, para cada réplica de Monte Carlo, o AIC, BIC e
AICc para os modelos log-normal e todas as outras distribui¢des. A média entdo desses valores
¢ computada e o modelo com os menores valores para os critérios € o escolhido (nesse caso,
espera-se que seja o log-normal). Por fim, uma andlise do desempenho dos residuos GCS e RQ
¢ realizada, ou seja, avalia-se a distribui¢cao empirica dos residuos. Nesse caso, para cada réplica
de Monte Carlo, os residuos GCS e RQ associados a um modelo de regressao log-simétrico
quantilico sdo computados bem como suas correspondentes medidas descritivas, tais como
média, desvio-padrao (SD), coeficiente de assimetria (CS) e coeficiente de curtose (CK). Entdo,
sdo computadas as médias de cada medida descritiva. Espera-se que tais médias sejam proximas

aos valores tedricos. Os passos desse primeiro estudo de simulagdo de Monte Carlo é descrito

no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Passos para o estudo de Monte Carlo 1.

1: Escolher o modelo de regressdao log-simétrico quantilico baseado em algum gerador de
densidade g(-) da Tabela 2.1 e fixar os pardmetros do modelo.

2: Gerar 5000 amostras baseadas no modelo escolhido.

3: Estimar os parametros do modelo pelo método da maxima verossimilhanga para cada
amostra.

4: Estimar o viés, o EQM e a PC com base nas 5000 réplicas.

5: Computar, para cada réplica, os residuos GCS e RQ e as respectivas estatisticas descritivas:
media, mediana, SD, CS e CK. Computar as médias das estatisticas descritivas com base
nas 5000 réplicas.

6: Computar, para cada réplica, os valores dos critérios de informacao AIC, BIC e AICc para
o modelo escolhido e para diferentes modelos da Tabela 2.1. Computar a percentagem que
acertadamente os critérios de informacao AIC, BIC e AICc, escolhem o modelo correto, ou
seja, o modelo baseado no processo gerador dos dados.

As Tabelas 2.2-2.9 apresentam os resultados das simulagdes de Monte Carlo baseados nas
distri-bui¢des log-NO, log-t, log-PE, log-HP, log-SL, log-CN, EBS e EBS-t. Os seguintes
resultados para as estimativas de maxima verossimilhanca sdo apresentados: viés, EQM e PC.
Uma andlise das Tabelas 2.2-2.9 permite concluir que como esperado, em geral, a medida
que o tamanho da amostra aumenta, o viés e o EQM diminuem, para todas as distribui¢des
consideradas. Ainda, ressalta-se que a PC se aproxima do nivel de confianca nominal de 95% a
medida que aumentamos o tamanho da amostra. Por exemplo, para amostras de tamanho n = 50,
a PC € de aproximadamente 93%, para n = 200, a PC € de aproximadamente 95%. Com os
resultados apresentados nessas tabelas, pode-se observar também que o EQM do estimador de
71 € sempre maior para o modelo de regressdao com ¢ = 0.5 que em relagdo aos quantis ¢ = 0.25
e ¢ = 0.75, para todas as distribui¢des analisadas. Outro aspecto que deve ser ressaltado é que
os EQMs dos estimadores de (3, e 7; sdo sempre maiores do que os estimadores associados aos

outros coeficientes do modelo.
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Tabela 2.2: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressao quantilica
log-NO.

n = 50 n = 100 n = 200

q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC

By 0.04494 021187 0.9378 0.02548 0.07570 0.9408 0.00639 0.03417 0.9490

005 1 —000517 031041 09366  —0.01253 014261 09400 0.00313 0.07205 0.9446
5 —0.08922 0.19829 0.9376  —0.04883 0.07609 0.9418  —0.02215 0.03902 0.9502
7 0.01857 0.47784 0.9430 0.01845 0.20340 0.9422 0.00481 0.10433 0.9516

B,  0.00802 0.19609 0.9330 0.00623 0.06855 0.9398  —0.00258 0.03038 0.9498

05 B 000565 031264 09358  —0.01274 0.14346 09384 0.00266 0.07201 0.9480
P 5 —0.09039 023368 09332  —0.04718 0.08827 0.9386  —0.02093 0.04420 0.9522

7 002074 0.59772 0.9374 0.01492 0.25472 0.9432 0.00232 0.12644 0.9540

By —0.03438 0.13609 0.9366  —0.01331 0.07714 09396  —0.01170 0.03487 0.9424

075 O 000155 031954 09336  —0.01247 0.14316 09398 0.00253 0.07186 0.9488

70 —0.10746 0.19714 0.9360 —0.04470 0.07654 0.9384 —0.01996 0.03862 0.9512
T 0.05292 0.47134 0.9426 0.00976  0.20408 0.9424 0.00033 0.10397 0.9496

Tabela 2.3: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressdo quantilica

log-t (¥ = 3).
n = 50 n =100 n = 200

4 Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
B 0.05723 035426 0.9226 0.02137 0.13608 0.9390 0.01011 0.06332 0.9438
05 B —001033 048476 0.9340 0.00568 0.21711 0.9390  —0.00399 0.10860 0.9496
7, —0.09946 036506 09332  —0.05036 0.14223 09354  —0.01374 0.07637 0.9452
7 0.03662 0.84097 0.9414 0.01999 036923 0.9360 -0.00971 0.19696 0.9446
B, —0.00009 033458 0.9278  —0.00367 0.11682 0.9366  —0.00144 0.05375 0.9476
05 B 000682 051008 0.9288 0.00620 021809 0.9392  —0.00339 0.10864 0.9478
25, —0.08664 0.43086 09302  —0.05151 0.17611 09370  —0.01108 0.09616 0.9408
7 002129 1.16259 0.9358 0.02734 051431 09414  —0.01276 027128 0.9450
By —0.04706 037799 09250  —0.02775 0.13861 09364  —0.01245 0.06492 0.9430
075 B 000673 050690 09298 0.00665 0.21735 0.9396  —0.00313 0.10819 0.9498
Y —0.09495 034629 09320  —0.05336 0.13944 09388  —0.01596 0.07606 0.9476
7 0.02797 0.83592 0.9356 0.02692 035996 0.9440  —0.00512 0.19132 0.9482

Tabela 2.4: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressdo quantilica
log-PE (¥ = 0.3).

n =50 n = 100 n = 200

q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
B, 0.03967 037253 0.9258 0.02905 0.13351 0.9380 0.01162 0.07233 0.9388
05 B 000865 053300 0.9272 0.00046 0.22886 0.9434 0.00072 0.11441 0.9438
5 —0.09984 023753 0.9344  —0.04151 0.10144 09440  —0.02117 0.04064 0.9500
7 0.03592 0.58700 0.9376 0.00376 0.27762 0.9430 0.00477 0.11494 0.9472

Bo —0.00349 0.20361 0.9296 0.00462 0.11724 0.9416 0.00002  0.06459 0.9392

05 B —000374 045932 09378 0.00065 0.22971 0.9406 0.00077 0.11494 0.9430

7o —0.08881 0.29855 0.9330 —0.04069 0.11968 0.9464 —0.02006 0.04712 0.9472

T 0.01916 0.96609 0.9314 0.00210 0.35393 0.9464 0.00228 0.14724 0.9422

Bo —0.05048 0.23064 0.9310 —0.01718 0.12940 0.9330 —0.00948 0.06530 0.9428

075 B1 —0.00121 0.45677 0.9412 —0.00203 0.22307 0.9438 —0.00268 0.11625 0.9378
' 70 —0.07954 0.19601 0.9342 —0.03317 0.09536 0.9364 —0.01860 0.04493 0.9480
T 0.00446 0.54319 0.9334 —0.01392 0.30320 0.9406 —0.00088 0.13713 0.9478
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Tabela 2.5: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressdo quantilica
log-HP (¥ = 2).

n = 50 n = 100 n = 200

q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
B, 004341 0.12272 0.9244 0.01370 0.06625 0.9460 0.00484 0.01944 0.9510

05 1 —001192 025651 0.9228 0.00355 0.11393 0.9446 0.00100 0.03268 0.9546
5 —0.09152 026537 0.9386  —0.04850 0.09725 0.9414  —0.01914 0.04941 0.9456
7 0.02235 078818 0.9368 0.01685 0.27689 0.9466 0.00534 0.14225 0.9464

B, 0.00800 0.11653 0.9250  —0.00464 0.03579 0.9358 0.00132 0.02724 0.9534

05 B —000928 024365 0.9308 0.00624 0.07025 0.9374  —0.00139 0.05645 0.9488
P 5 —0.09105 023209 09356  —0.04459 0.11275 0.9422  —0.02084 0.05383 0.9480
7 0.02449 0.60907 0.9388 0.01181 0.31179 0.9470 0.00564 0.16596 0.9520

By, —0.02912 0.14252 09330  —0.01710 0.04095 09362  —0.00667 0.03108 0.9514
075 (i —000218 022892 0.9400 0.00600 0.07011 0.9384  —0.00112 0.05636 0.9492
Y0y —0.08729 020085 0.9366  —0.04657 0.09803 0.9408  —0.01984 0.04618 0.9464
7 001938 0.56486 0.9388 0.01505 0.24663 0.9444 0.00288 0.13103 0.9528

Tabela 2.6: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressdo quantilica
log-SL (¢ = 4).

n = 50 n =100 n = 200
4 Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
B, 0.04513 0.18733 0.9360 0.02660 0.09976 0.9406 0.00591 0.05687 0.9448
05 i —001673 038210 09398  —0.01562 0.18943 09394 0.00751 0.10493 0.9444
7, —0.08512 0.17147 09306  —0.04243 0.08096 0.9410  —0.01660 0.04662 0.9408
7 001686 046471 0.9350 0.01067 0.23064 0.9442 0.00140 0.12478 0.9434

B, 0.00024 0.15159 09354  —0.00169 0.11140 09456  —0.00082 0.04713 0.9510

05 B —000578 039991 09350 0.00150 0.20521 0.9466 0.00134 0.09196 0.9462
2 —0.09047 0.19744 09228  —0.04150 0.11226 0.9404  —0.01601 0.04652 0.9490
7 002633 0.57069 0.9280 0.01002 0.32505 0.9428  —0.00529 0.15561 0.9528

By —0.04315 0.18198 09320  —0.01470 0.11162 09434  —0.00857 0.05156 0.9452

075 B 000021 040340 09322 —0.01007 0.18708 0.9460  —0.00455 0.09277 0.9464
YO —0.09574 0.18798 09344  —0.03966 0.08969 0.9430  —0.02439 0.04361 0.9416
7 0.03542 046394 0.9414 0.00483 0.25233 0.9408 0.01075 0.11783 0.9452

Tabela 2.7: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressdo quantilica
log-CN (¢ = 0.1,v; = 0.2).

n =50 n = 100 n = 200
q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
Bo 003428 0.29328 0.9298 0.01734 0.10322 0.9394 0.00958 0.04582 0.9476
05 1 —000047 040343 0.9352 0.00098 0.17773 0.9370  —0.00548 0.08839 0.9462
5 —0.08920 0.19994 0.9344  —0.04330 0.09862 0.9404  —0.01747 0.05315 0.9486
7 0.03943 0.52512 0.9388 0.01604 0.26394 0.9446 0.00265 0.14103 0.9508
B, 0.00152 0.14127 09348  —0.00149 0.08951 0.9416 0.00158 0.03971 0.9514
05 B —0.00866 037150 09310 0.00227 0.17737 0.9384  —0.00565 0.08850 0.9454
P 5 —0.07597 026109 0.9344  —0.04236 0.11553 09362  —0.01608 0.06270 0.9518
7 001602 0.81035 0.9380 0.01602 0.34129 0.9388 0.00080 0.18008 0.9462
By —0.03343 0.17552 09368  —0.02022 0.10162 0.9374  —0.00631 0.04599 0.9492
05 (1 —000868 036991 0.9374 0.00286 0.17763 0.9372  —0.00573 0.08824 0.9458
O —0.07384 024572 0.9282  —0.04242 0.09721 0.9408  —0.01600 0.05257 0.9516

T 0.00432 0.66144 0.9344 0.01407 0.26288 0.9384 —0.00014 0.13954 0.9476
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Tabela 2.8: Viés, EQM e PC baseados nos dados simulados do modelo de regressao quantilica

EBS (¥ = 0.5).
n = 50 n = 100 n = 200

q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
By,  0.01121 0.00881 0.9350 0.00491 0.00430 0.9414 0.00248 0.00226 0.9418
05 1 —000343 001558 09380  —0.00037 000810 09488 0.00062 0.00413 0.9422
0 —0.09553  0.14441 09276  —0.05220 0.07498 0.9378  —0.02107 0.03415 0.9466
7 0.01635 045149 0.9368 0.02227 0.20758 0.9460 0.00437 0.10093 0.9470
By, —0.00116 0.00698 0342  —0.00022 0.00383 0.9404 0.00015 0.00210 0.9444
05 B 000448 001744 09310 0.00009 0.00805 0.9452 0.00098 0.00414 0.9446
P 5 —0.09376 0.19738 09332 —0.05998 0.08609 0.9440  —0.02061 0.03796 0.9482
7 001882 0.73957 0.9316 0.03481 0.24082 0.9472 0.00267 0.12472 0.9474
By, —0.01071 001067 09334  —0.00507 0.00457 09374  —0.00294 0.00236 0.9418
075 B 000300 001839 0.9264 0.00085 0.00849 0.9400 0.00081 0.00420 0.9428
Y4 —0.09893 023746 09292  —0.04283 0.08525 0.9330  —0.02446 0.02988 0.9416
7 002173 0.60652 0.9346 0.01077 0.22118 0.9382 0.00422 0.08813 0.9404

Tabela 2.9: Viés, EQM e PC dos pardmetros do modelo de regressao com erros Log-ST(0.5,3).

n = 50 n = 100 n = 200
q Viés  EQM PC Viés  EQM PC Viés  EQM PC
B, 0.01005 0.01464 09318 0.00464 0.00826 0.9382 0.00212 0.00375 0.9474

005 DI 000289 002661 09328 0.00164 0.01367 0.9390 0.00096 0.00662 0.9470
=27 —0.09564 023770 09374  —0.04201 0.13874 09462  —0.01412 0.06065 0.9464
7 0.03524 0.72409 0.9428 0.00279 0.41689 0.9496  —0.00590 0.16126 0.9524

B, —0.00034 0.01362 0.9308 0.00017 0.00773 0.9420 0.00100 0.00334 0.9476

05 P —0.00056 002825 09296 000122 001328 09426 ~ —0.00125 0.00654 09446
2 7 —0.08863 037166 09340  —0.03873 0.15450 0.9360  —0.02320 0.07412 0.9516
7 001687 1.01367 0.9300 0.00324 0.44647 0.9404 0.00502 0.21397 0.9514

B, —0.01242 001326 09346  —0.00528 0.00779 0.9412  —0.00219 0.00388 0.9408

075 i 000672 002939 09320 0.00133 0.01348 0.9406  —0.00126 0.00669 0.9422
27 —0.09278 0.32558 0.9374  —0.03276 0.13614 09410  —0.01992 0.05917 0.9468
7 0.03374 091462 0.9380  —0.00390 0.33330 0.9426  —0.00047 0.16003 0.9482

Na Tabela 2.10 sao apresentadas os resultados de simulacdo para os critérios de informacao

AIC, BIC e AICc. Essa tabela reporta as taxas de acerto segundo esses critérios, ou seja, a per-

centagem de vezes em que acertadamente os critérios escolheram o modelo correto (distribui¢cdo

correta). Dessa tabela, observa-se que as taxas de acerto tendam a aumentar com o aumento do

tamanho da amostra n, como esperado, e que essas taxas sdo maiores para os modelos log-NO

e EBS.
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Tabela 2.10: Taxas de acertos segundo os critérios de informacgao para os modelos de regressao
log-simétricos quantilicos.

n = 50 n = 100 n = 200

q Distribuicdo AIC BIC AICc AIC BIC AICc AIC BIC AlCc
Log-NO 0.7058 0.7058 0.7058 0.7108 0.7108 0.7108 0.7320 0.7320 0.7320
Log-t(3) 0.3464 0.3464 0.3464 0.5226 0.5226 0.5226 0.6484 0.6484 0.6484
Log-PE(0.3) 0.2526 0.2526 0.2526 0.3402 0.3402 0.3402 0.4550 0.4550 0.4550

0.25 Log-HP(2) 0.0630 0.0630 0.0630 0.1200 0.1200 0.1200 0.2272 0.2272 0.2272
' Log-SL(4) 0.0348 0.0348 0.0348 0.0934 0.0934 0.0934 0.2024 0.2024 0.2024
Log-CN(0.1,0.2) 0.2300 0.2300 0.2300 0.3542 0.3542 0.3542 0.5100 0.5100 0.5100
EBS(0.5) 0.7386 0.7386 0.7386 0.7206 0.7206 0.7206 0.7230 0.7230 0.7230
EBS-£(0.5, 3) 0.2068 0.2068 0.2068 0.3242 0.3242 0.3242 0.4790 0.4790 0.4790
Log-NO 0.7208 0.7208 0.7208 0.7242  0.7242 0.7242 0.7366 0.7366 0.7366
Log-t(3) 0.4008 0.4008 0.4008 0.5112 0.5112 0.5112 0.6400 0.6400 0.6400
Log-PE(0.3) 0.2474 0.2474 0.2474 0.3514 0.3514 0.3514 0.4430 0.4430 0.4430

0.5 Log-HP(2) 0.0618 0.0618 0.0618 0.1206 0.1206 0.1206 0.2210 0.2210 0.2210
' Log-SL(4) 0.0308 0.0308 0.0308 0.0928 0.0928 0.0928 0.2038 0.2038 0.2038
Log-CN(0.1,0.2) 0.2280 0.2280 0.2280 0.3562 0.3562 0.3562 0.5084 0.5084 0.5084
EBS(0.5) 0.7462 0.7462 0.7462 0.7298 0.7298 0.7298 0.7280 0.7280 0.7280
EBS-£(0.5, 3) 0.1990 0.1990 0.1990 0.3248 0.3248 0.3248 0.4774 04774 04774
Log-NO 0.7096 0.7096 0.7096 0.7122 0.7122 0.7122 0.7306 0.7306 0.7306
Log-t(3) 04176 0.4176 0.4176 0.5212 0.5212 0.5212 0.6452 0.6452 0.6452
Log-PE(0.3) 0.2426 0.2426 0.2426 0.3538 0.3538 0.3538 0.4486 0.4486 0.4486

075 Log-HP(2) 0.0648 0.0648 0.0648 0.1252 0.1252 0.1252 0.2256 0.2256 0.2256
' Log-SL(4) 0.0356 0.0356 0.0356 0.0938 0.0938 0.0938 0.2044 0.2044 0.2044
Log-CN(0.1,0.2) 0.2310 0.2310 0.2310 0.3574 0.3574 0.3574 0.5050 0.5050 0.5050
EBS(0.5) 0.7376 0.7376 0.7376 0.7294 0.7294 0.7294 0.7266 0.7266 0.7266

EBS-£(0.5, 3) 0.2050 0.2050 0.2050 0.3318 0.3318 0.3318 0.4750 0.4750 0.4750

Na simulag@o dos residuos, buscamos avaliar o comportamento dos residuos GCS e RQ
do modelo de regressdao quantilica. Mais precisamente, o objetivo aqui € verificar se os re-
siduos GCS e RQ se comportam de acordo com suas distribui¢des tedricas, sob os valores
de ¢ = 0.25,0.5,0.75, bem como se hd mudangas quando variamos os tamanhos amostrais
n = 50, 100, 200. Vale ressaltar também que os valores verdadeiros dos parametros do modelo
foram mantidos.

As Tabelas 2.11-2.12 apresentam os resultados da simulacdo para os residuos GCS e RQ,
respectivamente. Nesse sentido, as tabelas apresentam a média, mediana, SD, CS e CK, cujos
valores se espera que sejam 1, 0.69, 1, 2 e 6, respectivamente, para o residuo GCS, e 0, 0, 1,
0 e 0, respectivamente, para o residuo RQ. Pela Tabela 2.11 podemos observar que as médias,
medianas e SDs ficam préximas a 1, 0.69, 1, respectivamente, ou seja, do valores referéncia
de uma distribui¢do exponencial padrdo, para todos os cendrios considerados. Por outro lado,
nota-se que os valores de CS e CK tendem, me geral, para seus valores de referéncia a medida
que a amostra aumenta, sendo que os valores do CK tendem a ficar um pouco abaixo do valor

de referéncia. Na Tabela 2.12 os valores da média, mediana e do SD ficam bem préximos de 0,
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0, 1, ou seja, dos valores tedricos da distribuicdo normal padrdo. Nota-se que a medida que o
tamanho da amostra cresce, os valores de CS e CK tendem, em geral, a ficar mais préximo de

0, como esperado.
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Tabela 2.11: Resultados para os residuos GCS considerando diferentes modelos de regressao
log-simétricos quantilicos.

n =50
q  Estatistica Log-NO Log-t Log-PE Log-HP Log-SL Log-CN  EBS EBS-t
Média 0.99936 0.99404 0.99644 0.99611 0.99758 1.07521 1.00123 0.99435
Mediana  0.70226 0.69642 0.69922 0.69828 0.70149 0.63628 0.70325 0.69687

0.25 SD 0.98180 0.98300 0.98114 0.98371 0.97898 1.26828 0.97875 0.98342
CS 1.52807 1.56819 1.53842 1.55628 1.51692 1.40280 1.48478 1.56940
CK 2.55102 275474 2.58906 2.68969 2.48426 1.70423 2.31197 2.76390

Média 1.00067 0.99685 0.99964 0.99897 0.99900 1.05825 1.00188 0.99961
Mediana  0.69720 0.69518 0.69591 0.69761 0.69643 0.59712 0.69827 0.69473

05 SD 0.99083 0.98565 0.99004 0.98957 0.98663 1.30431 0.99038 0.99158
CS 1.55564 1.55944 1.55711 1.56082 1.54231 1.83512 1.53950 1.57030
CK 2.65167 2.69073 2.66652 2.68922 2.59905 3.94936 2.57457 2.73967

Meédia 1.00208 1.00216 1.00253 1.00273 1.00069 0.67645 1.00189 1.00243
Mediana  0.69355 0.69318 0.69286 0.69338 0.69325 0.24333 0.69429 0.69370

0.75 SD 1.00088 0.99531 0.99963 1.00020 0.99712 1.03971 0.99888 0.99773
CS 1.59439 1.57219 1.58905 1.59299 1.58222 2.08323 1.58600 1.58787
CK 2.82522 271662 2.79731 2.84244 277479 4.70738 2.82211 2.81158

n = 100

Média 0.99987 0.99697 0.99876 0.99849 0.99910 1.28750 1.00067 0.99611
Mediana  0.69714 0.69533 0.69572 0.69557 0.69651 0.78760 0.69647 0.69531

0.25 SD 0.99084 0.99236 0.99127 0.99113 0.99066 1.45686 0.98949 0.98831
CS 1.72120 1.75991 1.73983 1.73707 1.73105 1.57111 1.69862 1.74351
CK 3.73464 4.00959 3.85506 3.84957 3.83319 2.76641 3.60417 3.90985

Média 1.00059 0.99882 1.00014 0.99915 0.99954 1.03951 1.00105 0.99884
Mediana  0.69532 0.69495 0.69383 0.69476 0.69447 0.52992 0.69412 0.69401

05 SD 0.99504 0.99385 0.99500 0.99332 0.99527 1.32493 0.99442 0.99269
CS 1.73446  1.75317 1.74640 1.74562 1.74992 1.84787 1.72423 1.74386
CK 3.79463 3.96013 3.88064 3.91642 3.92758 3.90925 3.75120 3.87944

Meédia 1.00128 1.00145 1.00136 1.00056 1.00074 0.81053 1.00109 1.00069
Mediana  0.69339 0.69407 0.69192 0.69296 0.69286 0.32290 0.69245 0.69363

0.75 SD 1.00080 0.99851 1.00049 0.99889 0.99978 1.18421 1.00061 0.99672
CS 1.76260 1.75754 1.77238 1.76733 1.75966 2.24027 1.76164 1.74963
CK 3.95368 3.95836 4.03496 4.03327 3.95530 6.07540 3.96037 3.90162

n = 200

Meédia 1.00018 0.99908 0.99960 0.99931 0.9992 1.28156 1.00047 0.99891
Mediana  0.69487 0.69412 0.69428 0.69466 0.69592 0.79174 0.69639 0.69376

025 SD 0.99608 0.99675 0.99596 0.99618 0.99468 1.42813 0.99300 0.99496
CS 1.84419 1.86845 1.85341 1.86476 1.85288 1.57580 1.82405 1.85192
CK 4.61888 4.83472 4.69717 4.83238 4.73117 2.73989 4.49670 4.71112

Média 1.00044 0.99994 1.00031 0.99955 1.00009 1.02630 1.00051 0.99887
Mediana  0.69378 0.69361 0.69327 0.69510 0.69403 0.52399 0.69500 0.69414

05 SD 0.99827 0.99760 0.99773 0.99684 0.99801 1.29699 0.99688 0.99518
CS 1.85139 1.86526 1.85437 1.86244 1.85947 1.87475 1.84482 1.85365
CK 4.65578 4.80970 4.68798 4.78175 4.75484 4.06773 4.61053 4.71592

Media 1.00060 1.00113 1.00091 1.00036 1.00060 0.79130 1.00037 1.00022
Mediana  0.69238 0.69302 0.69282 0.69426 0.69341 0.30988 0.69382 0.69362
0.75 SD 1.00109 0.99994 1.00088 0.99948 1.00057 1.15141 0.99890 0.99836
CS 1.86760 1.86810 1.87219 1.87235 1.87140 2.27928 1.85969 1.86558
CK 476094 4.81148 4.81338 4.83858 4.83023 6.37006 4.72970 4.79141
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Tabela 2.12: Resultados para os residuos RQ considerando diferentes modelos de regressao

log-simétricos quantilicos.

n = 50
q  Estatistica  Log-NO Log-t Log-PE  Log-HP Log-SL  Log-CN EBS EBS-t
Média —0.00038 —0.00448 —0.00285 —0.00268 —0.00067  0.18892  0.00080 —0.00444
Mediana 0.00653  0.00143  0.00479  0.00311  0.00579  0.21746  0.00711  0.00186
025 SD 1.01013 1.00519 1.00885 1.00740 1.00780 1.16427 1.01208 1.00652
CS —0.02458 —0.01694 —0.02598 —0.01574 —0.02771 —0.08877 —0.03768 —0.01799
CK —0.31632 —0.29297 —0.29107 —0.29093 —0.30447 —0.58239 —0.33039 —0.28323
Média —0.00014 —0.00099 —0.00031 0.00008 —0.00011 —0.00200  0.00020  0.00108
Mediana 0.00019 —0.00042  0.00067  0.00219 —0.00048 —0.00075  0.00098  0.00102
0.5 SD 1.00998 1.00367 1.00861 1.00662 1.00756 1.23045 1.01191 1.00508
CS 0.00680 —0.00422  0.00182  0.00465 —0.00058  0.00357 —0.00134  0.00789
CK —0.33186 —0.30871 —0.30544 —0.30779 —0.32195 —0.20582 —0.32464 —0.30257
Média 0.00035  0.00339  0.00197  0.00309  0.00064 —0.17968 —0.00062  0.00345
Mediana  —0.00439 —0.00268 —0.00306 —0.00301 —0.00457 —0.20295 —0.00423 —0.00217
0.75 SD 1.01012 1.00532 1.00874 1.00713 1.00779 1.17251 1.01181 1.00606
CS 0.03333  0.00835  0.02420  0.02689  0.02616  0.08275  0.02336  0.01545
CK —031318 —0.29367 —0.29421 —0.29202 —0.30382 —0.50849 —0.30819 —0.28281

n = 100
Média —0.00005 —0.00250 —0.00087 —0.00064 —0.00012  0.23444  0.00024 —0.00291
Mediana 0.00262  0.00147  0.00193  0.00145  0.00210  0.26566  0.00159  0.00141
025 SD 1.00501 1.00265 1.00447 1.00323 1.00392 1.25715 1.00610 1.00284
CS —0.01025 —0.00522 —0.01251 —0.00663 —0.01102 —0.10634 —0.01571 —0.01513
CK —0.16536 —0.15415 —0.14267 —0.15708 —0.15116 —0.39488 —0.17582 —0.14859
Média 0.00016 —0.00017  0.00021 —0.00024  0.00003 —0.00104  0.00012 —0.00021
Mediana 0.00031  0.00092 —0.00045  0.00027 —0.00054 —0.00022 —0.00142 —0.00030
0.5 SD 1.00498 1.00170 1.00435 1.00344 1.00357 1.26945 1.00602 1.00241
CS 0.00452  0.00124  0.00027 —0.00037  0.00317 —0.00300  0.00026 —0.00107
CK —0.17381 —0.16176 —0.15378 —0.15974 —0.14998 —0.42956 —0.17600 —0.16302
Média 0.00031  0.00199  0.00106  0.00076  0.00056 —0.23798 —0.00049  0.00134
Mediana  —0.00207 —0.00015 —0.00283 —0.00195 —0.00257 —-0.26895 —0.00353 —0.00074
0.75 SD 1.00510 1.00256 1.00443 1.00362 1.00398 1.26510  1.00597 1.00284
CS 0.01961  0.00747  0.01308  0.01236  0.01712  0.10668  0.01872  0.00490
CK —0.16354 —0.15548 —0.14104 —0.14852 —0.15370 —-0.36732 —0.16617 —0.15229

n = 200
Média 0.00016 —0.00058 —0.00024 —0.00035 —0.00030  0.23705  0.00052 —0.00103
Mediana 0.00098  0.00060  0.00079  0.00107  0.00243  0.26940  0.00278  0.00103
025 SD 1.00243 1.00123 1.00221 1.00190 1.00176 1.24485 1.00297 1.00141
CS —0.00194 —0.00108 —0.00487 —0.00403 —0.00663 —0.11239 —0.01314 —0.00346
CK —0.08664 —0.07952 —0.07249 —0.07082 —0.07804 —0.40279 —0.08985 —0.08044
Média 0.00009  0.00045  0.00032 —0.00013  0.00016 —0.00058  0.00006 —0.00057
Mediana ~ —0.00038 —0.00006 —0.00049  0.00168  0.00003  0.00009  0.00104  0.00008
0.5 SD 1.00249 1.00087 1.00216 1.00159 1.00183 1.25481 1.00301 1.00127
CS 0.00605  0.00235  0.00152  0.00091  0.00558 —0.00009 —0.00049 —0.00437
CK —0.09175 —0.08312 —0.07903 —0.08080 —0.08750 —0.43546 —0.08946 —0.08011
Média —0.00001 0.00143  0.00070  0.00048  0.00044 —0.23952 —0.00027  0.00051
Mediana  —0.00214 —0.00077 —0.00102  0.00063 —0.00074 —0.27161 —0.00046 —0.00004
0.75 SD 1.00249 1.00121 1.00221 1.00173 1.00194 1.24974  1.00294 1.00142
CS 0.01398  0.00592  0.00897  0.00642  0.01168  0.11432  0.00587  0.00316
CK —0.08627 —0.07922 —0.07190 —0.07527 —0.08225 —0.38922 —0.08485 —0.07795

2.4.2 Estudo de Monte Carlo 2: tamanho e poder dos testes

No segundo estudo de simulagdo de Monte Carlo foi realizada uma anélise do desempenho

dos testes de hipéteses Sy, Spr, Sr € St para os modelos de regressdo log-simétricos quan-
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tilicos, sendo que estes testes sdo analisados sob duas perspectivas: tamanho (taxa de rejei¢ao
nula) e poder (taxa de rejeicao nao-nula). Os niveis de significAncia nominais utilizados foram
a = 0.01,0.05,0.1, os quantis e tamanhos amostrais utilizados foram os mesmos do estudo de

simulacao anterior. O modelo utilizado para geracdo das amostras ¢ dado por

Y= (Bo + Biz1i + Bawa; + 53933i)e;/$, 1,...,n,

em que ¢; ~ QLS(1,1,g), as varidveis independentes x; sdo simuladas de acordo com uma
distribuicdo Bernoulli(0.5), os coeficientes nao fixados sob Hy sdo 5, = 1,V 5, # 0e ¢ = 3,
isto &, os coeficientes /3; ndo fixados sob H( sdo iguais a 1. Um processo descritivo para obtenc¢ao
das estimativas de Monte Carlo para o tamanho/poder do teste segue de acordo com o Algoritmo

2.

Algoritmo 2 Etapas para obtencdo do tamanho e poder do teste.

1: Fixar o nimero de parametros ¢ sob I, e o nivel de significancia nominal «.

2: Fixar os parAmetros e gerar 5000 amostras de tamanho n baseada na g(-) escolhida da Tabela
2.1, de acordo com o modelo postulado em H, para o tamanho do teste, ou de acordo com
o modelo postulado em H; para o poder do teste.

3: Estimar os parametros do modelo pelo método da maxima verossimilhangca para cada
amostra.

4: Calcular as estatisticas de teste Sy, S.gr, Sg € St para cada amostra.

5: Calcular o valor critico C; ;_, com base no valor de o e no nimero de parametros ¢ fixado
sob Hy.

6: Obter o tamanho/poder do teste calculando a propor¢do de réplicas da estatistica de teste
(Sw, Str, Sr € S7) maior que o valor critico C ;.

Nas Tabelas 2.13-2.20 sao apresentadas as taxas de rejeicdo nula para diferentes modelos
de regressdo log-simétricos quantilicos. O interesse aqui € testar Hy : f; = --- = [ = 0, para
t = 1,3, ou seja, a proporcao de vezes que cada estatistica (Sy, Spr, Sr € Sr) € maior que
o quantil 1 — « da distribui¢do de referéncia x?. A escolha de analisar o comportamento do
teste fixando diferentes quantidades de parametros foi com o objetivo de observar se existem
diferencas na desempenho do teste sob esses cendrios. De fato, podemos notar uma diferenca
nas taxas de rejei¢ao nula dos testes. Por exemplo, para ¢ = 1, as taxas de rejeicdo nula se
aproximam mais dos niveis nominais adotados se comparados quando testamos parametros
simultaneamente, com ¢ = 3. Vale ressaltar também que a medida que aumentamos o tamanho

da amostra, as taxas de rejeicdo nula se aproximam dos correspondentes niveis nominais. Em
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geral, as estatisticas Sy, e Spg, em relacdo as demais estatisticas, apresentam taxas de rejeicao
mais préximas do nivel nominal fixado a medida que aumentamos a amostra.

As Figuras 2.1-2.8 apresentam as curvas de poder correspondentes aos quatro testes. Foram
computados as taxas de rejei¢cdo nao-nula considerando a hipétese Hy : §; = --- = [, contra
Hy:py=--=p=0,0l=0,1,...,4, em que a funcdo poder é denotada por (). Ressalta-
se que o poder foi calculado considerando o tamanho amostral de n = 100 e a = 0.01, pois
resultados similares foram observados para outras configuragdes. Com excecao dos modelos
com distribui¢des EBS (9 = 0.5) e EBS-t (91 = 0.5,9 = 3), o poder do teste para testar
Hy com t = 3 pardmetros, se comparado com ¢ = 1, é mais elevado, o que indica que os
testes estudados sdo mais eficientes quando testamos multiplos parametros. No geral, vemos
que o poder do teste € maior para a estatistica Sg, seguida pela estatistica S, para testar
t = 3 parametros simultaneamente. Para ¢ = 1, o poder do teste usando as estatisticas Sg
e St praticamente coincidem. Para o modelo de regressdo quantilica com distribuicdes EBS
(¥ = 0.5) e EBS-t (¢; = 0.5,95 = 3), as curvas de poder dos quatro testes se sobrepuseram,
excecdo para a curva de poder do teste Wald (um pouco acima das demais) com ¢t = 1 para
o modelo EBS-t (¢; = 0.5,95; = 3). Em geral, todos os poderes dos testes se aproxima de 1

conforme || aumenta, como esperado.
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Tabela 2.13: Tamanho dos testes para o modelo de regressio log-NO quantilico, sob Hy : f; =

=B, =0.
. n =50 n =100 n = 200

4 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sw  0.0276 0.0864 0.1272 0.0136 0.0586 0.1078 0.0150 0.0588 0.1056

095 Srr 0.0132 0.0644 0.1162 0.0118 0.0538 0.1134 0.0068 0.0530 0.1046

) Sk 0.0238 0.0716 0.1172 0.0244 0.0698 0.1158 0.0240 0.0722 0.1204

St 0.0186 0.0704 0.1562 0.0210 0.0674 0.1224 0.0174 0.0712 0.1186

Sw 0.0294 0.0848 0.1438 0.0146 0.0596 0.1100 0.0154 0.0594 0.1090

305 Srr 0.0170 0.0732 0.1124 0.0130 0.0538 0.1114 0.0110 0.0504 0.1064

) Sr 0.0248 0.0716 0.1172 0.0244 0.0698 0.1158 0.0240 0.0722 0.1204

Sr  0.0186 0.0680 0.1276 0.0210 0.0674 0.1224 0.0174 0.0712 0.1186

Sw  0.0296 0.0836 0.1412 0.0140 0.0590 0.1098 0.0158 0.0584 0.1074

075 Srr 0.0146 0.0668 0.1184 0.0130 0.0548 0.1148 0.0116 0.0544 0.1040

’ Sr 0.0248 0.0716 0.1172 0.0244 0.0698 0.1158 0.0240 0.0722 0.1162

Sr  0.0186 0.0704 0.1276 0.0212 0.0674 0.1224 0.0174 0.0694 0.1186

Sw  0.0172 0.0818 0.1390 0.0136 0.0588 0.1154 0.0104 0.0554 0.1026

095 Srr 0.0420 0.1296 0.1908 0.0254 0.0906 0.1494 0.0160 0.0482 0.0788

) Sk 0.0102 0.0470 0.1024 0.0102 0.0506 0.0954 0.0104 0.0486 0.0980

St 0.0140 0.0722 0.1216 0.0196 0.0650 0.1200 0.0178 0.0670 0.1280

Sw  0.0226 0.0824 0.1382 0.0138 0.0606 0.1158 0.0098 0.0552 0.1048

1 05 Srr  0.0406 0.1290 0.1984 0.0264 0.1086 0.1344 0.0140 0.0516 0.0944

) Sk 0.0080 0.0470 0.1024 0.0102 0.0506 0.0954 0.0104 0.0486 0.0980

Sr  0.0190 0.0722 0.1216 0.0196 0.0650 0.1200 0.0170 0.0670 0.1282

Sw  0.0230 0.0830 0.1398 0.0138 0.0606 0.1158 0.0100 0.0556 0.1052

075 Srr 0.0388 0.1308 0.1944 0.0250 0.0894 0.1482 0.0156 0.0448 0.0766

' Sk 0.0080 0.0470 0.1024 0.0102 0.0506 0.0954 0.0104 0.0486 0.0980

Sr  0.0206 0.0722 0.1216 0.0196 0.0650 0.1200 0.0170 0.0670 0.1282

)

Figura 2.1: Curva de poder dos testes para o modelo de regressao log-NO quantilico.
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Tabela 2.14: Tamanho dos testes para o modelo de regressdo log-t (¢ = 3) quantilica, sob
Hy:py=---=p0=0.
. n =50 n = 100 n = 200
g 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sw  0.0270 0.0920 0.1486 0.0160 0.0696 0.1186 0.0152 0.0562 0.1098
Spr 0.0162 0.0644 0.1280 0.0114 0.0544 0.1108 0.0122 0.0534 0.1082

0.25 Sr 0.0244 0.0714 0.1178 0.0226  0.0654 0.1078 0.0232  0.0664 0.1132

Sy 0.0204 0.0782 0.1422 0.0188 0.0718 0.1236 0.0192 0.0696 0.1242

Sw  0.0274 0.0920 0.1486 0.0156 0.0696 0.1186 0.0150 0.0562 0.1098

305 Spr 0.0146 0.0728 0.1248 0.0134 0.0584 0.1132 0.0124 0.0506 0.1092
' Sk 0.0244 0.0714 0.1178 0.0232 0.0654 0.1078 0.0232 0.0664 0.1132

Sy 0.0214 0.0782 0.1300 0.0188 0.0718 0.1236 0.0192 0.0696 0.1242

Sw 0.0290 0.0912 0.1494 0.0148 0.0676 0.1182 0.0152 0.0582 0.1094

075 Spr 0.0138 0.0754 0.1212 0.0122 0.0562 0.1110 0.0096 0.0570 0.1014

' Sk 0.0244 0.0714 0.1178 0.0226 0.0654 0.1078 0.0232  0.0664 0.1132

Sy 0.0214 0.0782 0.1424 0.0188 0.0718 0.1236 0.0192 0.0696 0.1242

Sw  0.0176 0.0658 0.1230 0.0158 0.0702 0.1216 0.0154 0.0652 0.1130

025 Spr 0.0456 0.1486 0.2258 0.0318 0.1172 0.1826 0.0242 0.0776 0.1232

' Sk 0.0088 0.0496 0.1006 0.0098 0.0452 0.0928 0.0098 0.0468 0.0968

Sy 0.0232 0.0684 0.1208 0.0178 0.0690 0.1208 0.0184 0.0642 0.1192

Sw  0.017 0.0700 0.1224 0.0142 0.0646 0.1216 0.0152 0.0692 0.1152

1 05 Spr 0.0432 0.1486 0.2258 0.0362 0.1172 0.1826 0.0214 0.0776 0.123
' Sk 0.0088 0.0496 0.1006 0.0098 0.0452 0.0928 0.0098 0.0468 0.0968

Sy 0.0224 0.0752 0.1332 0.0178 0.0690 0.1208 0.0184 0.0642 0.1192

Sw 0.0178 0.0702 0.1242 0.0152 0.0638 0.1250 0.0154 0.0684 0.1158

075 Spr 0.0566 0.1486 0.2258 0.0348 0.1172 0.1826 0.0232  0.0776 0.1230

Sk 0.0088 0.0496 0.1006 0.0098 0.0452 0.0928 0.0098 0.0468 0.0968
Sy 0.0224 0.0752 0.1332 0.0178 0.0690 0.1208 0.0184 0.0640 0.1192

Figura 2.2: Curva de poder dos testes para o modelo de regressdo log-t (¢} = 3) quantilico.
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Tabela 2.15: Tamanho dos testes para o modelo de regressao log-PE (¢ = 0.3) quantilica, sob

Hy:py=---=p0=0.
. q n =50 n = 100 n = 200
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw 0.0284 0.0906 0.1508 0.0180 0.0684 0.1180 0.0148 0.0532 0.1066
095 Srr 0.0114 0.0630 0.1154 0.0142 0.0610 0.1158 0.0110 0.0544 0.1006
' Sk 0.0218 0.0644 0.1078 0.0276 0.0714 0.1134 0.0222 0.0646 0.1122
St 0.0218 0.0772 0.1270 0.0218 0.0706 0.1246 0.0170 0.0628 0.1174
Sw 0.0276 0.0894 0.1548 0.0204 0.0688 0.1196 0.0158 0.0540 0.1060
305 Srr 0.0130 0.0610 0.1184 0.0130 0.0552 0.1138 0.0104 0.0564 0.1052
' Sr 0.0228 0.0644 0.1078 0.0276 0.0714 0.1134 0.0222 0.0646 0.1122
St 0.0192 0.0704 0.1264 0.0218 0.0706 0.1244 0.0170 0.0630 0.1172
Sw 0.0262 0.0900 0.1534 0.0198 0.0694 0.1286 0.0150 0.0538 0.1176
075 Srr 0.0144 0.0652 0.1210 0.0108 0.0542 0.1170 0.0108 0.0552 0.1048
’ Sk 0.0228 0.0644 0.1078 0.0276 0.0714 0.1134 0.0222 0.0646 0.1122
St 0.0192 0.0736 0.1264 0.0218 0.0706 0.1244 0.0170 0.0628 0.1168
Sw  0.0166 0.0658 0.1196 0.0154 0.0536 0.1050 0.0108 0.0528 0.1042
095 Srr 0.0436 0.1580 0.2318 0.0338 0.1062 0.1716 0.0198 0.0720 0.1124
' Sk 0.0092 0.0508 0.0984 0.0092 0.0522 0.1014 0.0094 0.0468 0.0936
St 0.0206 0.0784 0.1336 0.0154 0.0690 0.1262 0.0160 0.0584 0.1122
Sw 0.0204 0.0680 0.1236 0.0160 0.0564 0.1032 0.0100 0.0548 0.1054
1 05 Srr 0.0460 0.1580 0.2318 0.0338 0.1062 0.1716 0.0198 0.0720 0.1124
' Sr 0.0068 0.0508 0.0984 0.0092 0.0522 0.1014 0.0094 0.0468 0.0936
St 0.0194 0.0784 0.1332 0.0184 0.0690 0.1262 0.0160 0.0584 0.1122
Sw 0.0204 0.0674 0.1252 0.0162 0.0564 0.1056 0.0112 0.0556 0.1072
075 Srr 0.0506 0.1580 0.2318 0.0338 0.1062 0.1716 0.0198 0.0720 0.1124
’ Sr 0.0068 0.0508 0.0984 0.0092 0.0522 0.1014 0.0094 0.0468 0.0936
St 0.0206 0.0784 0.1332 0.0184 0.0690 0.1262 0.0160 0.0584 0.1122

Figura 2.3: Curva de poder dos testes para o modelo de regressdo log-PE (¥ = 0.3) quantilico.
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Tabela 2.16: Tamanho dos testes para o modelo de regressao log-HP (19 = 2) quantilica, sob

Hy:py=---=p0=0.
. q n =50 n = 100 n = 200
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw 0.0228 0.0784 0.1322 0.0138 0.0676 0.1218 0.0174 0.0602 0.1084
095 Srr  0.0130 0.0630 0.1122 0.0144 0.0596 0.1130 0.0106 0.0542 0.1028
' Sk 0.0280 0.0712 0.1176 0.0240 0.0698 0.1110 0.0252 0.0722 0.1124
St 0.0196 0.0896 0.1432 0.0196 0.0688 0.1200 0.0208 0.0698 0.1294
Sw 0.0264 0.0782 0.1318 0.0138 0.0676 0.1212 0.0168 0.0594 0.1100
305 Srr  0.0150 0.0630 0.1122 0.0144 0.0596 0.1130 0.0106 0.0542 0.1028
' Sr 0.0240 0.0698 0.1110 0.0252 0.0722 0.1124 0.0252 0.0722 0.1124
St 0.0266 0.0896 0.1432 0.0196 0.0688 0.1200 0.0208 0.0698 0.1238
Sw 0.0208 0.0828 0.1320 0.0190 0.0688 0.1254 0.0136 0.0586 0.1002
075 Srr  0.0150 0.0630 0.1122 0.0144 0.0596 0.1130 0.0106 0.0542 0.1028
’ Sk 0.0214 0.0712 0.1176 0.0240 0.0698 0.1110 0.0252 0.0722 0.1124
St 0.0196 0.0896 0.1432 0.0196 0.0688 0.1202 0.0194 0.0780 0.1238
Sw  0.0166 0.0616 0.1172 0.0142 0.0564 0.1096 0.0110 0.0490 0.0990
095 Srr 0.0372 0.1196 0.2064 0.0220 0.0782 0.1368 0.0104 0.0378 0.0664
' Sk 0.0114 0.0492 0.0998 0.0100 0.0536 0.1008 0.0108 0.0476 0.0970
St 0.0156 0.0862 0.1424 0.0184 0.0674 0.1212 0.0176 0.0676 0.1320
Sw 0.0170 0.0628 0.1178 0.0148 0.0576 0.1102 0.0104 0.0486 0.099
1 05 Srr 0.0356 0.1208 0.1902 0.0226 0.0848 0.1300 0.0140 0.0428 0.0704
' Sk 0.0106 0.0492 0.0998 0.0100 0.0536 0.1008 0.0108 0.0476 0.0970
St 0.0238 0.0860 0.1424 0.0184 0.0674 0.1212 0.0176 0.0676 0.1320
Sw  0.0168 0.0634 0.1176 0.0146 0.0580 0.1116 0.0112 0.0492 0.0994
075 Srr 0.0394 0.1018 0.1806 0.0276 0.0748 0.1260 0.0126 0.0372 0.0658
’ Sk 0.0106 0.0492 0.0998 0.0100 0.0536 0.1008 0.0108 0.0476 0.0970
St 0.0238 0.0862 0.1424 0.0184 0.0674 0.1212 0.0176 0.0676 0.1320

Figura 2.4: Curva de poder dos testes para o modelo de regressao log-HP (¥} = 2) quantilico.
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Tabela 2.17: Tamanho dos testes para o modelo de regressao log-SL (99 = 4) quantilica, sob
Hy:py=---=p0=0.
. n =50 n = 100 n = 200
g 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sw  0.0274 0.0764 0.1482 0.0166 0.0644 0.1224 0.0134 0.0554 0.1026
Spr 0.0136  0.0620 0.1276 0.0112 0.0590 0.1138 0.0122 0.0534 0.1094

0.25 Sk 0.0196 0.0666 0.1134 0.0262 0.0702 0.1186 0.0240 0.0672 0.1142

Sy 0.0226 0.0814 0.1396 0.0258 0.0750 0.1330 0.0218 0.0702 0.1282

Sw  0.0260 0.0766 0.1414 0.0168 0.0638 0.1188 0.0130 0.0630 0.1146

305 Spr 0.0134 0.0622 0.1218 0.0096 0.0534 0.1082 0.0102 0.0496 0.0992
' Sk 0.0196 0.0666 0.1134 0.0262 0.0702 0.1186 0.0240 0.0672 0.1142

Sy 0.0264 0.0814 0.1396 0.0258 0.0750 0.1330 0.0178 0.0702 0.1282

Sw  0.0264 0.0822 0.1376 0.0174 0.0640 0.1180 0.0126 0.0520 0.1130

075 Spr 0.0154 0.0650 0.1192 0.0134 0.0550 0.1036 0.0090 0.0536 0.1056

' Sr 0.0196 0.0712 0.1134 0.0262 0.0702 0.1186 0.0240 0.0672 0.1142

St 0.0264 0.0814 0.1396 0.0258 0.0750 0.1330 0.0218 0.0742 0.1282

Sw  0.0158 0.0660 0.1188 0.0108 0.0630 0.1122 0.0124 0.0502 0.0998

025 Spr 0.0478 0.1416 0.2150 0.0336 0.1198 0.1548 0.0198 0.0606 0.1112

' Sk 0.0096 0.0530 0.1026 0.0112 0.0526 0.1030 0.0090 0.0446 0.0966

Sy 0.0240 0.0686 0.1288 0.0188 0.0722 0.1248 0.0156 0.0686 0.1216

Sw 0.0162 0.0660 0.1218 0.0106 0.0608 0.1124 0.0116 0.0498 0.1008

1 05 Spr 0.0474 0.1376  0.1980 0.0338 0.1058 0.1644 0.0238 0.0658 0.1038
' Sk 0.0090 0.0530 0.1026 0.0112 0.0526 0.1030 0.0090 0.0446 0.0966

Sy 0.0196 0.0716 0.1244 0.0188 0.0720 0.1248 0.0156 0.0686 0.1218

Sw  0.0150 0.0682 0.1230 0.0110 0.0616 0.1132 0.0124 0.0500 0.0996

075 Spr 0.0396 0.1378 0.2114 0.0366 0.0904 0.1586 0.0186 0.0716 0.1000

Sk 0.0090 0.0530 0.1026 0.0112 0.0526 0.1030 0.0090 0.0446 0.0966
Sy 0.0196 0.0718 0.1242 0.0188 0.0720 0.1248 0.0156 0.0684 0.1218

Figura 2.5: Curva de poder dos testes para o modelo de regressao log-SL (v = 4) quantilico.
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Tabela 2.18: Tamanho dos testes para o modelo de regressao log-CN (¢, = 0.1,95 = 0.2)
quantilica, sob Hy : f1 = --- = 3, = 0.
n =50 n = 100 n = 200

t 4 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sw  0.0312 0.0906 0.1432 0.0164 0.0674 0.1206 0.0136 0.0628 0.1120
Spr 0.0144 0.0706 0.1170 0.0122 0.0492 0.1032 0.0102 0.0488 0.1008

0.25 Sr 0.0274 0.0724 0.1132 0.0218 0.0672 0.1154 0.0288 0.0802 0.1298

Sy 0.0118 0.0830 0.1380 0.0162 0.0618 0.1178 0.0260 0.0766 0.1372

Sw  0.0264 0.0894 0.1436 0.0158 0.0682 0.1208 0.0134 0.0606 0.1118

305 Spr 0.0146 0.0646 0.1220 0.0112 0.0562 0.1134 0.0122 0.0546 0.0998
' Sk 0.0274 0.0724 0.1166 0.0218 0.0672 0.1154 0.0288 0.0802 0.1298

Sy 0.0206 0.0830 0.1380 0.0162 0.0618 0.1178 0.0258 0.0766 0.1372

Sw 0.0308 0.0894 0.1458 0.0160 0.0666 0.1200 0.0132 0.0622 0.1114

075 Spr 0.0146 0.0644 0.1222 0.0122 0.0550 0.1152 0.0128 0.0506 0.1076

' Sk 0.0274 0.0616 0.1166 0.0218 0.0672 0.1154 0.0288 0.0802 0.1298

Sy 0.0240 0.0832 0.1378 0.0162 0.0618 0.1178 0.0258 0.0766 0.1372

Sw  0.0146 0.0620 0.1166 0.0124 0.0610 0.1102 0.0102 0.0546 0.1038

025 Spr 0.0498 0.1298 0.1982 0.0240 0.0946 0.1480 0.0210 0.0592 0.0988

' Sk 0.0100 0.0496 0.1028 0.0090 0.0496 0.0988 0.0104 0.0572 0.1166

Sy 0.0224 0.0748 0.1372 0.0154 0.0682 0.1208 0.0186 0.0756 0.1350

Sw  0.0166 0.0614 0.1156 0.0128 0.0618 0.1108 0.0108 0.0546 0.1054

1 05 Spr 0.0366 0.1298 0.1982 0.0240 0.0946 0.1480 0.0210 0.0592 0.0988
' Sk 0.0104 0.0496 0.1028 0.0090 0.0496 0.0988 0.0104 0.0572 0.1166

Sy 0.0194 0.0748 0.1372 0.0154 0.0682 0.1210 0.0186 0.0756 0.1352

Sw 0.0170 0.0632 0.1172 0.0132 0.0634 0.1106 0.0104 0.0550 0.1064

075 Spr 0.0366 0.1298 0.1982 0.0240 0.0946 0.1480 0.0210 0.0592 0.0988

Sk 0.0104 0.0496 0.1028 0.0090 0.0496 0.0988 0.0104 0.0572 0.1166
Sy 0.0190 0.0748 0.1372 0.0154 0.0682 0.1210 0.0186 0.0754 0.1352

Figura 2.6: Curva de poder dos testes para o modelo de regressao log-CN (7 = 0.1,95 = 0.2)
quantilico.
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Tabela 2.19: Tamanho dos testes para o modelo de regressdao EBS (9 = 0.5) quantilica, sob
Hy:py=---=p =0.
. n =50 n = 100 n = 200
g 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sw 0.0222 0.0756 0.1384 0.0150 0.0630 0.1180 0.0126 0.0576 0.1060
Spr 00118 0.0612 0.1194 0.0114 0.0576 0.1110 0.0110 0.0532 0.1012

0.25 Sr 0.0272 0.0728 0.1208 0.0266 0.0720 0.1140 0.0252 0.0694 0.1202

Sy 0.0192 0.0684 0.1246 0.0222  0.0696 0.1226 0.0190 0.0720 0.1270

Sw 0.0222 0.0756 0.1386 0.0150 0.0632 0.1176 0.0126 0.0576  0.106

305 Spr 0.0162 0.0612 0.1194 0.0114 0.0576 0.1110 0.0110 0.0532 0.1012
' Sk 0.0262 0.0728 0.1208 0.0266 0.0720 0.1140 0.0252 0.0694 0.1202

St 0.0206 0.0684 0.1246 0.0222 0.0696 0.1226 0.0190 0.0720 0.1272

Sw 0.0222  0.0756 0.1386 0.0150 0.0632 0.1178 0.0126 0.0576 0.1062

075 Spr 0.0142 0.0612 0.1194 0.0114 0.0576 0.1110 0.0110 0.0532 0.1012

' Sk 0.0262 0.0728 0.1208 0.0266 0.0720 0.1140 0.0252 0.0694 0.1202

St 0.0206 0.0684 0.1246 0.0222 0.0696 0.1226 0.0190 0.0720 0.1272

Sw  0.0242 0.0232 0.0538 0.0132 0.0404 0.0846 0.0068 0.0448 0.0926

025 Spr 0.0114 0.0602 0.1096 0.0092 0.0526 0.0970 0.0080 0.0520 0.0978

' Sr 0.0106 0.0474 0.0948 0.0118 0.0536 0.1014 0.0118 0.0522 0.0988

Sy 0.0306 0.0740 0.1216 0.0256 0.0818 0.1386 0.0162 0.0718 0.1292

Sw  0.0046 0.0232 0.0536 0.0134 0.0644 0.0848 0.0036 0.0450 0.0926

1 05 Spr 0.0120 0.0604 0.1096 0.0112 0.0524 0.0980 0.0082 0.0516 0.0988
' Sk 0.0116 0.0474 0.0948 0.0118 0.0536 0.1014 0.0118 0.0522 0.0988

Sy 0.0206 0.0740 0.1216 0.0256 0.0818 0.1386 0.0162 0.0720 0.1292

Sw 0.0046 0.0232 0.0536 0.0134 0.0644 0.1216 0.0036 0.0446 0.0928

075 Spr 0.0150 0.0608 0.1108 0.0110 0.0532 0.0958 0.0080 0.0516 0.1000

Sr 0.0116 0.0474 0.0948 0.0118 0.0536 0.1014 0.0118 0.0522 0.0988
Sy 0.0206 0.0740 0.1216 0.0256 0.0818 0.1386 0.0162 0.0722 0.1292

Figura 2.7: Curva de poder dos testes para o modelo de regressdo EBS (¢ = 0.5) quantilico.
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Tabela 2.20: Tamanho dos testes para o modelo de regressdao EBS-t (9, = 0.5,95 = 3)
quantilica, sob Hy : f1 = --- = 3, = 0.
. q n =50 n = 100 n = 200
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

Sy 0.0256 0.0806 0.1382 0.0226 0.0718 0.1292 0.0114 0.0578 0.1102

025 Srr 0.0142 0.0712 0.1288 0.0122 0.0586 0.1108 0.0100 0.0556 0.0992

' Sr  0.0264 0.0708 0.1146 0.0262 0.0624 0.1050 0.0296 0.0746 0.1178

Sy 0.0194 0.0642 0.1200 0.0234 0.0680 0.1262 0.0204 0.0670 0.1192

Sw 0.0234 0.0806 0.1380 0.0228 0.0718 0.1288 0.0110 0.0582 0.1106

305 Srr 0.0138 0.0674 0.1144 0.0126 0.0560 0.1064 0.0104 0.0534 0.0946

' Sr 0.0264 0.0708 0.1146 0.0262 0.0624 0.1050 0.0296 0.0746 0.1178

St 0.0142 0.0644 0.1200 0.0234 0.0680 0.1262 0.0202 0.0670 0.1192

Sy 0.0236 0.0806 0.1382 0.0228 0.0718 0.1292 0.0112 0.0580 0.1108

075 Srr 0.0144 0.0608 0.1144 0.0142 0.0556 0.1100 0.0128 0.0510 0.1040

' Sr 0.0264 0.0708 0.1146 0.0262 0.0624 0.1050 0.0296 0.0746 0.1178

St 0.0142 0.0642 0.1200 0.0234 0.0680 0.1244 0.0202 0.0670 0.1192

Sy 0.0124 0.0530 0.1060 0.0192 0.0434 0.0906 0.0074 0.0380 0.0816

025 Srr  0.0148 0.0624 0.1170 0.0122 0.0570 0.1088 0.0108 0.0554 0.1010

' Sr  0.0120 0.0496 0.1026 0.0110 0.0470 0.0958 0.0110 0.0498 0.0980

St 0.0244 0.0742 0.1274 0.0270 0.0788 0.1294 0.0174 0.0698 0.1234

Sy 0.0146 0.0566 0.1062 0.0192 0.0434 0.0906 0.0072 0.0380 0.0814

1 05 Srr  0.0130 0.0624 0.1170 0.0122 0.0572 0.1088 0.0108 0.0554 0.1010

' Sr 0.0120 0.0496 0.1026 0.0104 0.0470 0.0958 0.0110 0.0498 0.0980

St 0.0186 0.0742 0.1274 0.0272 0.0788 0.1294 0.0174 0.0670 0.1234

Sy 0.0150 0.0568 0.1066 0.0192 0.0432 0.0910 0.0074 0.0378 0.0814

075 Srr  0.0130 0.0624 0.1170 0.0122 0.0570 0.1088 0.0108 0.0554 0.1010

’ Sr 0.0120 0.0496 0.1026 0.0104 0.0470 0.0958 0.0110 0.0498 0.0980

St 0.0186 0.0742 0.1272 0.0272 0.0788 0.1294 0.0174 0.0698 0.1236

Figura 2.8: Curva de poder dos testes para o modelo de regressao EBS-t (v = 0.5,9 = 3)
quantilico.
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2.5 Exemplo ilustrativo: Bilheteria de filmes

Nessa se¢do, os modelos de regressdao log-simétricos quantilicos propostos sdo ilustrados
usando uma base de dados referentes a filmes exibidos entre 1929 e 2016. Essa base foi montada
por Ventura et al. (2019) e pode ser obtida por meio de web scraping no Internet Movie
Database (IMDb), hospedado em https://www.imdb.com/. A base de dados conta com 250
filmes catalogados, entretanto, devido ao fato de que alguns filmes antigos ndo produzidos
nos EUA nao constarem com suas respectivas informacdes financeiras, a andlise do conjunto
de dados procedeu com 155 filmes. As seguintes varidveis sdo reportadas: Y, bilheteria, em
milhdes de USS; 1, quantidade de votos, em milhdes; x5, or¢amento, em milhares de USS;
e x3, classificacdo, segundo os usudrios. Aqui Y € a resposta e x1,xo, r3 SA0 as respectivas
covariaveis.

A Tabela 2.21 apresenta um sumdrio de estatisticas descritivas para as observacdes da
resposta, bilheteria (em milhdes de US$). Essa tabela contem o tamanho da amostra, média,
mediana, minimo, maximo, SD, CS, CK e o coeficiente de Variacdao (CV). Pela Tabela 2.21
podemos observar que, em média, a bilheteria do filmes contidos no catdlogo é de 127.915
milhdes de US$, com SD de 160.9 milhdes de USS, que evidencia uma grande variabilidade
na receita dos filmes, juntamente com o coeficiente de variagdo de 126.29%. Além do elevado
CV da bilheteria, o CS indica que esses dados apresentam uma assimetria a direita, levando a
utilizagdo da mediana como uma medida de tendéncia central mais apropriada, a qual foi 60.99
USS.

Tabela 2.21: Sumadrio de estatisticas descritivas para a bilheteria, em milhdes de US$.

n Min. Mediana  Média Max. SD CS CK Cv
155 0.1149 60.9947 127.3915 936.6274 160.8849 1.9370 4.4831 126.2916

Ventura et al. (2019) analisaram esses dados de bilheteria utilizando modelos de regressao
log-simétricos (Vanegas e Paula, 2016a), o que segundo os autores € justificado sobretudo
pela natureza assimétrica dos dados. No entanto, como explicado anteriormente, na regressao
quantilica hd uma caracteriza¢do mais rica dos efeitos das covaridveis sobre a resposta. Desse
modo, iremos ajustar o modelo proposto de regressao log-simétrico quantilico como alternativa

mais geral ao modelo de regressdo log-simetrico de Vanegas e Paula (2016a), utilizando os


https://www.imdb.com/
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quantis ¢ = 0.25,0.50, 0.75. Temos, entdao

Vi = (Bo + Brtrri + Boma; + Pymgy)e) 0TI IS g 955,
em que ¢; ~ QLS(1,1, g).

Inicialmente, temos que buscar um modelo, baseado em uma distribuicao da Tabela 2.1, com
melhor ajuste para os dados. Nesse sentido, dois critérios sdo utilizados: critérios de informagao
AIC, BIC e AICc; e araiz do erro quadrdtico médio (REQM) da predicao. Buscando uma anélise
do ajuste fornecido pelo modelo de regressdo como um todo, por esse motivo o ajuste prestado
pelo modelo foi analisado considerando os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.98,0.99. Além disso,
foi considerado um grid de valores para 9 de acordo com a distribui¢do usada na Tabela 2.1,
a ideia aqui € obter o valor do parametro extra que maximiza a fun¢ao de verossimilhanca dos
dados. Em virtude do nimero elevado de modelos ajustados para cada quantil, o valor 6timo do
parametro extra mudou em alguns casos conforme o ¢ fixado. A Tabela 2.22 apresenta os valores
das médias dos critérios de informacdo e dos valores do REQM da predi¢ao, respectivamente.
Pela Tabela 2.22, podemos observar que o modelo com uma distribui¢cao log-CN apresenta o
menor valor para os critérios de informacgdo. Entretanto, para as distribui¢des log-¢, log-PE,
log-HP e log-SL, os valores dos critérios sdo muito préximos aos da log-CN. Na Tabela 2.22,
podemos perceber que o0 REQM para os modelos baseados nas distribui¢cdes log-NO, EBS e
log-HP apresentam os menores valores, indicando que s@o os modelos mais precisos dentre os
analisados, em termos de predi¢do. Dentre os modelos que se destacam com menores REQM,
o modelo com distribuicdo log-NO apresenta o menor REQM. Tomando como critério de
escolha os critérios de selecao de modelos e 0o REQM, o melhor modelo € o modelo baseado na
distribuicao log-HP. Especialmente no caso da distribui¢do log-HP, o valor 6timo do parametro
extra foi ©) = 1 para todos os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.98,0.99.

A Figura 2.9 apresenta o comportamento das estimativas para o modelo de regressao quanti-
lica com a distribui¢do log-HP(1) conforme o valor de g fixado. Na Figura 2.9 podemos observar
que as estimativas Bo, Bl, Bg decrescem e Bg aumenta a medida que o valor de ¢ aumenta. En-
quanto que as estimativas de Ty, 71, 7> comecam decrescendo e a partir de ¢ = 0.9 crescem e T3

aumenta e apds ¢ = 0.9 decresce.



Exemplo ilustrativo: Bilheteria de filmes 37

Tabela 2.22: Média dos critérios AIC, BIC, AICc e RMSE dos modelos de regressao quantilica
log-simétrica considerando os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.98,0.99.

Critério Log-NO  Logt Log-PE Log-HP Log-SL Log-CN  EBS EBS-t
AIC  514.0027 499.4266 500.5683 501.1267 4993116 497.9390 514.1874 499.4132
BIC 538.3501 523.7740 524.9157 5254741 523.6590 5222864 538.5348 523.7606
AICc 5149890 500.4129 501.5546 502.1130 500.2979 498.9253 515.1737 500.3995
REQM 191.7217 2253356 212.2050 198.2404 239.7783 230.8775 192.0232 233.8590

Figura 2.9: Grafico das estimativas dos parametros do modelo log-simétrico quantilico, com
erros log-HP(1), para os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.98,0.99.
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A Tabela 2.23 apresenta as estimativas dos parametros para o modelo baseado na log-HP,
considerando os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75. Observa-se que as estimativas de maxima vero-
ssimilhanca dos pardmetros mudam de acordo com o valor de ¢ fixado. A estimativa de J foi
igual a 1 para todos os valores de g. As estimativas de (3, 31, O3 (em valor absoluto) crescem
a medida que o valor de ¢ aumenta, enquanto que de ; se mantém constante independente
do valor de ¢ fixado. Para os coeficientes que modelam a assimetria (ou dispersdo relativa),
a estimativa de 7y (em valor absoluto) fica constante com a mudanca do valor de q. Pode-se
interpretar os coeficientes estimados em termos de seu efeito na resposta Y; (bilheteria, em
milhdes de US$); ver Weisberg (2014, p.82) para uma interpretagdo semelhante. Por exemplo,
um aumento no ndmero de votos em 1 milhdo, aumenta o 25° percentil (¢ = 0.25) da bilheteria
em (exp(2.3891) — 1) x 100% = 990, 37%, enquanto o aumento no percentil 75° (¢ = 0.75) é
de (exp(1,2510) —1) x 100% = 249, 39%. Portanto, o efeito do nimero de votos na bilheteria é
menor para filmes com bilheteria maior (quantis maiores). Observa-se também que o orcamento
se comporta de forma semelhante ao niimero de votos, ou seja, o efeito na bilheteria € menor
para filmes com orcamentos maiores. Por fim, nota-se que o efeito da classificacdo na bilheteria é
negativo, em que filmes com bilheteria menor (quantis menores) tém efeitos negativos maiores.

Tabela 2.23: Estimativas e erros-padroes (entre parénteses) para o modelo de regressao quanti-
lica com erros log-HP(1).

Estimativa (Erro padrao)

¢ Intercept (50 /7o) Votes (31 /71) Budget (82/72) Rating (53/73)
095 /B\ 18.7352 (4.4784) 2.3891 (0.4168) 1.1115 (0.1716) —2.0848 (0.5508)
T —9.6409 (8.5539) —0.5325(0.7200) —0.3385 (0.2954) 1.1387 (1.0594)

05 15} 16.1816 (3.9019) 2.1025 (0.4026) 1.0013 (0.1499) —1.6689 (0.4814)
) 7 —10.2079 (3.8779) —0.7619 (0.5187) —0.3806 (0.2923) 1.2243 (0.4798)
0.75 é 11.9536 (6.5034) 1.2510 (0.8749) 0.8142 (0.1644) —1.0023 (0.8438)
T —12.6406 (6.3288) —1.4446(0.9279) —0.5768 (0.3268) 1.5746 (0.8140)

Na Tabela 2.24 temos os valores observados das estatisticas e o correspondente p-valor para
testar: Hy : p1 =0, Hy : fo =0,Hy : f3=0e Hy : 3 =0,Hy: 5 =0,Hy : 3 =0
dos testes Sy, Spr, Sg € Sr, baseado no modelo de regressdo log-simétrico quantilico com
distribuicdo log-HP(1). Considerando o nivel de significincia de 5%, ndo rejeitamos as hip6teses
Hy : 1 = 0 para as estatisticas Sy e Sg, para ¢ = 0.75. Para H, : 2 = 0, ndo rejeitamos a
hipétese nula para nenhum dos testes. Testando Hy : 53 = 0, ao nivel de 5%, ndo rejeitamos a

hipétese nula para Sg, com ¢ = 0.25,0.5,0.75 e também para Sy e Sr, com ¢ = 0.75. Além
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disso, para os coeficientes que modelam a assimetria, isto &, 71, 7o, 73 ndo rejeitamos Hy : 71 = 0
apenas para o teste gradiente e Hy : 73 = 0 para os testes S7 e Spg, com g = 0.75, ao nivel
de 5%. Um aspecto relevante que pode ser notado, é que para testar os parametros 31, 32, 3 0
valor observado das estatisticas diminuem a medida que ¢ aumenta. Removidos os coeficientes

nao significantes, o0 modelo reduzido é da seguinte forma
Y; = (Bo + Bir; + Bowi + Bawz)eY ™, i=1,2,...,155. (2.17)

Tabela 2.24: Estatisticas observadas Sy, Spr, Sg € ST € 0 seu respectivo p-valor para o modelo
de regressdo quantilica log-simétrica.

Hy:3,=0 Hy:3,=0 Hy:33=0

? Observado p-valor Observado p-valor Observado p-valor
Sw 32.8550 < 0.0001 41.9580 < 0.0001 14.3270  0.0002

095 SLr 34.8390 < 0.0001 26.1230 < 0.0001 14.9210 0.0001
’ Sk 4.0034 0.0454 7.8686 0.0050 0.0061 0.9378
St 31.6740 < 0.0001 19.9820 < 0.0001 13.7980 0.0002

Sw 27.2720 < 0.0001 44.6410 < 0.0001 12.0190 0.0005

0.5 SLr 26.6200 < 0.0001 30.3810 < 0.0001 13.2230 0.0003
' Sk 1.6362 0.2008 10.6870 0.0011 0.0080 0.9289
St 27.7960 < 0.0001 23.8190 < 0.0001 12.8890 0.0003

Sw 2.0448 0.1527 24.5320 < 0.0001 1.4109 0.2349

075 SLr 5.6346 0.0176 25.2240 < 0.0001 3.0571 0.0804
' Sk 0.1559 0.6929 4.8372 0.0279 0.0009 0.9757
St 6.5448 0.0105 21.4550 < 0.0001 3.0775 0.0794

H()ITl:O H()ITQ:O H02T3:0

q Observado p-valor Observado p-valor Observado p-valor
Sw 0.5470 0.4595 1.3128 0.2519 1.1553 0.2824

095 SLr 0.8809 0.3480 1.3403 0.2470 2.6462 0.1038
' Sk 0.1296 0.7189 0.5341 0.4649 0.0014 0.9700
St 0.8795 0.3483 1.3290 0.2490 2.6321 0.1047

Sw 2.1577 0.1419 1.6959 0.1928 6.5109 0.0107

0.5 SLr 1.5583 0.2119 1.6458 0.1995 29014 0.0885
’ Sk 0.2368 0.6265 0.7194 0.3963 0.0018 0.9663
St 1.5671 0.2106 1.6174 0.2034 29183 0.0876

Sw 2.4239 0.1195 3.1166 0.0775 3.7418 0.0531

075 SLr 3.5582 0.0593 3.0260 0.0819 4.1351 0.0420
) Sk 0.2980 0.5851 0.7495 0.3866 0.0017 0.9673
St 3.8473 0.0498 2.9802 0.0843 4.2370 0.0396

Na Figura 2.10 estdo plotados os graficos QQ com envelope simulado dos residuos GCS

e RQ para baseado no modelo de regressao log-simétrico quantilico com distribuicdo log-HP
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reduzido (2.17), considerando os diferentes valores do quantil q. Em geral, observamos que
a maioria dos pontos estd dentro das bandas, indicando que modelo baseado na distribuicao

log-HP apresenta um bom ajuste.

Figura 2.10: Grafico de envelope dos residuos GCS e RQ para o modelo ajustado considerando
os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75.
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2.6 Consideracoes finais

Nesse trabalho introduzimos uma nova classe de modelos de regressao quantilica baseada
em uma reparametrizacdo proposta das distribui¢des log-simétricas. O modelo proposto se
apresenta como uma alternativa bastante flexivel na modelagem de dados assimétricos positivos
além de ser mais informativo, uma vez que detalha de forma mais aprofundada os efeitos
das covaridveis sobre a resposta, que pode depender do espectro da ultima. Dois estudos de
simulagd@o foram realizados, o primeiro para avaliar o desempenho dos estimativas de mdxima

verossimilhanga, dos critérios de informacao AIC, BIC e AICc, e dos residuos Cox-Snell
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generalizado e quantil aleatorizado, € o segundo estudo para avaliar o desempenho dos testes
Wald (Sw), score (Sg), razdo de verossimilhanga (Spg) e gradiente (S7). Os critérios de
selecdo de modelos se apresentam como uma boa alternativa para a selecdo do melhor modelo.
Além disso, os residuos Cox-Snell generalizado e quantil aleatorizado se apresentaram como
uma alternativa simples e eficiente na andlise da qualidade do ajuste prestado pelo modelo de
regressao log-simétrico quantilico, a restri¢ao fica sob o caso em que utilizamos a distribui¢do
log-normal-contaminada, isso porque, os residuos nao se comportaram de acordo com a sua
respectiva distribui¢do tedrica, no estudo de simulacdo de Monte Carlo. Em relacdo aos testes
de hipéteses, foi observado no estudo de simulacdo que, na maioria das situagdes, as estatisticas
Sw e Srgr, em relagcdo as demais estatisticas, apresentam taxas de rejeicdo mais proximas do
nivel nominal quando testamos multiplos parametros simultaneamente. No teste de apenas um
parametro, as estatisticas Sy e Si apresentam taxas de rejei¢ao mais proximas do nivel nominal.
Por outro lado, vemos que o poder do teste (exceto os modelos Birnbaum-Saunders extendida
e Birnbaum-Saunders-¢ extendida) é maior para a estatistica Sg, seguida pela estatistica Sr,
para testar ¢ = 3 parametros simultaneamente, ja para para t = 1 parametro, o poder do teste
usando as estatisticas S e Sp praticamente coincidem. Por fim, uma aplicacdo a dados reais
ilustrou a utilizadade do modelo proposto, mostrando uma caracteriza¢do mais rica dos efeitos

das covaridveis sobre a resposta.



Capitulo 3

Modelos de regressao quantilica

mistura-escala Birnbaum-Saunders

Resumo: Modelos de regressao Birnbaum-Saunders sdo utilizados na modelagem de dados
positivos e assimétricos a direita. Neste artigo propomos um novo modelo de regressao quantilica
baseado na distribui¢do mistura-escala Birnbaum-Saunders reparametrizada pelo quantil, em que
as estimativas de médxima verosimilhang¢a dos parametros sao obtidas utilizando o algoritmo EM.
Dois estudos de simulagdo de Monte Carlo foram realizados utilizando o software R. O primeiro
estudo tem como objetivo analisar a performance dos estimadores de maxima verossimilhanca,
os critérios de informacdo AIC, AICc, BIC, HIC, a raiz do erro quadratico médio, os residuos
Cox-Snell e quantil aleatorizado. No segundo estudo de simulacdo foram avaliado os testes de
hipdteses em duas perspectivas: o tamanho e o poder dos testes Wald, razdo de verossimilhanca,
score e gradiente. Os dois estudos de simulagdo foram conduzidos considerando diferentes
quantis de interesse e tamanhos amostrais. Por fim, é realizado uma aplicacdo a dados de

seguros pessoais a fim de ilustrar a metodologia proposta.

Palavras-chave: Distribuicio Birnbaum-Saunders; Algoritmo EM; Testes de hipoteses; Si-

mulacio de Monte Carlo; Regressdo quantilica.



Introducdo 43

3.1 Introducao

A classe das distribui¢des mistura-escala de normais (SMN) compdem uma familia de dis-
tribuicdes simétricas estudada inicialmente por Andrews e Mallows (1974). Essas distribuicdes
vem ganhando bastante notoriedade com a publicacdo de inimeros trabalhos, como pode ser
visto em Efron e Olshen (1978), West (1987), Lange e Sinsheimer (1993), Gneiting (1997),
Taylor e Verbyla (2004), Walker e Gutiérrez-Pena (2007) e Lachos e Labra (2007). Essa familia
de distribuicdes conta com uma gama de distribui¢des como casos especiais, as quais tem como
principal caracteristica o ajuste flexivel para caudas pesadas, ajuste esse obtido por meio de uma
estimagao robusta dos parametros da distribuicdo; ver Lange, Little e Taylor (1989) e Lucas
(1997b). Apesar das vantagens apresentadas anteriormente, em diversas situacdes em que o
conjunto de dados a ser analisado apresenta uma distribui¢do assimétrica e geralmente com
caudas pesadas, € necessdrio o uso de distribui¢des flexiveis com boas propriedades para se
ajustar a tais dados.

Um dos modelos mais utilizados atualmente na modelagem de dados estritamente positivos
¢ a distribuicdo Birnbaum-Saunders (BS), proposta por Birnbaum e Saunders (1969a). Esse
modelo foi derivado com base em algumas suposicdes sobre o processo de fadiga de materiais.
O fato da distribuicdo BS apresentar assimétrica a direita com suporte positivo, além de ter uma
relacdo direta com a distribui¢cdo normal fazem com que a mesma apresente propriedades bem
interessantes para a modelagem de dados positivos assimétricos. Devido a tais propriedades, a
distribui¢do BS vem ganhando cada vez mais importancia com diversos trabalhos publicados,
como pode ser visto em Birnbaum e Saunders (1969b), Leiva et al. (2008a), Leiva et al. (2008b),
Leiva, Sanhueza e Angulo (2009), Cordeiro e Lemonte (2011), Ferreira, Gomes e Leiva (2012),
entre outros.

Com base na relacao existente entre a distribuicao BS e a distribui¢ao normal, Balakrishnan
et al. (2009) propuseram uma nova familia de distribuicdes com base na classe das distribui¢des
SMN, denominada distribui¢do mistura-escala Birnbaum-Saunders (SBS). Balakrishnan et al.
(2009) derivaram uma série de propriedades, a descri¢cao do processo de obtengdo dos estima-
dores de maxima verossimilhanga via algoritmo EM (Dempster, Laird e Rubin, 1977) e trés
aplicagdes utilizando dados reais. Posteriormente, Lachos et al. (2017) propuseram um modelo

de regressao bayesiano com base na distribui¢ao log-SBS para dados censurados.
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Os modelos de regressdao quantilica surgiram como uma proposta mais ampla na andlise da
relacdo entra a varidvel resposta e as respectivas covaridveis de um modelo de regressdo. Esses
modelos foram estudados inicialmente por Koenker e Bassett Jr (1978) e desde entdo vem se
tornando cada vez mais utilizadas na andlise de regressao; ver Koenker e Hallock (2001), Yu e
Moyeed (2001) e Koenker (2004). Os modelos de regressiao quantilica se apresentam como uma
alternativa mais robusta em relacao aos modelos de regressao para a média, pelo fato do processo
de estimacdo dos pardmetros do modelo de regressio quantilica ndo estarem sujeito a influéncia
dos outliers como no modelo de regressao linear, bem como a perspectiva de uma andlise mais
ampla da relacdo entre a varidvel resposta e as covaridveis que compoem o modelo de regressao,
provida pelo ajuste de mais de um modelo de regressdo para cada quantil de interesse.

Neste artigo, propomos um novo modelo de regressdo quantilica para dados estritamente
positivos com base nas distribuicdes SBS reparametrizadas pelo quantil (QSBS). Essa repara-
metrizagdo € proposta nesse artigo e € feita inserindo um parametro de quantil através de uma
transformacdo um-a-um, similarmente ao trabalho de Sdnchez et al. (2020a) que introduziu
um parametro de quantil na distribuicdo BS. As estimativas de médxima verossimilhanca dos
parametros do modelo sdo obtidas utilizando o algoritmo EM. Dois estudos de simulacdo sdao
realizados, o primeiro tem como objetivo analisar os estimadores de médxima verossimilhanca
para o modelo de regressao proposto, além da andlise dos residuos generalizados Cox-Snell
(Cox e Snell, 1968) e quantil aleatorizado (Dunn e Smyth, 1996), bem como a taxa de acerto
dos critérios de informacgdo AIC, BIC, AICc, HIC e da raiz do erro quadrdtico médio (REQM).
O segundo estudo de simulacdo foca na andlise dos testes de hipdteses Wald, Score, razao de
verossimilhanga e gradiente em duas perspectivas: na anélise do tamanho e do poder dos testes.
Por fim, um exemplo ilustrativo € apresentado mostrando a metodologia proposta.

O restante desse capitulo € organizado como segue. Na Secao 3.2, as distribui¢cdes SBS e as
correspondentes versdes reparametrizadas pelo quantil QSBS propostas, sao apresentadas. Nessa
secdo, sdo apresentadas ainda algumas propriedades das distribuigdes QSBS bem como alguns
casos especiais. Na Secao 3.3, o modelo de regressao quantilica QSBS ¢ introduzido. Detalhes
de estimacdo via algoritmo EM, obtencdo de erros-padrdes, critérios de selecdo, residuos, e
testes de hipéteses, sdo também abordados na Secdo 3.3. Na Sec¢do 3.4, os resultados obtidos

de dois estudos de simulacdo de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores de
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maxima verossimilhanga, critérios de informa¢cdo, REQM, residuos e testes de hipétese, sao
apresentados. Na Secdo 3.5, uma aplicacdo utilizando um conjunto de dados reais € feita, e por

fim, na Sec¢do 3.6, sdo apresentadas as conclusdes finais sobre o modelo proposto.

3.2 Preliminares

Essa secdo apresenta as distribuicoes SBS bem como as distribui¢des QSBS propostas nesse

artigo. Algumas propriedades e casos especias das distribuicdes QSBS sdo também apresentados.

3.2.1 Distribuicoes SBS

Seja Y uma varidvel aleatéria (v.a) cuja sua representacao estocdstica pode ser escrita da

seguinte forma:

Y =p+g(U)X, (3.1)

onde p € um pardmetro de locagdo, X ~ N(0,0%), U € uma v.a independente de X, com
funcéo de distribuicdo acumulada (FDA) dada por H(-), a qual é indexada por um escalar ou
vetor de pardmetros v e ¢(-) uma fungdo positiva. No caso em que g(U) = 1/U, a distribuicdo
de Y, na Equacgao (3.1), se reduz a distribui¢do normal/independente, apresentada em Lange e
Sinsheimer (1993). De forma andloga, quando g(U) = U em (3.1), a distribui¢do de Y se reduz
a distribuicdo SMN, estudada por Ferndndez e Steel (1999).

A funcao densidade de probabilidade (FDP) de Y, uma v.a que segue uma distribuicio SMN

com parametros de locagdo e escala, p € R e o2 >0, respectivamente, € dada por:

don(y) = / " by 1, g(w)o®)dH (), (3.2)

onde ¢(y; , g(u)o?) é a FDP de uma distribuigdo normal com média y e variancia g(u)o? e

H(u) é aFDA de U. Denotamos Y ~ SMN(u, 0%; H) se a FDP de Y € da forma de (3.2). Para
o caso em que p = 0 e 02 = 1, denotamos apenas por Y ~ SMN(H).
De acordo com Balakrishnan et al. (2009), uma v.a 7" segue uma distribui¢ao mistura-escala

Birnbaum-Saunders (SBS), se 7" tem representacao estocdstica dada por

T = § {om/g(U)Z (a2 +4| (3.3)
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onde Y = /g(U)Z ~ SMN(H), tal que Z ~ N(0,1) e « > 0 e > 0 sdo, respectivamente,
os parametros de forma e escala de uma v.a com distribuicao Birnbaum-Saunders (BS). No caso
em que Y ~ N(0, 1), entdo 7" se resume apenas a uma distribui¢do BS cldssica. Denotamos

T ~ SBS(«, 5; H). AFDP de T' ~ SBS(«, 3; H) é dada por:
fr(t) = dsmn(a(t))A(t), t >0, (3.4)

em que ¢sun () € aFDP dada pela Equagdo (3.2) com pu = Oeo? = 1,a(t) = [\/t/B—+/B/t]/«,
e A(t) = t=32[t + B]/[2a/8"/?] é a derivada de a(t) em relacdo a t. A FDA de T é dada seguinte

forma

FT<t) = (I)SMN(CL<t)), (35)

onde Pgyn(-) € a FDA de uma distribuicio SMN(H). Dado ¢ € (0, 1), podemos obter o

g x 100-ésimo quantil de 7' com base na representacao estocdstica (3.3) da seguinte forma

2
Q=t,= 1 {ozyq + 4/ (ay,)? + 4] , (3.6)

onde y, € 0 ¢ x 100-ésimo quantil de uma distribui¢do Y ~ SMN(H ).

3.2.2 Distribuicoes QSBS

Seja ¢ € (0,1) um nimero fixado e a transformagdo um-a-um

(o, B; H) = (v, Q; H),

onde () € definido na Equacio (3.6), obtemos a representacio estocdstica com a reparametrizagao

pelo quantil

r=9 {om/g(U)Z +/(0ve@)2)2 +4] (3.7)

Ta
onde v, = ay,++/(ay,)? +4,Z ~ N(0,1),comg(U) = 1/U ou U, tal que a distribui¢do g(U)
tem uma FDP conhecida. A representacao estocdstica (3.7) pode ser utilizada para a geracdo de
nimeros aleatérios, obtengdo dos momentos da distribui¢ao e na implementacao do algoritmo

EM para obtencao dos estimadores de mdxima verossimilhanca.
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Entao, pelarepresentacao estocdstica (3.7), definimos a reparametrizacao da distribuicao SBS
baseada no quantil (), dessa forma, podemos reescrever as fungdes densidade de probabilidade

e funcao de distribui¢do acumulada, como segue

FT(t) = Q)SMN(a(t)), t >0, (3.8)

fr(t) = osmn(a(t))A(t), t >0, (3.9)

onde a(t) = \/4Q/t(7at/4Q — 1)/[aval. A(t) = (v2/2 + 2Q/1)/[07avAQH] € Yo = ayg +
(ay,)? + 4. Denotamos 7' ~ QSBS(«,@Q; H) se a FDP e a FDA de T, sdo dadas, res-
pectivamente, pelas Equacdes (3.8) e (3.9). Algumas propriedades da distribuicio QSBS sao

apresentadas a seguir.
Proposigdo 3. Se ¢I' ~ QSBS(«, cQ; H), com ¢ > 0.

Demonstragdo. Se'T' ~ QSBS(«, Q; H) e ¢ > 0. Entao,

P(cl'<t)=P(T <t/c) = Psux (\/f/:?: (égc - 1) ij@)
4(cQ) [ 2t 1
= Pgun ( ¢ (4(6@) B 1) Oé’Ya) '

O
Proposigiio 4. Se 1/T ~ QSBS(a, 1/Q; H).
Demonsiragao. Se T ~ QSBS(a, Q: H). Entio,
POUT <) = P(T<1/t) = ®oux < (ﬁ) (vii;/ﬂ 1) Ql )
_ o < U0y (i) %)
O

Proposigdo 5. Seja T ~ QSBS(«, Q; H) e g(U) uma v.a. como na Equacéo (3.1) com todos os
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momentos finitos de todas as ordens, entdao o k-ésimo momento de 7' € dado por

P (2K = ([ 2(k-+ji)
(2 £

onde w, = E[{g(U)}"] denota o r-ésimo momento da distribui¢ao de g(U).

Demonstragcdo. Segue pela representacdo estocdstica em (3.7) e pela aplicacdo do teorema

binomial. n

Entdo, segue que, pela Proposicdo 5, se 7' ~ QSBS(«, ); H) a esperanga, variincia, e 0s

coeficientes de variacdo (CV), assimetria (CS), curtose (SK), sdo dadas, respectivamente, por

2 2
E[T] = i_? (2 + LU1042) , Var[l] = 4%404 [wl + (2wy — w%)aﬂ ’
ovir) = OV 4w12++<iw2 — e
1
CS[T] _ 4&[3<WQ - W%) + (2(,03 — 3wiwy + w%)az/Q]
[4w; + (2wg — w)a2]3/2 ;
SK[T] = 16wz + (32w — 48wiws + 24w7)a® + (8w — 16wiw; + 120wy — wil)O/L,

[dwy + (2wa — w)a?)?

onde w, = E[{g(U)}"] denota o r-ésimo momento da distribui¢do de g(U).

3.2.3 Casos especiais das distribuicoes QSBS

Nesta se¢@o iremos apresentar alguns casos particulares da familia de distribuicdes QSBS.
Dentre alguns desses casos estdo as distribui¢cdes normal contaminada, slash e t-student. Onde
estes sdo obtidos pela representacdo estocdstica em (3.7). A seguir sdo apresentadas alguns
casos da distribui¢do QSBS, além da distribui¢do condicional U|T" = ¢, bem como a esperanga

condicional para cada caso.
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Distribuicio normal contaminada Birnbaum-Saunders

Considere o caso em que 7" ~ QSBS(«, Q); H), com H sendo a FDA de uma v.a discreta U,

com FDP da seguinte forma
hU(U) = Vﬂ{u:(;}(u) + [1 — V]H{u:1}<u>, O<r< 1, 0<od< 1,

onde Iy 4} (-) é uma fungdo indicadora do conjunto A. Segue que, por (3.2) e (3.8), temos que a

FDP de 7' € dada por

Fo(0) = [/BotVa(o) + L~ lotal)] — o (24 22) 10

onde ¢(-) é a FDP de uma distribui¢do normal padrdo. Denotamos 7' ~ CN-BS(«, @, v), com

v = (v,6) . A FDP da distribui¢do condicional U|T" = t é dada por

hyr(ult) = vp(t, u)liu=s (u) + [1 = v]p(t, u)lp=1}(u),

de tal forma que obtemos p(¢, u) calculando

Vuexp (—%;)2)
vV 0 exp (—%) +[1 —v]exp (—a(?2> ’

p(t,u) =

de onde obtemos a esperanga condicional de U|T =t

1 — v+ vd*?exp ([175];@2)

1— v+ V3 exp <[1—5}2a(t)2> .

E[U|T = t] = (3.10)

Distribuicao Slash Birnbaum-Saunders

Considere o caso em que 7" ~ QSBS(«, @; H), onde H é aFDA de umav.a U ~ Beta(v, 1),
com FDP dada por

hy(u) =vu’™ 0<u<1,v>0. (3.11)
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Donde segue que, por (3.2), (3.8) e (3.11), a FDP de T" € dada por

1 2
gt = | [ wtotatroaan] L (24 22) s

neste caso, denotamos 7" ~ SL-BS(«, @, ). Além disso, a distribui¢do condicional U|T" =
t ~ Gama(1/2 + v, a(t)?/2) truncada no intervalo [0,1]. Dessa forma, obtemos a esperanga

condicional

1+ 20\ Pi(3 + v, 200
] 25 (3.12)
a(t)® ) Py} + v, )

Eww:ﬂ:(

onde P,(a,b) é a FDA de uma distribui¢dio Gama, com pardmetros a e b avaliada em z, com

parametrizacdo de acordo com a FDP em (3.13).

Distribuicao t-Student Birnbaum-Saunders

Considere o caso em que 7' ~ QSBS(«,Q; H), em que H é FDA de uma va U ~
Gama(v/2,v/2), com FDP dada por:

(V/2>1//2u1//271 v

ho(w) = =707 eXp<_7

),u>0,u>0. (3.13)

Segue que, por (3.2), (3.8) e (3.13), temos que a FDP de T' é da seguinte forma

_ v+l

BRI 1Q [t N\ T 1 12, 2Q
0= T l”mm (a1)]  am (505) 0
(3.14)

denotamos T' ~ t,- BS(«, @, v), se T tem FDP como em (3.14). Neste caso, a distribui¢do

condicional U|T =t ~ Gama([v + 1]/2, [v + a(t)?]/2), com esperanga dada por

v+1

BUIT =1 = o

(3.15)
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3.2.4 Anadlise da forma das distribuicoes QSBS

Figura 3.1: FDP de alguns membros da familia de distribui¢cdes QSBS, considerando diferentes
valores de o e () = 1 fixado, para os valores de ¢ = 0.25,0.5,0.75, (nas linhas) e para os
modelos ¢,-BS, SL-BS e CN-BS (nas colunas), com v = 2,2, (0.2, 0.2), respectivamente.

i(t 0. Q,v)
o
f(t. o, Q. v, 8)
0
I

0.0
I

f(t o, Q.v)
1.0
f(t . Q. v, 8)
1.0
|

15

f(t @, Q,v)
1

f(t @, Q,v)

1(t 0. Q, v, 8)
0
I

Na Figura 3.1 estdo alguns gréficos da fun¢do de densidade de probabilidade dos casos
especiais da distribui¢cdo QSBS mencionados aqui, o vetor de parametros. Para verificar de forma
mais precisa o comportamento da distribuicdo, utilizamos diferentes valores para o parametro
de forma « e também os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75, além disso, o pardmetro () foi fixado em
1. Podemos observar que a medida que aumentamos ¢, a curva da distribuicdo se torna mais

achatada, outro detalhe importante € a influéncia do parametro de forma na cauda da distribuigao,
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quanto maior o valor de o, mais pesada € a cauda da distribuigao.

3.3 Um modelo de regressao quantilica QSBS

Seja Ty, T, ..., T, uma amostra aleatéria, onde T; ~ QSBS(«, Q;; H), parai = 1,2,... n,
e as suas respectivas observagdes t = (¢, ta, . . ., tn)T. Entdo, definimos o modelo com compo-

nente sistemético dada por
MQ)=mi=={B,i=12,...n, (3.16)

tal que, a funcéo de ligagdo h : RT — R™ ¢ estritamente mondtona, positiva e pelo menos
duas vezes diferencidvel, Q; = h~'(z;3), com B = (Bo,b1,...,B,)", o vetor contendo
(p + 1) < n coeficientes desconhecidos e ¥ = (1,x;1,...,x;,) suas respectivas covaridveis.
De maneira andloga utilizada por Balakrishnan et al. (2009), podemos obter as estimativas de
méxima verossimilhanca do vetor de pardmetros 8 = («, 3) " que indexa o modelo de regressdo
quantilica utilizando o algoritmo EM, Dempster, Laird e Rubin (1977), onde v e o vetor de
parametros que indexa a distribuicdo de H.

Sejam /(0 t.) e Q(0;0) = E[(.(: t.); t, 8] que denotam a fungdo de log-verossimilhanca
completa e o seu valor esperado condicionado aos dados observados, respectivamente. Dessa
forma, podemos descrever o processo iterativo utilizando o algoritmo EM da seguinte maneira.
Cada iteragd@o do algoritmo EM envolve dois passos, sendo eles, o passo expectancia (passo-E)

€ 0 passo maximizagao (passo-M), no qual definimos:
Passo-E. Calcule Q(G;é(’“)), r=1,2,....

Passo-M. Encontre 8+ tal que Q(00+1): §()) = max Q(0;0M),r=1,2,....

De maneira andloga a propriedade apresentada em Balakrishnan et al. (2009), € facil
mostrar que, se tivermos 7" ~ QSBS(«,, @, H), com «, = \/g(u)a, entdo T|U = u ~
QBS(\/@ a, @), em que QBS denota a distribui¢do BS reparametrizada pelo quantil proposta

por Sanchez et al. (2020a). Dessa forma podemos definir a seguinte representacao hierdrquica
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como

T(Ui =uw) ™ QBS(Vg(u)a, Qy), (3.17)
U % hy(w), i=1,2,...,n (3.18)

Vale ressaltar que o pardmetro v que indexa a FDP de Ay (-) € considerado conhecido. Uma
forma de obter um valor 6timo para v pode ser feito utilizando o critério de informacao Schwarz,
como pode ser visto em Spiegelhalter et al. (2002). Entao, definimos a representagao hierarquica
com base em (3.17) e (3.18), temos que a fun¢do de log-verossimilhanga completa com base em

t.=[t",u"]" é dada por

n 2
0.(0;t.) < —nlog(ava) Zlog )+ ;log (7 + t_z)
a’yoa X U; tz 4@1 .

=1

Tomando a esperanga condicional da fun¢do de log-verossimilhanga completa e substituindo
= E[1/9(U;);t:,0 = 0], i = 1,2,...,n, a qual obtemos de acordo com a distribuicio
condicional de g(U), por meio de (3.10), (3.12) ou (3.15). Entéo, temos

R 1 n n
Q(6;0) x —nlog(ay,) — = Z log(Q;) + Z log (72t; 4+ 4Q;)
i=1

Q 2
2; - (4@ 1). (3.19)

(Ya)
A partir disso, as estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo de
regressao sdo obtidas realizando da seguinte forma:

Passo-E. Dado 0 = 0, calcular 1, parai =1,2,....n

Passo-M. Atualizar  maximizando Q(6; é) com respeito a 8. A qual podemos maximizar
derivando a Equagdo (3.19) em relacdo a 6 = («, S, .. ., 3,), igualado a zero e resolvendo o

sistema de equagdes. As derivadas parciais de (3.19) em relacio a € sdo dadas, respectivamente,
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por

09(6;6) Yo+ S ti 4@
06! - " ( Yo + 2%a%a Z 275 —|— 4@ C(?’ Z 4@1 2

1l %%@-_4@27@
Yl 4Q; Voti

00(0;0) < 1 4 a; (i 2 Qi \ ([ Omi
ap; ; { [_ 20 " RhAQ o2 (_862? " %)] <877i) (3@) }3721)

comj=0,1,...,pevy, =y, + ayy 2/+/(ay,)? + 4 sendo a primeira derivada de v, em relagdo

(3.20)

~+~

a «. Entretanto, ndo € possivel resolver o sistema de equacdes de forma analitica, fazendo-se
necessdrio a utilizacdo de algum método tipo-Newton no passo-M; ver Jamshidian e Jennrich
(1997) e McLachlan e Krishnan (2007). A convergéncia do algoritmo EM pode ser estabelecida
utilizando a seguinte regra de parada, se |Q(67 ;) — Q(0): 6™")| < ¢, onde ¢ & o valor

de tolerancia; ver McLachlan e Krishnan (2007).

3.3.1 Aproximacao para os erros padrao

Uma desvantagem do algoritmo EM em relacdo aos métodos tipo-Newton € que no primeiro,
ndo podemos obter as estimativas dos erros padrdao dos estimadores por meio da matriz de
informacgdo de Fisher de forma direta. Existem diversas abordagens propostas para a obtengao
dos erros padrdo dos estimadores de maxima verossimilhanc¢a, como Baker (1992), Oakes (1999)
e Louis (1982), entre outras propostas.

A ideia de Louis (1982) se baseia no principio da falta de informacdo, o qual foi de-
senvolvido pelo autor. De acordo com o principio da falta de informacdo de Louis (1982),
a funcdo score de uma log-verossimilhanca dos dados incompletos se relaciona com a espe-
ranca condicional de uma log-verossimilhanca dos dados completos da seguinte forma: seja
So(y; 0) = E[00.(0;1)/00], onde S,(y;0) = 0(,(0;t)/00 e S.(y;0) = 0.(0;t)/00, sdo as
fungdes scores dos dados incompletos e completos, respectivamente. Meilijson (1989) apresenta

uma definicdo da matriz de informacao empirica como segue

n

1(8:8) = > s(t:0)s" (1:0) — (5:0)5 (1:6),

i=1



Um modelo de regressdo quantilica QSBS 55

tal que S(¢;0) = > | s(t;,0) e s(t;,0) é denominada como a func¢do score empirica da i-
ésima observagdo, ¢ = 1,2, ..., n. Substituindo @ por suas respectivas estimativas de maxima
verossimilhanca 6, temos que S(t; 5) = (, entdo a matriz de informag¢do empirica se resume

apenas

i=1
em que s(t;; 0)™ é a fungdo escore empirica obtida na r-ésima iteracdo utilizando o algoritmo
EM, a qual € dada por

~

s(ti;0)") = E[s(t;, u”; 0)|t,],

(r)

onde u; ' é a varidvel latente obtida na r-ésima iteragdo com distribuicao condicional Ay (u;|t;)
e as derivadas parciais da fungdo de log-verossimilhanga completa em relacdo a « e 8 sdo dadas,
respectivamente, por (3.20) e (3.21).

Pelo método de Louis (1982), uma aproximacgao para a matriz de informacgao observada na
r-ésima iteragdo pode ser obtida como I,(8; )" = Yoy s(t 6)"s" (t;:0)"). Dessa forma,
uma aproximac¢ao da matriz de covariincia € obtida invertendo a matriz de informacao de Fisher

empirica 16(5 :t)(") apés a convergéncia.

3.3.2 Critérios de selecao de modelos

Os critérios de informacdo s@o bastante utilizados na selecio do modelo de regressdao que
forneca o melhor ajuste a um conjunto de dados. Existem diversos critérios de informagao
utilizados na selecdo de modelos. Mais especificamente, quando usamos o algoritmo EM para
obter as estimativas de maxima verossimilhanca, substituirmos a func¢ao de log-verossimilhanca
pelo valor esperado da funcdo de log-verossimilhanca. Além disso, os critérios de informacao
podem ser utilizados na estimacao dos parametros extras associados a um modelo representado
por uma estrutura hierdrquica; ver Spiegelhalter et al. (2002).

O critério de informacao proposto por Akaike (1974) (AIC) € um dos critérios de informagao
mais utilizados. Este se baseia na existéncia de um “modelo verdadeiro” e sob essa suposi¢ao,

dentre uma lista de modelos postulados, o melhor modelo que apresenta a menor divergéncia
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em relacdo ao “modelo verdadeiro”, de tal forma que o AIC € obtido da seguinte forma:
AIC = —20(6; 6) + 2p,

onde Q(é, é) ¢ a funcdo de verossimilhanga completa maximizada e p representa o nimero de
parametros que indexa o modelo de regressao.

Nos trabalhos de Sugiura (1978) e Sakamoto, Ishiguro e Kitagawa (1986), foi verificado
que o AIC ¢ viesado em situagdes que o modelo apresenta um elevado nimero de pardmetros.
Buscando resolver esse problema Bozdogan (1987) propds uma correcdo ao AIC, o qual é

definido da seguinte forma:
AlCe = AlC + 222D
n—p—1
onde n € o tamanho da amostra. O Critério de Informacdo Bayesiano (BIC), proposto por
Schwarz (1978), parte do pressuposto da existéncia de um “modelo verdadeiro” donde o BIC

¢ definido como a estatistica que maximiza a probabilidade do modelo postulado ser o melhor

modelo dentre todos os modelos candidatos. O BIC € definido sendo
BIC = —20Q(8; 0) + plog(n).

Uma alternativa aos critérios AIC e BIC € o critério de informag¢ao de Hannan-Quinn (HIC).
Este foi proposto por Hannan e Quinn (1979) inicialmente na utilizados na selecao de modelos

de séries temporais. O HIC € definido como
HIC = —2Q(8: 6) + 2plog(log(n)).

Para todos os critérios de informagao apresentados, o melhor modelo € aquele que apresenta
o menor critério de informacao, isto €, que apresenta menor divergéncia em relagao ao “modelo

verdadeiro”.

3.3.3 Residuos

Os residuos sao uma importante ferramenta na andlise da qualidade de ajuste apresentada por

um modelo postulado. Alguns desses residuos sao bastante utilizados principalmente na anélise
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do ajuste global provido pelo modelo, como € o caso dos residuos Generalizados Cox-Snell
(GCS) e Quantil Aleatorizado (RQ). Os dois residuos citados anteriormente sdo muito utilizados
na avaliacdo da qualidade de ajuste de alguns modelos de regressdo Birnbaum-Saunders; ver
Dasilva et al. (2020).

Os residuos de Generalizados Cox-Snell sdo utilizados na avaliagdo da qualidade do ajuste
do modelo de regressdo principalmente para modelos de andlise de sobrevivéncia Lee e Wang
(2003). Estes residuos foram estudados inicialmente por Cox e Snell (1968). Podemos obter os
residuos GCS por meio da funcdo de risco acumulado sob os paradmetros estimados do modelo
da seguinte forma

PO = —log[l — Bewn(a(t))], i=1.2.....n.

onde Py (a(t)) é a fungdo de distribui¢do acumulada de uma v.a. T ~ QSBS(d, 3, v).

O outro residuo utilizado na avaliacdo da qualidade do ajuste provida pelo modelo, sdao
os residuos Dunn e Smyth (1996). Esses residuos comumente sao utilizados na avaliacdo de
modelos aditivos generalizados para locagao, escala e forma. Podemos obter os residuos RQ por

meio dos quantis de uma distribui¢do normal padrdo da seguinte forma
?RQ = CI)_I[(I)SMN(CL(t))], 1= 1,2,...,%,

onde ®(-)~! € a fungdo de distribui¢do acumulada inversa. Dizemos que o modelo postulado
¢ adequado quando os residuos GCS e RQ seguem uma distribuicdo exponencial padrio e
normal padrio, respectivamente. Para ambos os residuos, o pressuposto da distribui¢io pode ser

verificado por meio de técnicas gréficas, testes de hipdteses e estatisticas descritivas.

3.3.4 Testes de hipéteses

Diversos testes de hipéteses sdo utilizados na anélise da significincia das covaridveis para o
modelo, dentre esses testes, ha trés testes de hipteses que se destacam para essa finalidade, sendo
eles os testes Wald (1947), Score (Rao, 1948) e razdo de verossimilhanga (Wilks, 1938). Os trés
testes mencionados anteriormente se baseiam nos estimadores de maxima verossimilhanca, o que

permite a utilizacdo de uma série de propriedades assintdticas dos estimadores. Um outro teste
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que apresenta propriedades bem semelhantes aos trés testes citados € o teste gradiente proposto
por Terrell (2002), a estatistica do teste de gradiente foi obtida por Terrel por meio de uma
modificacio na estatistica do teste Score. As estatisticas wald, Score, razao de verossimilhanca

e gradiente para testar Hy : @ = 6 sdo dadas, respectivamente, por:

A~ o~

Sw = (0—860)"T(6)(6 - 8),
Sk = S(60)TT(0)715(80),
Str = —2[5(90)—5(9)]7

Sy = S(60)7(6 — 6y),

onde £(8y), ((8), S (50) e J (5) representam a func¢do log-verossimilhanga esperada maximi-
zada sob Hy e Hy, a funcdo score sob H, e a matriz de informac¢do de observada de Fisher,
respectivamente. Em particular, neste caso em que utilizamos o algoritmo EM para obter as
estimativas de maxima verossimilhanga, a fun¢io de log-verossimilhanca na estatistica Sy €
substituida pela esperanga da fungdo de log-verossimilhanga, nas estatisticas Sy, Sg € St a
funcdo score e a matriz de informacao de Fisher sdo aproximadas utilizando as suas respectivas
versoes empiricas apresentadas na Secao 3.3.1.

Sob Hy, as estatisticas Sy, Sg, Srr, St seguem uma distribui¢do x2, com n — oo e k sendo
o namero de pardmetros fixados na hipétese nula. Vale ressaltar que rejeitamos Hj se o valor
observado da estatistica de teste for maior que Xi,l—ou onde Xi,l—oz ¢ o quantil de ordem 1 — «

de uma distribui¢ao Qui-quadrado com ~ graus de liberdade.

3.4 Estudos de simulaciao

Nesta Sec¢ao serdo apresentados os resultados obtidos nos estudos de simulagdo de Monte
Carlo. As simulacdes foram realizadas utilizando o software R, o qual é de dominio publico.
Os estudos foram realizados utilizando 5.000 réplicas de Monte Carlo. Além disso, foram
considerados os tamanhos amostrais n = 50, 100, 200 e os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75, com

funcdo de ligagdo logaritmica.



Estudos de simulagdo 59

3.4.1 Estudo de simulacio 1

Considere o modelo de regressao quantilica:

log(Qz) = 50 + /leli + 523:22'7 1= 1a sy Ny

foram fixados os seguintes valores 3y = 2.5, 5, = 3 e 5o = 0.9, com as covaridveis simuladas
de acordo com uma distribui¢do Uniforme(0,1). Além disso, foram considerados os seguintes
valores do parametro de forma o = 0.2,0.5, 1.0 e os quantis ¢ = 0.25, 0.5, 0.75. Os paradmetros
extras, indexados as distribui¢des CN-BS, SL-BS e t,-BS, sdo, respectivamente, v = (0.1,0.3),
v =4ev = 11. Nesse estudo de simulacao de Monte Carlo foram avaliadas as performances dos
estimadores de méxima verossimilhanca usando o algoritmo EM sob diferentes critérios como
o Viés, o Erro Quadrético Médio (EQM) e Probabilidade de Cobertura (CP). As estimativas
de Monte Carlo para o Viés e o EQM dos estimadores de médxima verossimilhanga sdo dados,

respectivamente, por

M M
Viés(@) = - > (7 — ), EQM(P) = Z

onde M representa o nimero de replicas utilizadas no estudo de Monte Carlo, ¢ o parametro
verdadeiro e ") sua r-ésima estimativa de maxima verossimilhanca. Por sua vez, a probabilidade

de cobertura (CP) do intervalo de confianca (95%) assintético, é dada por

M
Z (p €30, 7)),

em que /(-) é uma funcdo indicadora, tal que ¢ pertence ao r-ésimo intervalo assintético
[gp(L), gpg)] com @g) e @8“) os limites inferior e superior, respectivamente.

Além da andlise da performance dos estimadores de mdxima verosimilhanca dos estimadores,
esse estudo de simulacao de Monte Carlo conta com mais duas andlises: uma andlise da taxa de
acertos com qual os critérios de informagdao AIC, BIC AICc, HIC e a raiz do erro quadratico
médio (REQM) da predicdo selecionam o modelo correto, isto €, o modelo sob o processo

gerador dos dados, a outra andlise busca avaliar a suposic@o da distribui¢do tedrica dos residuos

GCS e RQ por meio de estatisticas descritivas considerando o modelo baseado no processo
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gerador dos dados. As etapas realizadas para a obtencao dos resultados do estudo de simulagdo

1 sdo descritas no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Passos para o estudo de Monte Carlo 1.

1: Escolher o modelo de regressao quantilica mistura-escala Birnbaum-Saunders baseado em
uma varidvel latente U com densidade iy (u) das Equagdes (3.10), (3.11) ou (3.13) e fixar
os parametros v do modelo.

2: Gerar 5000 amostras baseadas no modelo escolhido.

3: Estimar os parametros do modelo pelo método da maxima verossimilhanga para cada
amostra.

4: Estimar o viés, 0o EQM e a PC com base nas 5000 réplicas.

5: Computar, para cada réplica, os residuos GCS e RQ e as respectivas estatisticas descritivas:
media, mediana, SD, CS e CK. Computar as médias das estatisticas descritivas com base
nas 5000 réplicas.

6: Computar, para cada réplica, os valores dos critérios de informac¢dao AIC, BIC, AICc, HIC
e REQM da predicdo para o modelo escolhido e para diferentes modelos considerando
hy(u) com densidade dada por (3.10), (3.11) ou (3.13). Computar a percentagem que
acertadamente os critérios de informacao AIC, BIC, AICc, HIC e o REQM escolhem o
modelo correto, ou seja, o0 modelo baseado no processo gerador dos dados.

Nas Tabelas 3.1-3.3 encontram-se o viés, erro quadritico médio (EQM) e a probabilidade
de cobertura (CP) para as estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do modelo
de regressdo quantilica considerando as distribuicdes CN-BS, SL-BS e ¢,-BS. Pelas Tabelas
3.1-3.3, podemos observar que o Viés € 0 EQM diminuem a medida que aumentamos o tamanho
da amostra, ainda sobre o Viés e o EQM, € possivel observar que estes aumentam para todos
os parametros, a medida que aumentamos o valor do parametro « fixado a priori, em relagao a
probabilidade de cobertura (CP) foi possivel observar que a medida que aumentamos o tamanho
amostral, a probabilidade de cobertura do parametro tende a se aproximar do nivel fixado de
95%, isso fica mais evidente quando observamos o coeficiente 3y, por exemplo.

Nas Tabelas 3.4-3.5 temos um sumario de estatisticas descritivas, contando com a média
(MN), mediana (MD) desvio padrao (SD), coeficiente de assimetria (SK) e curtose (CK) para
os residuos GCS e RQ, respectivamente. Pela Tabela 3.4, os modelos para as distribui¢des
CN-BS e t,-BS, a média e a mediana, sdo aproximadamente, 1 e 0.69, além disso, o SD dos
residuos GCS € aproximadamente 1, para os dois modelos mencionados, indicando assim que
os residuos GCS se comportam de acordo com uma distribui¢do exponencial padrdo, para o
modelo de regressao associado a distribuicdo SL-BS, os residuos GCS ndo se comportam de

acordo com uma distribui¢cdo exponencial padrdo. Pela Tabela 3.5, os modelos baseados nas
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distribui¢des CN-BS e ¢,-BS, os residuos RQ se comportam de acordo com uma distribui¢cdo
normal padrdo, isto é, apresentando média e SD, aproximadamente O e 1, respectivamente. De
forma andloga aos residuos GCS, os residuos RQ para o modelo baseado na distribui¢cao SL-BS
nao se comportam de acordo com uma distribuicdo normal padrao.

Na Tabela 3.6 estao dispostas as taxas de acerto para o modelo baseado no processo gerador
dos dados considerando os critérios de informagdao AIC, BIC, AICc, HIC e também a raiz do
erro quadritico médio (REQM). Pela Tabela 3.6 podemos observar que a taxa de acertos sob
os critérios utilizados ndo muda de acordo que mudamos o valor do parametro de forma .
Por outro lado, considerando apenas o REQM, este muda de acordo com o valor do quantil
de interesse, para os modelos CN-BS e ¢,-BS, a taxa de acertos considerando o REQM como
critério de escolha do modelo é maior para os quantis ¢ = 0.25,0.75, enquanto que para o
modelo SL-BS, a taxa de acertos sob o REQM como critério foi maior para ¢ = 0.5 € menor

para os quantis de 0.25 e 0.75.
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Tabela 3.1: Viés, EQM e CP para o modelo de regressao quantilica CN-BS, com v = 0.1,

6 =0.3.
n =50 n = 100 n = 200
a g Viés EQM PC Viés EQM PC Viés EQM PC
a —0.0064 00006 09440  —0.0030 0.0003 09436  —0.0015 0.0001 0.9522
025 Do 00053 00050 09210 0.0028 0.0029 0.9334 0.0007 0.0017 0.9440
B 0.0020 0.0129 09360  —0.0013 0.0060 0.9406 0.0007 0.0028 0.9480
By —0.0021 0.0092 0.9440 0.0004 0.0060 0.9436 0.0001 0.0027 0.9476
a —0.0063 0.0005 09474  —0.0030 0.0003 09436  —0.0015 0.0001 0.9522
02 05 By 0.0002 0.0087 09184 0.0007 0.0028 0.9334  —0.0004 0.0017 0.9440
B, 00010 0.0133 09406  —0.0013 0.0060 0.9416 0.0007 0.0028 0.9466
B, —0.0005 0.0101 0.9476 0.0004 0.0060 0.9436 0.0001 0.0027 0.9476
a —0.0063 00005 09474  —0.0030 0.0003 09436  —0.0015 0.0001 0.9524
075 Do —0.0043 00090 09184  —0.0015 00029 09334  —0.0014 0.0018 0.9440
B 00010 0.0133 09404  —0.0013 0.0060 0.9408 0.0007 0.0028 0.9458
B, —0.0005 0.0101 0.9474 0.0004 0.0060 0.9436 0.0001 0.0027 0.9476
a4 —00162 00034 09480  —0.0078 0.0017 09456  —0.0039 0.0009 0.9520
025 Do 00119 00536 09182 0.0070 0.0171 0.9320 0.0018 0.0104 0.9432
B, 00022 0.0797 09424  —0.0031 0.0360 0.9416 0.0017 0.0169 0.9474
B, —0.0014 0.0607 0.9506 0.0010 0.0361 0.9450 0.0005 0.0165 0.9468
a4 —00162 00034 009480  —0.0078 0.0017 09456  —0.0039 0.0009 0.9520
05 05 By 00005 0.0519 09182 0.0015 0.0164 09320  —0.0010 0.0102 0.9432
B, 00022 0.0797 09434  —0.0031 0.0360 0.9448 0.0017 0.0169 0.9472
B, —0.0014 0.0607 0.9506 0.0010 0.0361 0.9450 0.0005 0.0165 0.9468
a  —00162 00034 09480  —0.0078 0.0017 09456  —0.0039 0.0009 0.9520
075 Db —00109 00536 09182  —0.0039 00174 09320  —0.0037 00109 0.9432
B 00022 00797 09442  —0.0031 0.0360 0.9440 0.0017 0.0169 0.9444
B, —0.0014 0.0607 0.9506 0.0010 0.0361 0.9450 0.0050 0.0165 0.9468
a —00341 00137 09530 —0.0163 0.0067 09514  —0.0082 0.0035 0.9518
025 Do 00245 0.1833 09174 0.0138 0.0584 0.9330 0.0036 0.0357 0.9426
B 00037 02732 09498  —0.0055 0.1231 0.9438 0.0030 0.0582 0.9512
B, —0.0028 0.2095 0.9568 0.0020 0.1233 0.9514 0.0018 0.0573 0.9492
a —00341 00137 09530  —0.0163 0.0067 09514  —0.0082 0.0035 0.9518
L 0s By 00013 01772 09174 0.0026 0.0558 09330  —0.0020 0.0352 0.9424
B 00037 02732 09496  —0.0055 0.1231 0.9506 0.0030 0.0582 0.9490
B, —0.0028 0.2095 0.9568 0.0020 0.1233 0.9514 0.0018 0.0573 0.9492
a —00341 00137 09530  —0.0163 0.0067 09514  —0.0082 0.0035 0.9518
075 Db —00220 0.1834 09174  —0.0086 00593 09330  —0.0076 0.0379 0.9424
B 00037 02732 09496  —0.0055 0.1231 0.9486 0.0030 0.0582 0.9462
B, —0.0028 0.2095 0.9568 0.0020 0.1233 0.9514 0.0018 0.0573 0.9492
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Tabela 3.2: Viés, EQM e CP para o modelo de regressao quantilica SL-BS, com v = 4.

n =50 n =100 n = 200

«@ q Viés EQM PC Viés EQM PC Viés EQM PC
a —0.0063 0.0005 0.9536 —0.0035 0.0002 0.9502 —0.0016 0.0001 0.9460

0.25 EU 0.0035 0.0067 0.9258 0.0041 0.0051 0.9338 0.0007 0.0018 0.9452

51 0.0010 0.0105 0.9478 —0.0014 0.0067 0.9472 —0.0003 0.0033 0.9448

Bg 0.0008 0.0131 0.9516 —0.0015 0.0061 0.9462 0.0008 0.0031 0.9504

a —0.0072 0.0005 0.9542 —0.0033 0.0002 0.9498 —0.0019 0.0001 0.9530

02 05 [EO —0.0013 0.0067 0.9198 —0.0006 0.0037 0.9382 —0.0003 0.0023 0.9422
51 0.0035 0.0118 0.9456 0.0016 0.0067 0.9500 —0.0001 0.0037 0.9506

BQ —0.0001 0.0117 0.9468 0.0000 0.0068 0.9516 0.0008 0.0033 0.9472

a —0.0071 0.0005 0.9470 —0.0036 0.0002 0.9522 —0.0017 0.0001 0.9540

075 éo —0.0041 0.0107 0.9212 —0.0038 0.0033 0.9316 —0.0013 0.0018 0.9418

B1 —0.0017 0.0176 0.9496 0.0003 0.0064 0.9470 —0.0002 0.0031 0.9522

Bg —0.0020 0.0140 0.9498 0.0005 0.0067 0.9486 —0.0006 0.0031 0.9554

a —0.0180 0.0031 0.9486 —0.0096 0.0015 0.9514 —0.0044 0.0007 0.9504

0.25 BA\O 0.0158 0.0421 0.9244 0.0074 0.0228 0.9346 0.0039 0.0108 0.9392

51 —0.0068 0.0647 0.9404 0.0012 0.0327 0.9464 —0.0007 0.0178 0.9506

B\g 0.0034 0.0734 0.9568 0.0001 0.0382 0.9494 0.0012 0.0193 0.9484

a —0.0183 0.0031 0.9538 —0.0083 0.0015 0.9508 —0.0043 0.0007 0.9552

05 05 BA\O —0.0013 0.0459 0.9170 0.0004 0.0282 0.9356 0.0004 0.0119 0.9354
51 —0.0006 0.0813 0.9506 —0.0009 0.0383 0.9530 —0.0004 0.0208 0.9520

f)’\g —0.0015 0.0649 0.9492 0.0002 0.0427 0.9548 —0.0001 0.0180 0.9446

a —0.0182 0.0030 0.9460 —0.0087 0.0014 0.9508 —0.0049 0.0007 0.9516

075 EO —0.0122 0.0671 0.9264 —0.0075 0.0264 0.9378 —0.0048 0.0108 0.9432

51 0.0009 0.0893 0.9442 0.0006 0.0456 0.9514 —0.0015 0.0164 0.9522

B\g —0.0047 0.0767 0.9504 0.0030 0.0353 0.9466 0.0029 0.0190 0.9484

a —0.0414 0.0127 0.9616 —0.0206 0.0061 0.9580 —0.0103 0.0029 0.9530

0.25 E(] 0.0278 0.1608 0.9196 0.0120 0.0731 0.9284 0.0081 0.0361 0.9442

51 0.0031 0.2456 0.9554 0.0035 0.1498 0.9566 —0.0028 0.0620 0.9524

Bg 0.0041 0.2423 0.9606 0.0039 0.1439 0.9580 0.0017 0.0641 0.9536

a —0.0372 0.0129 0.9680 —0.0177 0.0057 0.9580 —0.0086 0.0029 0.9536

1 0.5 50 —0.0057 0.1361 0.9200 —0.0002 0.0736 0.9388 0.0025 0.0385 0.9394
£ —0.0088 0.2754 0.9582 —0.0013 0.1190 0.9532 —0.0064 0.0595 0.9524

Bg 0.0192 0.2526 0.9618 0.0037 0.1142 0.9554 0.0013 0.0621 0.9528

a —0.0398 0.0130 0.9634 —0.0170 0.0059 0.9544 —0.0091 0.0029 0.9528

075 E@ —0.0289 0.1368 0.9158 —0.0088 0.0708 0.9372 —0.0096 0.0337 0.9446

1 —0.0062 0.2156 0.9482 —0.0076  0.1237 0.9532 —0.0001 0.0592 0.9492

32 0.0062 0.2486 0.9608 —0.0019 0.1315 0.9524 0.0053 0.0575 0.9542
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Tabela 3.3: Viés, EQM e CP para o modelo de regressao quantilica ¢,-BS, com v = 11.
n =50 n =100 n = 200
a q Viés EQM PC Viés EQM PC Viés EQM PC
a —0.0064 0.0006 0.9474 —0.0030 0.0003 0.9416 —0.0015 0.0001 0.9522
0.25 EU 0.0060 0.0112 0.9192 0.0028 0.0028 0.9318 0.0007 0.0017 0.9432
B —0.0009 0.0144 0.9376 —0.0013 0.0060 0.9404 0.0007 0.0028 0.9486
Bg —0.0009 0.0122 0.9426 0.0003 0.0060 0.9426 0.0001 0.0027 0.9468
a —0.0063 0.0006 0.9468 —0.0030 0.0003 0.9416 —0.0015 0.0001 0.9520
02 05 50 0.0003 0.0086 0.9186 0.0007 0.0027 0.9318 —0.0003 0.0017 0.9432
51 0.0009 0.0132 0.9402 —0.0013 0.0060 0.9412 0.0007 0.0028 0.9470
BQ —0.0005 0.0101 0.9446 0.0003 0.0060 0.9428 0.0001 0.0027 0.9468
a —0.0063 0.0006 0.9468 —0.0030 0.0003 0.9416 —0.0015 0.0001 0.9520
0.75 50 —0.0041 0.0089 0.9186 —0.0014 0.0029 0.9318 —0.0014 0.0018 0.9432
Ioit 0.0009 0.0132 0.9410 —0.0013 0.0060 0.9402 0.0007 0.0028 0.9446
Bg —0.0005 0.0101 0.9446 0.0003 0.0060 0.9428 0.0001 0.0027 0.9468
a —0.0163 0.0034 0.9462 —0.0078 0.0017 0.9442 —0.0039 0.0009 0.9538
0.25 B;o 0.0121 0.0533 0.9194 0.0072 0.0171 0.9328 0.0018 0.0104 0.9440
b1 0.0022 0.0791 0.9436 —0.0030 0.0359 0.9422 0.0016 0.0169 0.9480
Bg —0.0012 0.0605 0.9494 0.0007 0.0361 0.9448 0.0004 0.0165 0.9472
a —0.0164 0.0034 0.9462 —0.0078 0.0017 0.9442 —0.0039 0.0009 0.9538
05 0.5 BA\O 0.0008 0.0516 0.9194 0.0018 0.0164 0.9328 —0.0009 0.0102 0.9438
b1 0.0022 0.0791 0.9456 —0.0030 0.0359 0.9438 0.0016 0.0169 0.9480
f)’\g —0.0012 0.0605 0.9494 0.0007 0.0361 0.9448 0.0004 0.0165 0.9474
a —0.0163 0.0034 0.9462 —0.0078 0.0017 0.9440 —0.0039 0.0009 0.9538
0.75 EO —0.0106 0.0532 0.9194 —0.0036 0.0173 0.9328 —0.0035 0.0109 0.9440
b1 0.0022 0.0791 0.9444 —0.0030 0.0359 0.9426 0.0016 0.0169 0.9446
B\g —0.0012 0.0605 0.9494 0.0007 0.0361 0.9448 0.0004 0.0165 0.9472
a —0.0350 0.0139 0.9526 —0.0167 0.0069 0.9518 —0.0084 0.0035 0.9526
0.25 é(] 0.0250 0.1827 0.9190 0.0144 0.0584 0.9340 0.0038 0.0359 0.9440
51 0.0036 0.2717 0.9520 —0.0052 0.1233 0.9432 0.0029 0.0584 0.9504
Bg —0.0023 0.2090 0.9570 0.0013 0.1237 0.9508 0.0016 0.0577 0.9488
a —0.0350 0.0139 0.9526 —0.0167 0.0069 0.9518 —0.0084 0.0035 0.9526
| 0.5 50 0.0015 0.1765 0.9190 0.0032 0.0559 0.9340 —0.0018 0.0355 0.9440
b1 0.0036 0.2717 0.9540 —0.0052 0.1233 0.9488 0.0029 0.0584 0.9502
Bg —0.0023 0.2090 0.9570 0.0013 0.1237 0.9508 0.0016 0.0577 0.9488
a —0.0350 0.0139 0.9526 —0.0167 0.0069 0.9518 —0.0084 0.0035 0.9526
0.75 E(] —0.0220 0.1824 0.9190 —0.0081 0.0593 0.9340 —0.0074 0.0381 0.9440
1 0.0036 0.2717 0.9520 —0.0052 0.1233 0.9474 0.0029 0.0584 0.9468
Bg —0.0023 0.2090 0.9570 0.0013 0.1237 0.9508 0.0016 0.0577 0.9488
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Tabela 3.4: Sumario de estatisticas para os residuos GCS considerando o modelo de regressao
quantilica SBS.

n =50 n = 100 n = 200

«@ q CN-BS SL-BS t,-BS CN-BS SL-BS t,-BS CN-BS SL-BS t,-BS
MN 1.0007 0.2249 1.0002 1.0003 3.4373 1.0000 1.0002 2.7172  1.0001
MD 0.6980 0.0000 0.6964 0.6956 0.7111 0.6952 0.6941 0.2370 0.6940

0.25 SD 1.0008 0.7546 1.0007 0.9994 4.4814 0.9993 1.0000 3.8889 0.9998
SK  1.6378 4.0803 1.6428 1.7848 1.0108 1.7883 1.8767 1.2936 1.8774

CK 3.1251 17.7753 3.1549 4.1353 —0.4425 4.1577 4.8594 0.4671 4.8577
MN 1.0004 6.9641 0.9999 1.0003 1.1698 1.0000 1.0002 2.8319 1.0001
MD 0.6974 4.5335 0.6968 0.6956 0.0004 0.6952 0.6941 0.5567 0.6940

02 05 SD 0.9997 6.6111 0.9995 0.9994 2.5135 0.9993 1.0000 3.8723 0.9999
SK 1.6322 0.5019 1.6373 1.7848 2.3886 1.7883 1.8767 1.2494 1.8774

CK 3.0959 —1.2344 3.1217 4.1354 49818 4.1578 4.8594 0.3308 4.8576
MN 1.0004 3.4180 0.9999 1.0003 5.4234  1.0000 1.0002 13.7272 1.0001
MD 0.6974 1.1057 0.6968 0.6956 3.1935 0.6952 0.6941 14.9827 0.6940
0.75 SD 0.9997 4.3039 0.9995 0.9994 5.6753 0.9993 1.0000 6.0437 0.9999
SK  1.6322 0.9856 1.6373 1.7849 0.5817 1.7883 1.8768 —0.5336 1.8774

CK 3.0961 —-0.4622 3.1218 4.1356 —1.1559 4.1579 48596 —0.6473 4.8578

MN 1.0002 6.2318 0.9996 1.0001 5.0268 0.9998 1.0001 1.0149 1.0000
MD 0.6976 5.4538 0.6970 0.6957 3.8996 0.6953 0.6941 0.2530 0.6939
0.25 SD 0.9978 4.8210 0.9976 0.9984 4.3076  0.9983 0.9995 1.6239 0.9993
SK  1.6229 04127 1.6271 1.7793 0.6738 1.7821 1.8734 2.3450 1.8738

CK 3.0526 —1.0874 3.0718 4.1048 —0.6312 4.1224 4.8365 6.2482 4.8344
MN 1.0001 3.4666 0.9996 1.0001 3.4666 0.9998 1.0001 3.2460 1.0000
MD 0.6976 2.4009 0.6970 0.6957 2.4009 0.6953 0.6941 2.0450 0.6939

0.5 05 SD 0.9978 3.3556 0.9976 0.9984 3.3556 0.9983 0.9995 3.3414  0.9993
SK  1.6229 0.9513 1.6271 1.7793 0.9513 1.7821 1.8734 1.1899 1.8738

CK 3.0526 0.0021 3.0717 4.1049 0.0021 4.1224 4.8366 0.6885 4.8344
MN 1.0001 1.3331 0.9996 1.0001 0.7800 0.9998 1.0001 2.4466 1.0000
MD 0.6976 0.4540 0.6970 0.6957 0.2002 0.6953 0.6941 1.0708 0.6939

0.75 SD 0.9978 1.9673 0.9976 0.9984 1.3305 0.9983 0.9995 3.0264 0.9993
SK  1.6229 1.9690 1.6271 1.7794 2.6832 1.7822 1.8734 1.4214 1.8738

CK 3.0527 3.8322 3.0718 4.1049 8.5732 4.1224 4.8366 1.2562 4.8345
MN 0.9993 1.7884 0.9989 0.9997 0.8007 0.9994 0.9997 2.6806 0.9997
MD 0.6986 1.0537 0.6979 0.6961 0.3817 0.6957 0.6942 1.7059 0.6941
0.25 SD 0.9921 2.0649 0.9918 0.9956 1.1435 0.9953 0.9978 2.7691 0.9976
SK 1.5961 1.7839 1.5976 1.7637 2.6123 1.7642 1.8639 1.6326 1.8633

CK 2.9246 3.3013 2.9240 4.0165 8.8216 4.0183 4.7733 2.5941 4.7663
MN 0.9993 1.3375 0.9989 0.9997 1.4969 0.9994 0.9997 0.6229 0.9997
MD 0.6986 0.7459 0.6979 0.6961 0.8467 0.6957 0.6942 0.2700 0.6941

1 0.5 SD 0.9921 1.6592 0.9918 0.9956 1.8269 0.9953 0.9978 0.9235 0.9976
SK 1.5961 1.9805 1.5976 1.7637 2.0812 1.7642 1.8639 27777 1.8633

CK 2.9246 4.4033 2.9239 4.0165 5.0290 4.0183 47733  10.5620 4.7663
MN 0.9993 1.9122 0.9989 0.9997 3.4851 0.9994 0.9997 0.9887 0.9997
MD 0.6986 1.0797 0.6979 0.6961 2.3979 0.6957 0.6942 0.4844 0.6941
0.75 SD 0.9921 2.2636 0.9918 0.9956 3.2461 0.9953 0.9978 1.3787 0.9976
SK  1.5961 1.7622 1.5976 1.7637 1.2772 1.7642 1.8639 2.6184 1.8633

CK 29247 3.0441 2.9240 4.0165 1.1415 4.0184 4.7733 8.8776 4.7663
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Tabela 3.5: Sumadrio de estatisticas para os residuos RQ considerando o modelo de regressao

quantilica SBS.
n =50 n = 100 n = 200

«@ q CN-BS SL-BS t,-BS CN-BS SL-BS t,-BS CN-BS SL-BS t,-BS
MN —0.0007 3.6621 —0.0003 —0.0004 —0.0222 —0.0001 —0.0002 0.5812 —0.0002

MD —-0.0018 4.4962 —0.0002 —0.0010 0.0091 —0.0007 —0.0002 0.8356 —0.0001

0.25 SD 1.0093 2.1911 1.0093 1.0045 3.1032 1.0044 1.0022 3.1333 1.0021

SK —0.0054 —-0.9419 —0.0057 —0.0023 —0.0018 —0.0028 —0.0035 —0.1484 —0.0033

CK —-0.2145 —-0.1194 —-0.2044 —0.1149 —1.4337 —0.1129 —0.0611 —1.4539 —0.0606

MN —-0.0006 —-2.1173 —0.0001 —0.0004 2.2921 —0.0001 —0.0002 0.2326 —0.0002

MD —-0.0012 —-2.2758 —0.0008 —0.0010 3.4442 —0.0007 —0.0002 0.2018 —0.0001

02 05 SD 1.0092 2.6909 1.0092 1.0045 2.8829 1.0044 1.0022 2.9603 1.0021
SK  —0.0027 0.3635 —0.0030 —0.0023 —0.7669 —0.0028 —0.0035 —0.0082 —0.0033

CK -0.2150 —-1.0596 —-0.2074 —0.1149 —-0.7860 —0.1129 —0.0611 —1.3435 —0.0606

MN —-0.0006 —-0.2725 —0.0001 —0.0004 —1.1287 —0.0001 —0.0002 —4.5000 —0.0002

MD -0.0012 —-0.4018 —0.0008 —0.0010 —1.7211 —0.0007 —0.0002 —4.9832 —0.0001

0.75 SD 1.0092 2.8834 1.0092 1.0045 3.1633 1.0044 1.0022 1.5547 1.0021

SK  —0.0027 0.0591 —0.0030 —0.0023 0.3594 —0.0029 —0.0035 1.2891 —0.0033

CK -0.2149 -1.3973 —-0.2074 —0.1149 —-1.2754 —-0.1129 —0.0611 1.2414 —0.0606

MN —0.0006 —2.3923 —0.0001 —0.0004 —1.9300 —0.0001 —0.0001 0.7844 —0.0001

MD —-0.0012 —2.5996 —0.0007 —0.0010 —2.0355 —0.0006 —0.0001 0.7682 0.0000

0.25 SD 1.0088 1.8164 1.0088 1.0042 1.8304 1.0042 1.0020 1.8929 1.0020

SK —0.0021 0.3022 —0.0023 —0.0023 0.2409 —0.0027 —0.0035 —-0.0576 —0.0033

CK —-0.2258 —1.0039 —-0.2194 —0.1212 —-0.8613 —0.1196 —0.0649 —0.7816 —0.0645

MN —-0.0006 —-0.2474 —0.0001 —0.0004 —1.2189 —0.0001 —0.0001 —-1.1277 —0.0000

MD -0.0012 —-0.3091 —0.0007 —0.0010 —1.3267 —0.0006 —0.0001 —1.1230 0.0000

05 05 SD 1.0088 1.9014 1.0088 1.0042 1.8326 1.0042 1.0020 1.7712 1.0020
SK —0.0021 0.1187 —0.0023 —0.0023 0.2699 —0.0027 —0.0035 0.0708 —0.0033

CK —0.2258 —-0.7672 —0.2194 —0.1212 —0.6692 —0.1196 —0.0649 —0.6857 —0.0645

MN —0.0006 0.3435 —0.0001 —0.0004 0.9719 —0.0001 —0.0001 —0.4675 —0.0000

MD —-0.0012 0.3910 —0.0007 —0.0010 0.9259 —0.0006 —0.0001 —0.3988 0.0000

0.75 SD 1.0088 1.8131 1.0088 1.0042 1.7567 1.0042 1.0020 1.9726 1.0020

SK —-0.0021 -0.1176 —0.0023 —0.0023 —0.0706 —0.0027 —0.0035 —-0.0207 —0.0033

CK —0.2258 —0.7264 —0.2194 —0.1212 —0.6657 —0.1196 —0.0649 —0.8315 —0.0645

MN —-0.0007 —-0.4018 —0.0002 —0.0004 0.5441 —0.0000 0.0000 —1.0096 0.0001

MD -0.0012 —-0.3610 —0.0008 —0.0009 0.4899 —0.0007 0.0001 —0.9013 0.0002

0.25 SD 1.0071 1.4377 1.0074 1.0034 1.3864 1.0035 1.0016 1.4481 1.0016

SK —0.0004 —0.0746 —0.0004 —0.0020 0.1054 —0.0022 —0.0034 —0.2055 —0.0032

CK —-0.2586 —0.2157 —0.2562 —0.1399 —0.0067 —0.1402 —0.0758 —0.2410 —0.0763

MN —-0.0007 —0.0396 —0.0002 —0.0004 —0.1923 —0.0000 0.0000 0.8391 0.0001

MD —-0.0012 —0.0447 —0.0008 —0.0009 —0.1726 —0.0007 0.0001 0.7316 0.0002

1 0.5 SD 1.0071 1.4219 1.0074 1.0034 1.4142 1.0035 1.0016 1.4253 1.0016
SK —0.0004 0.0318 —0.0004 —0.0020 —0.0342 —0.0022 —0.0034 0.2282 —0.0032

CK —-0.2587 —0.0933 —0.2562 —0.1399 —-0.0014 —0.1402 —0.0758 —0.1461 —-0.0763

MN —0.0007 —0.4664 —0.0002 —0.0004 —1.4258 —0.0000 0.0000 0.3369 0.0001

MD -0.0012 —-0.4011 —0.0008 —0.0009 —1.3223 —0.0007 0.0001 0.2991 0.0002

0.75 SD 1.0071 1.4966 1.0074 1.0034 1.4880 1.0035 1.0016 1.4284 1.0016

SK —0.0005 —-0.1262 —0.0004 —0.0020 —0.1390 —-0.0022 —0.0034 0.0640 —0.0032

CK —-0.2586 —0.2693 —0.2562 —0.1399 —-0.5011 —0.1402 —0.0758 0.0339 —-0.0763
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Tabela 3.6: Taxa de acerto considerando os critérios de informagao AIC,BIC, AICc,
REQM para o modelo de regressao quantilica.
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HICeo

n = 50 n = 100 n = 200

o q CN-BS SL-BS ¢,-BS CN-BS SL-BS ¢,-BS CN-BS SL-BS ¢,-BS
AIC 0.5224 0.0000 0.4678 0.4124 0.0000 0.5620 0.3164 0.0000 0.6264

BIC 0.5224 0.0000 0.4678 0.4124 0.0000 0.5620 0.3164 0.0000 0.6264

0.25 AlICc 0.5224 0.0000 0.4678 0.4124 0.0000 0.5620 0.3164 0.0000 0.6264
HIC 0.5224 0.0000 0.4678 0.4124 0.0000 0.5620 0.3164 0.0000 0.6264
REQM 0.1884 0.1786 0.6360 0.2026 0.1062 0.7298 0.1634 0.0424 0.8248
AIC 0.5232 0.0000 0.4532 0.4126 0.0000 0.5688 0.3166 0.0000 0.6302

BIC 0.5232 0.0000 0.4532 0.4126 0.0000 0.5688 0.3166 0.0000 0.6302

02 05 AICc 0.5232  0.0000 0.4532 0.4126  0.0000 0.5688 0.3166 0.0000 0.6302
HIC 0.5232  0.0000 0.4532 0.4126  0.0000 0.5688 0.3166 0.0000 0.6302
REQM 0.2300 0.3948 0.3802 0.2618 0.4170 0.3170 0.2634 0.4146 0.3138

AIC 0.5244 0.0000 0.4656 0.4126  0.0000 0.5536 0.3168 0.0000 0.6266

BIC 0.5244 0.0000 0.4656 0.4126 0.0000 0.5536 0.3168 0.0000 0.6266
0.75 AlCc 0.5244 0.0000 0.4656 0.4126 0.0000 0.5536 0.3168 0.0000 0.6266
HIC 0.5244 0.0000 0.4656 0.4126 0.0000 0.5536 0.3168 0.0000 0.6266
REQM 0.1914 0.2014 0.6084 0.2026 0.1066 0.7284 0.1520 0.0444 0.8374

AIC 0.5312 0.0000 0.4526 0.4160 0.0000 0.5598 0.3170  0.0000 0.6270

BIC 0.5312 0.0000 0.4526 0.4160 0.0000 0.5598 0.3170  0.0000 0.6270
0.25 AICc 0.5312 0.0000 0.4526 0.4160 0.0000 0.5598 0.3170  0.0000 0.6270
HIC 0.5312 0.0000 0.4526 0.4160 0.0000 0.5598 0.3170  0.0000 0.6270
REQM 0.2050 0.1924 0.6356 0.2088 0.1030 0.7080 0.1768 0.0518 0.8156
AIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5512 0.3170  0.0000 0.6280

BIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5512 0.3170  0.0000 0.6280

05 05 AICc 0.5314  0.000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5512 0.3170  0.0000 0.6280
HIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5512 0.3170 0.0000 0.6280
REQM 0.2436 0.4040 0.3486 0.2720 0.3968 0.3184 0.2936 0.3994 0.3174

AIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5534 0.3170 0.0000 0.6272

BIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5534 0.3170 0.0000 0.6272
0.75 AICc 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5534 0.3170 0.0000 0.6272
HIC 0.5314 0.0000 0.4458 0.4160 0.0000 0.5534 0.3170  0.0000 0.6272
REQM 0.1832 0.2318 0.6450 0.2026 0.1410 0.6966 0.1618 0.0642 0.8188
AIC 0.5510 0.0000 0.4314 0.4252 0.0000 0.5494 0.3204 0.0000 0.6166

BIC 0.5510 0.0000 0.4314 0.4252 0.0000 0.5494 0.3204 0.0000 0.6166
0.25 AICc 0.5510 0.0000 0.4314 0.4252 0.0000 0.5494 0.3204 0.0000 0.6166
HIC 0.5510 0.0000 0.4314 0.4252 0.0000 0.5494 0.3204 0.0000 0.6166
REQM 0.1936 0.2056 0.6140 0.2208 0.1454 0.6748 0.1960 0.0692 0.7626

AIC 0.5510 0.0000 0.4372 0.4252 0.0000 0.5460 0.3204 0.0000 0.6234

BIC 0.5510 0.0000 0.4372 0.4252 0.0000 0.5460 0.3204 0.0000 0.6234

1 0.5 AlCc 0.5510 0.0000 0.4372 0.4252 0.0000 0.5460 0.3204 0.0000 0.6234
HIC 0.5510 0.0000 0.4372 0.4252 0.0000 0.5460 0.3204 0.0000 0.6234
REQM 0.2552 0.3924 0.3788 0.2962 0.3912 0.3208 0.3202 0.3982 0.2942
AIC 0.5510 0.0000 0.4330 0.4252 0.0000 0.5368 0.3204 0.0000 0.6216

BIC 0.5510 0.0000 0.4330 0.4252 0.0000 0.5368 0.3204 0.0000 0.6216
0.75 AlICc 0.5510 0.0000 0.4330 0.4252 0.0000 0.5368 0.3204 0.0000 0.6216
HIC 0.5510 0.0000 0.4330 0.4252 0.0000 0.5368 0.3204 0.0000 0.6216
REQM 0.1988 0.2670 0.5378 0.2092 0.2022 0.6022 0.1754 0.0784 0.7606
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3.4.2 Estudo de simulacio 2

Considere o modelo de regressdo quantilica com o seguinte componente sistematico:

log(Q;) = Bo + frx1i + Paa; + Pxsi, i =1,2,... 0,

onde os valores dos coeficientes 3, 7 = 0,1,...,3 ndo fixados na hipdtese nula sdo iguais
1, enquanto que as covaridveis do modelo sdo simuladas de acordo com uma distribui¢do
Uniforme(0,1). Neste estudo foram consideradas as estatisticas Sy, Spr, Sr, ST na analise do
tamanho e do poder do teste para testar Hy : 03_,4+1 = --- = 3 = 0,com xk = 1, 3. A ideia aqui
¢ verificar se a performance dos testes utilizados variam de acordo com o nimero de parametros
fixados na hipétese nula. Para o estudo de simulagao do tamanho do teste, foram considerados
os niveis de significancia de 1%, 5% e 10%. O procedimento do estudo de Monte Carlo para

obtencdo do tamanho e do poder dos testes seguem de acordo com o Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Etapas para obtencdo do tamanho e poder do teste.

1: Fixar o nimero de parametros s sob Hj e o nivel de significAncia nominal.

2: Fixar os parametros e gerar 5000 amostras de tamanho n baseadas em uma varidvel latente
U com densidade hy(u) das Equagdes (3.10), (3.11) ou (3.13), de acordo com o modelo
postulado em H, para o tamanho do teste, ou de acordo com o modelo postulado em H;
para o poder do teste.

3: Estimar os parametros do modelo pelo método da maxima verossimilhanga para cada
amostra.

4: Calcular as estatisticas de teste Sy, S.gr, Sg € St para cada amostra.

5: Calcular o valor critico Xz,lfa com base no nivel de significancia o € no numero de
parametros ~ fixados sob Hj.

6: Obter o tamanho/poder do teste calculando a proporcao de réplicas da estatistica de teste
(Sw, Str, Sk € ST) maior que o valor critico Xil_a.

Nas Tabelas 3.7-3.9 temos as taxas de rejeicdo sob a hipdtese nula Hy : 53 = 0 para
os modelos CN-BS, SL-BS e t,-BS, respectivamente. De forma geral, a taxa de rejeicdo das
estatisticas de teste ndo mudam de acordo com o valor do parametro de forma « fixado para os
trés modelos de regressao avaliados. Também € possivel notar que a medida que aumentamos
o tamanho da amostra o tamanho do teste para todas as estatisticas de teste analisados tendem
a se aproximar dos seus respectivos valores nominais, com destaque para as estatisticas Wald
e gradiente, apresentando taxas de rejeicao mais proximas dos niveis de significancia nominal

fixados a priori mesmo com tamanhos de amostra menores. Por outro lado, a estatistica Score,
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além de ser a estatistica de teste que apresenta a maior taxa de rejei¢ao dentre todas as estatisticas
de teste analisadas, a taxa de rejei¢ao para esta estatistica, diferentemente das outras analisadas,
aumenta quando o quantil € fixado em ¢ = 0.25,0.75. Nas Tabelas 3.10-3.12 temos as taxas de
rejeicao sob a hipétese nula H : 51 = Py = P3 = 0 para os modelos CN-BS, SL-BS e ¢,-BS,
respectivamente. De forma andloga ao caso em que v = 1, a taxa de rejei¢ao das estatisticas
de teste ndo mudam de acordo com o valor do parametro de forma « fixado e as estatisticas
Wald e gradiente apresentaram maior controle sobre o erro do tipo I, se comparado com as
demais estatisticas analisadas, por outro lado, a estatistica Score € a que apresenta a maior taxa
de rejeicao dentre todas analisadas.

Na Figura 3.2 temos as curvas do poder do teste para os modelos CN-BS, SL-BS e ¢,-BS
considerando as hipéteses Hy : 83 11 = ... = 3 =0contra Hy : B3 11 = ... = B3 = 0,
com [0 = 0,1,2,3,4e k = 1,3, onde 7(d) denota a funcdo poder. O nivel de significincia
considerado foi de 1%, com tamanho amostral e quantil n = 100 e ¢ = 0.5, respectivamente.
Vale ressaltar que os resultados observados sobre outras configuragdes sao similares. De um
modo geral, podemos observar que nao hd mudangas no desempenho das estatisticas em relacao
ao poder, bem como para quaisquer dos modelos CN-BS, SL-BS e ¢,-BS, de tal forma que temos

7(0) = 1 para |6 > 1.
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Tabela 3.7: Taxa de rejei¢ao sob a hipdtese nula para testar Hy : 3 = 0, para o modelo de

regressdo CN-BS, com v = 0.1, ) = 0.3.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0126 0.0516 0.1026 0.0150 0.0566 0.1024 0.0078 0.0488 0.1040
095 Srr 0.0214 0.0768 0.1324 0.0196 0.0728 0.1260 0.0120 0.0668 0.1262
) Sr 0.0386 0.1080 0.1764 0.0204 0.0782 0.1356 0.0142 0.0630 0.1232
St 0.0120 0.0618 0.1156 0.0114 0.0502 0.1038 0.0100 0.0534 0.1026
Sw  0.0126 0.0514 0.1026 0.0150 0.0566 0.1022 0.0078 0.0488 0.1038
05 Srr 0.0186 0.0786 0.1386 0.0196 0.073 0.1260 0.0120 0.0668 0.1262
0.2 ' Sk 0.0258 0.0894 0.1486 0.0198 0.0740 0.1354 0.0116 0.0600 0.1102
St 0.0086 0.0486 0.1012 0.0082 0.0504 0.1020 0.0126 0.0544 0.1040
Sw  0.0126 0.0514 0.1024 0.0148 0.0566 0.1020 0.0078 0.0490 0.1042
075 Srr 0.0186 0.0786 0.1386 0.0196 0.0728 0.1260 0.0120 0.0668 0.1262
) Sk 0.0380 0.1068 0.1824 0.0198 0.0758 0.1370 0.0164 0.0736 0.1320
St 0.0124 0.0544 0.1112 0.0088 0.0508 0.1012 0.0108 0.0506 0.1038
Sy 0.0130 0.0482 0.0964 0.0142 0.0554 0.1024 0.0074 0.0488 0.1014
025 Srr 0.0178 0.0780 0.1374 0.0200 0.0716 0.1252 0.0114 0.0660 0.1236
Sg  0.0378 0.1104 0.1834 0.0236 0.0760 0.1420 0.0120 0.0602 0.1112
St 0.0128 0.0592 0.1110 0.0108 0.0480 0.1018 0.0086 0.0526 0.0940
Sy 0.0130 0.0482 0.0964 0.0142 0.0554 0.1024 0.0074 0.0488 0.1012
05 Srr 0.0178 0.0780 0.1374 0.0200 0.0716 0.1252 0.0114 0.0660 0.1236
0.5 ' Sg  0.0216 0.0834 0.1486 0.0202 0.0704 0.1236 0.0122 0.0560 0.1056
St 0.0062 0.0468 0.0982 0.0122 0.0518 0.1076 0.0092 0.0524 0.1044
Sy 0.0130 0.0482 0.0964 0.0142 0.0556 0.1024 0.0074 0.0488 0.1012
075 Srr 0.0178 0.0780 0.1374 0.0200 0.0716 0.1252 0.0114 0.0660 0.1236
’ Sg 0.0442 0.1186 0.1932 0.0200 0.0716 0.1342 0.0150 0.0668 0.1180
St 0.0144 0.0604 0.1122 0.0108 0.0556 0.1102 0.0134 0.0588 0.1158
Sw  0.0108 0.0418 0.0830 0.0122  0.0500 0.0932 0.0062 0.0460 0.0980
0.25 Srr 0.0180 0.0728 0.1322 0.0176  0.0632 0.1160 0.0110 0.0634 0.1168
' Sk 0.0424 0.1252 0.1890 0.0256 0.0834 0.1422 0.0158 0.0624 0.1162
St 0.0092 0.0544 0.1114 0.0084 0.0556 0.1104 0.0108 0.0494 0.1066
Sw  0.0108 0.0418 0.0830 0.0122  0.0500 0.0932 0.0062 0.0460 0.0980
0.5 Srr  0.0180 0.0728 0.1322 0.0178 0.0632 0.1160 0.0110 0.0634 0.1168
1 ’ Sk 0.0238 0.0898 0.1594 0.0182 0.0724 0.1286 0.0136  0.0582 0.1096
St 0.0086 0.0484 0.1018 0.0070 0.0444 0.0972 0.0096 0.0458 0.0928
Sw  0.0108 0.0418 0.0830 0.0122  0.0500 0.0932 0.0062 0.0460 0.0980
075 Srr  0.0180 0.0728 0.1322 0.0176  0.0632 0.1160 0.0110 0.0634 0.1168
) Sr 0.0384 0.1166 0.1834 0.0210 0.0774 0.1342 0.0120 0.0600 0.1154
St 0.0130 0.0538 0.1070 0.0112 0.0516 0.1052 0.0106 0.0520 0.1066
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Tabela 3.8: Taxa de rejei¢ao sob a hipdtese nula para testar Hy : 3 = 0, para o modelo de
regressdao SL-BS, com v = 4.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0116 0.0478 0.0898 0.0112 0.0504 0.0996 0.0104 0.0490 0.0980
Srr  0.0146 0.0640 0.1220 0.0114 0.0560 0.1100 0.0120 0.0534 0.1118
Sr 0.0366 0.1116 0.1876 0.0234 0.0774 0.1334 0.0126 0.0650 0.1178
St 0.0078 0.0522 0.1034 0.0122 0.0554 0.1060 0.0098 0.0600 0.1130
Sw 0.0106 0.0490 0.0908 0.0112 0.0502 0.0996 0.0104 0.0490 0.0980

05 Srr  0.0170 0.0634 0.1170 0.0124 0.0608 0.1112 0.0108 0.0484 0.1006
0.2 ' Sk 0.0284 0.0926 0.1524 0.0160 0.0672 0.1192 0.0106 0.0510 0.1022
St 0.0088 0.0452 0.0998 0.0102 0.0500 0.1016 0.0102 0.0516 0.0966
Sw 0.0106 0.0490 0.0908 0.0112 0.0502 0.0996 0.0104 0.0490 0.0978
Srr  0.0148 0.0672 0.1272 0.0116 0.0602 0.1114 0.0132  0.0534 0.1004

0.25

0-75 Sk 0.0310 0.0980 0.1684 0.0220 0.0766 0.1306 0.0148 0.0604 0.1220
St 0.0082 0.0506 0.1080 0.0086 0.0482 0.1014 0.0114 0.0520 0.0996

Sw  0.0100 0.0452 0.0852 0.0106 0.0486 0.0980 0.0102 0.0482 0.0970

025 Spr 0.0158 0.0668 0.1232 0.0122 0.0566 0.1082 0.0100 0.0530 0.1064
’ Sk 0.0386 0.1120 0.1766 0.0288 0.0892 0.1500 0.0152 0.0608 0.1144
Sy 0.0078 0.0486 0.0984 0.0092 0.0514 0.0990 0.0086 0.0470 0.1004

Sw  0.0100 0.0452 0.0852 0.0106 0.0486 0.0980 0.0120 0.0498 0.0918

05 Spr 0.0122 0.0570 0.1136 0.0136 0.0580 0.1162 0.0098 0.0502 0.0998

0.5 Sk 0.0258 0.0884 0.1528 0.0168 0.0674 0.1250 0.0130 0.0630 0.1110
Sy 0.0080 0.0466 0.1030 0.0076  0.0492 0.1016 0.0090 0.0532 0.1022
Sw  0.0100 0.0452 0.0852 0.0106 0.0486 0.0980 0.0080 0.0446 0.0926
Spr 0.0142 0.0590 0.1112 0.0126 0.0644 0.1264 0.0108 0.0562 0.1096

0.75 Sk 0.0348 0.1076 0.1820 0.0248 0.0836 0.1450 0.0162 0.0606 0.1132
Sy 0.0086 0.0522 0.1080 0.0104 0.0492 0.1022 0.0102 0.0450 0.0938
Sw  0.0072 0.0310 0.0696 0.0088 0.0422 0.0852 0.0076 0.0434 0.0926
095 Spr 0.0140 0.0624 0.1206 0.0108 0.0546 0.1038 0.0088 0.0486 0.095

Sr 0.0402 0.1184 0.1794 0.0196 0.0730 0.1378 0.0178 0.0616 0.1146

St 0.0084 0.0510 0.1066 0.0124 0.0606 0.1114 0.0094 0.0528 0.1042

Sw  0.0072 0.0310 0.0696 0.0088 0.0420 0.0852 0.0076 0.0434 0.0926

05 Spr 0.0108 0.0530 0.1098 0.0144 0.0574 0.1122 0.0110 0.0442 0.0944

1 ' Sk 0.0246 0.0874 0.1500 0.0186 0.0684 0.1252 0.0130 0.0642 0.1162
St 0.0080 0.0474 0.0986 0.0076 0.0476 0.0998 0.0080 0.0470 0.0994
Sw  0.0072 0.0310 0.0696 0.0088 0.0422 0.0852 0.0076 0.0434 0.0926
Spr 0.0124 0.0568 0.1102 0.0130 0.0550 0.1050 0.0100 0.0454 0.0894
Sr 0.0344 0.1048 0.1744 0.0230 0.0816 0.1424 0.0144 0.0596 0.1218
Sy 0.0104 0.0638 0.1130 0.0110 0.0524 0.1036 0.0130 0.0520 0.1066

0.75
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Tabela 3.9: Taxa de rejei¢ao sob a hipdtese nula para testar Hy : 3 = 0, para o modelo de
regressao t,-BS, com v = 11.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0126 0.0534 0.1036 0.0156 0.0546 0.1062 0.0070 0.0502 0.1052
095 Srr 0.0162 0.0696 0.1296 0.0182 0.0664 0.1230 0.0092 0.0598 0.1164
) Sk 0.0332 0.0966 0.1634 0.0204 0.0786 0.1428 0.0140 0.0666 0.1222
St 0.0096 0.0534 0.1100 0.0086 0.0544 0.1032 0.0104 0.0490 0.1054
Sw  0.0126 0.0536 0.1038 0.0156 0.0546 0.1062 0.0070 0.0502 0.1052
05 Srr 0.0162 0.0696 0.1296 0.0182 0.0662 0.1230 0.0092 0.0598 0.1162
0.2 ' Sk 0.0210 0.0812 0.1446 0.0150 0.0646 0.1208 0.0126 0.0568 0.1070
St 0.0086 0.0480 0.1010 0.0116 0.0484 0.1036 0.0122 0.0494 0.1054
Sw  0.0126 0.0536 0.1038 0.0156 0.0546 0.1064 0.0070 0.0502 0.1052
075 Srr 0.0162 0.0694 0.1296 0.0184 0.0662 0.1232 0.0092 0.0598 0.1160
) Sr 0.0424 0.1118 0.1776 0.0202 0.0742 0.1394 0.0184 0.0676 0.1274
St 0.0106 0.0548 0.1082 0.0102 0.0536 0.1028 0.0098 0.0520 0.1052
Sw  0.0124 0.0514 0.0980 0.0138 0.0560 0.1024 0.0066 0.0482 0.1046
025 Srr 0.0160 0.0666 0.1274 0.0178 0.0630 0.1216 0.0088 0.0576 0.1126
Sg 0.0320 0.1006 0.1736 0.0212 0.0748 0.1400 0.0146 0.0578 0.1162
St 0.0120 0.0608 0.1174 0.0112 0.0562 0.1036 0.0104 0.0528 0.0974
Sw  0.0124 0.0514 0.0980 0.0138 0.0560 0.1024 0.0066 0.0482 0.1046
05 Srr 0.0160 0.0666 0.1274 0.0178 0.0630 0.1216 0.0088 0.0576 0.1126
0.5 ' Sg  0.0218 0.084 0.1466 0.0144 0.0630 0.1178 0.0100 0.0576 0.1072
St 0.0092 0.0530 0.1026 0.0114 0.0504 0.1034 0.0098 0.0510 0.0980
Sw  0.0124 0.0514 0.0980 0.0138 0.0560 0.1024 0.0066 0.0482 0.1046
075 Srr  0.0160 0.0666 0.1274 0.0178 0.0630 0.1216 0.0088 0.0576 0.1126
’ Sr 0.0326 0.1030 0.1688 0.0180 0.0690 0.1326 0.0126 0.0648 0.1234
St 0.0106 0.0576 0.1136 0.0146 0.0586 0.1050 0.0104 0.0528 0.1044
Sw 0.0104 0.0426 0.0846 0.0120 0.0510 0.0952 0.0064 0.0438 0.0992
0.25 Srr  0.0136 0.0630 0.1230 0.0154 0.0584 0.1144 0.0078 0.0508 0.1072
' Sk 0.0338 0.1046 0.1722 0.0196 0.0744 0.1364 0.0124 0.0592 0.1208
St 0.0112 0.0586 0.1092 0.0120 0.0526 0.1014 0.0112 0.0548 0.1054
Sw  0.0104 0.0426 0.0846 0.0120 0.0510 0.0952 0.0064 0.0438 0.0992
0.5 Srr  0.0136 0.0630 0.1230 0.0154 0.0584 0.1144 0.0078 0.0508 0.1072
1 ’ Sr 0.0246 0.0888 0.1424 0.0188 0.0654 0.1188 0.0122 0.0566 0.1104
St 0.0070 0.0498 0.1016 0.0094 0.0492 0.1016 0.0108 0.0502 0.1028
Sw  0.0104 0.0426 0.0846 0.0120 0.0510 0.0952 0.0064 0.0438 0.0992
075 Srr 0.0136 0.0630 0.1230 0.0154 0.0584 0.1144 0.0078 0.0508 0.1072
) Sr 0.0360 0.1148 0.1822 0.0250 0.0818 0.1356 0.0140 0.0632 0.1212
St 0.0124 0.0582 0.1082 0.0120 0.0568 0.1076 0.0096 0.0470 0.1002




Estudos de simulagdo 73

Tabela 3.10: Taxa de rejei¢ao sob a hipétese nula para testar Hy : 1 = o = 3 = 0, para o
modelo de regressdao CN-BS, com v = 0.1, § = 0.3.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0156 0.0570 0.1082 0.0124 0.0540 0.1046 0.0108 0.0512 0.1028
Srr 0.0210 0.0792 0.1402 0.0202 0.0778 0.1344 0.0188 0.0742 0.1362
Sk 0.0388 0.1204 0.1972 0.0232 0.0836 0.1488 0.0150 0.0662 0.1214
St 0.0066 0.0476 0.1024 0.0102 0.0472 0.0978 0.0090 0.0468 0.1012
Sw 0.0190 0.0608 0.1078 0.0158 0.0558 0.1034 0.0110 0.0478 0.0956

05 Srr 0.0200 0.0850 0.1402 0.0146 0.0726 0.1290 0.0142 0.0666 0.1220
0.2 ' Sk 0.0294 0.1032 0.1704 0.0188 0.0706 0.1266 0.0140 0.0646 0.1284
St 0.0066 0.0446 0.0944 0.0094 0.0458 0.0958 0.0084 0.0460 0.1000
Sw  0.0184 0.0614 0.1066 0.0128 0.0536 0.1046 0.0142 0.0504 0.0998
Srr 0.0212 0.0764 0.1332 0.0166 0.0700 0.1320 0.0172  0.0728 0.1390

0.25

0-75 Sr 0.0496 0.1384 0.2166 0.0284 0.1004 0.1636 0.0190 0.0610 0.1178
St 0.0074 0.0436 0.1002 0.0106 0.0450 0.1010 0.0092 0.0470 0.1008

Sw  0.0170 0.0544 0.0990 0.0124 0.0510 0.0994 0.0094 0.0492 0.1022

025 Spr 0.0192 0.0798 0.1410 0.0166 0.0662 0.1226 0.0142 0.0710 0.1230
’ Sk 0.0664 0.1646 0.2450 0.0228 0.0814 0.1430 0.0134 0.0596 0.1160
Sy 0.0074 0.0464 0.0980 0.0102 0.0474 0.0978 0.0086 0.0470 0.1002

Sw  0.0128 0.0568 0.1044 0.0114 0.0536 0.1014 0.0104 0.0514 0.1002

05 Spr 0.0250 0.0832 0.1364 0.0166 0.0656 0.1252 0.0144 0.0638 0.1182

0.5 Sk 0.0266 0.0994 0.1678 0.0176  0.0668 0.1266 0.0138 0.0638 0.1202
Sy 0.0068 0.0446 0.0944 0.0094 0.0458 0.0956 0.0084 0.0458 0.0996
Sw  0.0154 0.0636 0.1052 0.0136  0.0532 0.1004 0.0118 0.0530 0.0996
Srr 0.0166 0.0746 0.1338 0.0154 0.0782 0.1350 0.0166 0.0728 0.1300

0.75 Sk 0.0406 0.1244 0.1922 0.0258 0.0834 0.1410 0.0130 0.0594 0.1104
Sy 0.0076 0.0430 0.1008 0.0108 0.0444 0.0992 0.0088 0.0468 0.1012
Sw 0.0128 0.0452 0.0866 0.0108 0.0460 0.0862 0.0084 0.0448 0.0954
095 Spr 0.0170 0.0710 0.1252 0.0150 0.0642 0.1160 0.0146 0.0632 0.1136

Sk 0.0700 0.1586 0.2410 0.0224 0.0798 0.1482 0.0142 0.0668 0.1256

St 0.0074 0.0460 0.0988 0.0104 0.0472 0.0980 0.0088 0.0462 0.1016

Sw  0.0122 0.0478 0.0908 0.0130 0.0470 0.0938 0.0104 0.0488 0.0944

05 Spr 0.0206 0.0772 0.1318 0.0138 0.0622 0.1220 0.0144 0.0578 0.1072

1 ' Sk 0.0292 0.1054 0.1740 0.0186 0.0718 0.1276 0.0140 0.0644 0.1208
St 0.0068 0.0444 0.0948 0.0094 0.0462 0.0962 0.0084 0.0454 0.1004
Sw 0.0194 0.0534 0.0922 0.0106 0.0486 0.0888 0.0092 0.0514 0.1010
Spr 0.0208 0.0726 0.1276 0.0138 0.0622 0.1150 0.0158 0.0642 0.1130
Sr 0.0454 0.1348 0.2070 0.0208 0.0866 0.1506 0.0126 0.0592 0.1128
St 0.0078 0.0430 0.1012 0.0110 0.0462 0.1022 0.0086 0.0464 0.1014

0.75
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Tabela 3.11: Taxa de rejei¢ao sob a hipétese nula para testar Hy : 1 = 8o = 3 = 0, para o

modelo de regressdao SL-BS, com v = 4.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0146 0.0584 0.1000 0.0118 0.0506 0.0974 0.0096 0.0468 0.0956
095 Srr  0.0160 0.0658 0.1250 0.0130 0.0616 0.1170 0.0126 0.0542 0.1038
) Sk 0.0446 0.1258 0.2072 0.0222 0.0892 0.1520 0.0170 0.0702 0.1286
St 0.0072 0.0436 0.0916 0.0078 0.0436 0.0960 0.0090 0.0524 0.1010
Sw 0.0148 0.0496 0.0902 0.0118 0.0506 0.0974 0.0096 0.0468 0.0954
05 Srr  0.0154 0.0666 0.1284 0.0164 0.0632 0.1190 0.0118 0.0548 0.1092
0.2 ' Sk 0.0664 0.1626 0.2434 0.0188 0.0736 0.1406 0.0148 0.0664 0.1254
St 0.0066 0.0426 0.0914 0.0082 0.0494 0.1004 0.0108 0.0450 0.0948
Sw 0.0150 0.0496 0.0902 0.0118 0.0508 0.0974 0.0096 0.0468 0.0952
075 Srr  0.0150 0.0676 0.1236 0.0118 0.0574 0.1106 0.0104 0.0572 0.1054
) Sk 0.0422 0.1240 0.1978 0.0260 0.0882 0.1554 0.0176  0.0640 0.1146
St 0.0070 0.0474 0.1028 0.0062 0.0458 0.0926 0.0086 0.0482 0.0960
Sw  0.0136 0.0446 0.0826 0.0114 0.0470 0.0916 0.0096 0.0454 0.0904
025 Srr 0.0160 0.0708 0.1290 0.0152 0.0544 0.1066 0.0102 0.0500 0.1042
Sg 0.0418 0.1262 0.2064 0.0270 0.0890 0.1538 0.0158 0.0684 0.1182
St 0.0058 0.0424 0.095 0.0078 0.0488 0.0974 0.0094 0.0486 0.1000
Sw  0.0136 0.0446 0.0826 0.0114 0.0470 0.0916 0.0096 0.0454 0.0902
05 Srr 0.0144 0.0666 0.1210 0.0134 0.0584 0.1090 0.0130 0.0566 0.1048
0.5 ' Sg  0.0436 0.1268 0.2104 0.0332 0.1036 0.1690 0.0130 0.0602 0.1174
St 0.0042 0.0438 0.0994 0.0104 0.0456 0.0928 0.0112 0.0476 0.1008
Sw  0.0136 0.0446 0.0824 0.0114 0.0470 0.0916 0.0096 0.0454 0.0902
075 Srr  0.0156 0.0608 0.1194 0.0124 0.0574 0.1072 0.0120 0.0566 0.1064
’ Sr 0.0366 0.1098 0.1852 0.0260 0.0896 0.1560 0.0178 0.0694 0.1288
St 0.0062 0.0460 0.0984 0.0070 0.0408 0.0944 0.0094 0.0562 0.1030
Sw 0.0088 0.0310 0.0608 0.0102 0.0366 0.0738 0.0088 0.0394 0.0834
0.25 Srr  0.0130 0.0618 0.1130 0.0090 0.0504 0.0992 0.0100 0.0450 0.0946
' Sk 0.0450 0.1288 0.2100 0.0270 0.0942 0.1568 0.0122 0.0638 0.1268
St 0.0080 0.0478 0.0928 0.0080 0.0508 0.1056 0.0112 0.0486 0.0966
Sw  0.0088 0.0308 0.0608 0.0102 0.0366 0.0738 0.0088 0.0394 0.0834
0.5 Srr  0.0130 0.0578 0.1120 0.0114 0.0500 0.0992 0.0084 0.0428 0.0934
1 ’ Sk 0.0338 0.1080 0.1830 0.0206 0.0762 0.1396 0.0114 0.0602 0.1142
St 0.0064 0.0460 0.0974 0.0076  0.0470 0.0974 0.0088 0.0502 0.1040
Sw 0.0088 0.0308 0.0608 0.0102 0.0366 0.0738 0.0088 0.0394 0.0834
075 Srr  0.0144 0.0594 0.1148 0.0084 0.0468 0.0894 0.0094 0.0528 0.0978
) Sk 0.0586 0.1494 0.2310 0.0216 0.0826 0.1496 0.0128 0.0644 0.1218
St 0.0054 0.0436 0.0916 0.0088 0.0468 0.0934 0.0086 0.0498 0.0994
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Tabela 3.12: Taxa de rejei¢ao sob a hipétese nula para testar Hy : 1 = 8o = 3 = 0, para o
modelo de regressdo ¢,-BS, com v = 11.

n =50 n = 100 n = 200

«a q 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Sw  0.0160 0.0630 0.1128 0.0112 0.0522 0.0982 0.0104 0.0494 0.0984
Srr  0.0178 0.0712 0.1304 0.0156 0.0668 0.1214 0.0138 0.0604 0.1164
Sk 0.0452 0.1308 0.2092 0.0154 0.0704 0.1290 0.0150 0.0692 0.1254
St 0.0086 0.0498 0.1016 0.0068 0.0430 0.0918 0.0082 0.0478 0.0962
Sw  0.0156 0.0662 0.1232 0.0160 0.0566 0.1074 0.0120 0.0538 0.1060

05 Srr 0.0192 0.0790 0.1418 0.0146 0.0660 0.1240 0.0130 0.0580 0.1102
0.2 ' Sk 0.0422 0.1188 0.1908 0.0150 0.0662 0.1230 0.0122 0.0568 0.1126
St 0.0058 0.0394 0.0886 0.0094 0.0454 0.0934 0.0096 0.0506 0.1020
Sw  0.0214 0.0674 0.1206 0.0138 0.0572 0.1084 0.0116 0.0580 0.1032
Srr  0.0180 0.0676 0.1364 0.0146 0.0594 0.1156 0.0138 0.0630 0.1176

0.25

0-75 Sr 0.0604 0.1486 0.2198 0.0168 0.0668 0.1270 0.0156 0.0618 0.1204
St 0.0092 0.0522 0.1064 0.0086 0.0486 0.0982 0.0092 0.0452 0.0950

Sw 0.0144 0.0612 0.1110 0.0112 0.0492 0.0958 0.0110 0.0554 0.1026

025 Spr 0.0150 0.0678 0.1310 0.0164 0.0674 0.1220 0.0112 0.0576 0.1062
’ Sk 0.0432 0.1368 0.2080 0.0194 0.0806 0.1418 0.0164 0.0668 0.1248
Sy 0.0086 0.0502 0.1046 0.0068 0.0438 0.0916 0.0080 0.0454 0.0922

Sw 0.0188 0.0614 0.1116 0.0128 0.0544 0.0970 0.0106 0.0518 0.0996

05 Spr  0.0156 0.0694 0.1284 0.0140 0.0586 0.1118 0.0108 0.0626 0.1174

0.5 Sk 0.0410 0.1124 0.1846 0.0210 0.0758 0.1430 0.0124 0.0608 0.1186
Sy 0.0060 0.0456 0.0988 0.0094 0.0500 0.1024 0.0066 0.0452 0.0948
Sw 0.0172 0.0548 0.1032 0.0100 0.0566 0.1038 0.0108 0.0494 0.0972
Spr 0.0144 0.0720 0.1354 0.0142 0.0590 0.1112 0.0126 0.0624 0.1218

0.75 Sk 0.0474 0.1302 0.2032 0.0180 0.0736 0.1328 0.0138 0.0624 0.1186
Sy 0.0084 0.0496 0.1016 0.0086 0.0436 0.0912 0.0084 0.0490 0.0946
Sw 0.0118 0.0478 0.0898 0.0118 0.0420 0.0864 0.0106 0.0446 0.0874
095 Spr 0.0138 0.0604 0.1128 0.0134 0.0580 0.1058 0.0138 0.0550 0.1016

Sr 0.0544 0.1374 0.2124 0.0156 0.0708 0.1356 0.0144 0.0638 0.1252

St 0.0086 0.0514 0.1050 0.0068 0.0440 0.0916 0.0098 0.0544 0.1016

Sw 0.0102 0.0430 0.0848 0.0102 0.0480 0.0940 0.0100 0.0452 0.0936

05 Spr 0.0160 0.0664 0.1232 0.0136 0.0552 0.1074 0.0116 0.0498 0.0970

1 ' Sk 0.0196 0.0844 0.1572 0.0122 0.0698 0.1370 0.0134 0.0592 0.1218
St 0.0080 0.0452 0.0998 0.0086 0.0508 0.0974 0.0090 0.0472 0.0960
Sw  0.0144 0.0484 0.0882 0.0094 0.0464 0.0940 0.0110 0.0482 0.0974
Spr 0.0178 0.0696 0.1236 0.0096 0.0526 0.1000 0.0122 0.0528 0.1074
Sr 0.0416 0.1196 0.1964 0.0224 0.0820 0.1416 0.0114 0.0592 0.1132
St 0.0072  0.0490 0.0982 0.0082 0.0518 0.1028 0.0110 0.0510 0.0990

0.75
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Figura 3.2: Poder do teste das estatisticas Sy, Sp.r, Sg € St para os modelos CN-BS, SL-BS e
t,-BS considerando o nivel de significancia de 1%, n = 100 e ¢ = 0.5.
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3.5 Exemplo ilustrativo: Seguro de acidentes pessoais

O conjunto de dados encontrado em De Jong, Heller et al. (2008) contém informagdes a
respeito de 767 revindicagdes de seguros de danos pessoais ocorridos entre Janeiro de 1998 e
Janeiro de 1999. O conjunto de dados em questao conta com as varidveis: ‘montante’ (valor pago
por uma apoélice em ddlares australianos), ‘legrep’ (com representacao legal ou ndo), ‘més’ (meés
de ocorréncia do acidente) e ‘optime’ (tempo operacional em % com amplitude de [0,100]),
onde o montante € a varidvel resposta e as demais varidveis sdao as covaridveis. Devido ao fato
da falta de correlacdo entre a covaridvel més e a varidvel resposta, essa varidvel foi removida da
andlise.

Inicialmente foi feita uma anélise descritiva da varidvel resposta, a Tabela 3.13 apresenta
um sumdrio de estatisticas descritivas para a varidvel montante, em doélares australianos. O
sumdrio de estatisticas em questdo conta com o desvio padrdao (SD), coeficiente de variacao

(CV), coeficiente de assimetria (CS), o coeficiente de curtose (CK) e a amplitude (Range), ainda
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pela Tabela 3.13, temos que o valor pago, em média para as apdlices é de 7820.59 em délares
australianos, entretanto com desvio padrao de 8339.26 e coeficiente de variacdo de 106.63% fica
evidente o elevado grau de dispersdo desses dados, além disso, pelo coeficiente de assimetria,
os dados do montante também apresentam elevada assimetria a direita (5.09) e curtose (47.77),
por conta disso uma medida de tendéncia central mais adequada € a mediana, a qual é dada por
7820.59.

Na Figura 3.3 estdao dispostos o gréfico da estimativa da densidade, boxplot padrdao e o
boxplot ajustado do montante pago em apoélices de seguros, pela Figura 3.3 podemos observar
claramente como os dados se dispdem de forma assimétrica a direita pelo grafico da estimativa
da densidade e dos dois tipos de boxplots da varidvel montante.

Tabela 3.13: Sumadrio de estatisticas descritivas para a varidvel montante.

Mediana Média SD Cv CS CK Range  Min Max n
6000  7820.59 8339.26 106.63% 5.09 47.77 116556.7 30 116586.7 767

Figura 3.3: Gréfico de frequéncia por estimativa de kernel (a), boxplot padrdo (b) e boxplot
ajustado (c) para a varidvel montante, em ddlares australianos.
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Supondo que a varidvel resposta, o montante pago, segue uma distribui¢ao 7; ~ QSBS(«, Q;; H),
entdo, considere o modelo de regressdao quantilica a ser ajustado com fun¢do de ligacdo log, de

tal forma que o componente sistematico € dado por:

log(QZ) = /80 + ﬁlmli + 52'%.21'7 Z = 17 27 ey 7677 (322)

onde [y, 81 e P2 sdo o intercepto e os coeficientes referentes as covaridveis optime e legrep,

respectivamente.
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A estimagdo do vetor de parametros v indexados aos modelos € feita de forma andloga a
Paula et al. (2012). Primeiro, selecionamos um grid de valores para v, com v € [1,20] para
os modelos SL-BS e ¢,-BS e v € [0.01,0.99], 6 € [0.01,0.99] para o0 modelo CN-BS. Apés a
escolha do grid de valores para os parametros, tomamos as estimativas iniciais dos parametros
a, B, B1, B2 utilizando o modelo log-BS; ver (Rieck e Nedelman, 1991), entdo calculamos a
func¢do de log-verossimilhanga para cada valor do grid e escolhemos v que maximiza a fungdo
de log-verossimilhanga. Uma vez selecionados os valores de v, os pardmetros do modelo sdao
estimados utilizando o algoritmo EM. Na Tabela 3.14 temos a média dos critérios de informacao
e 0 REQM para os modelos CN-BS, SL-BS e ¢,-BS para os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.99,
como podemos observar pela Tabela 3.14, o modelo CN-BS apresenta as menores médias dos
dos critérios de informac¢ao e do REQM, portanto, segundo esses critérios, o modelo ajustado é
o modelo CN-BS. Na Figura 3.4 podemos observar as variagdes nas estimativas dos parametros
do modelo CN-BS para os quantis ¢ = 0.01,0.02, ..., 0.99, como podemos notar, as estimativas
31 e 52 diminuem a partir do quantil ¢ = 0.8 aproximadamente, indicando que para os maiores
valores pagos, o impacto do tempo operacional e do fato da representacdo ser diminui. Na Tabela
3.15 temos as estimativas de mdxima verossimilhanca dos parametros e seus respectivos erro
padrdao do modelo de regressdao quantilica considerando os quantis ¢ = 0.25, 0.5, 0.75. Para os
quantis analisados, podemos observar que o impacto do tempo operacional e da representacao

legal € maior para o quantil ¢ = 0.75, 0 mesmo acontece com as estimativas @ e [3.

Tabela 3.14: Média dos critérios AIC, BIC, AICc, HIC e REQM dos modelos de regressao
quantilica SBS considerando os quantis ¢ = 0.01,0.02, ...,0.98, 0.99.

Modelo AIC BIC AlCc HIC REQM

CN-BS 8204.634 8223.204 8204.686 8211.781 10612.825
SL-BS 8220.061 8238.631 8220.114 8227.209 11059.936
t,-BS  8213.111 8231.681 8213.163 8220.259 11085.714

Tabela 3.15: Estimativas e erro padrao (em parénteses) dos parametros do modelo de regressao
quantilica CN-BS considerando os quantis ¢ = 0.25, 0.5, 0.75.

‘ Estimativa(Erro-padrio)
Bo B B2 a v J

0.25 7.0447(0.0543) 0.0239(0.0033) 0.9286(0.0638) 0.8704(0.0217) 0.04 0.06
0.5 7.5092(0.0543) 0.0272(0.0033) 1.0195(0.0671) 0.9356(0.0220) 0.03 0.1
0.75 8.0053(0.0614) 0.0287(0.0030) 1.1561(0.0694) 0.9281(0.0217) 0.1 0.18




Exemplo ilustrativo: Seguro de acidentes pessoais 79

Na Tabela 3.16 estdo dispostos as estatisticas observadas e seu respectivo p-valor para testar
Hy: p1 =0e Hy : By = 0, onde foram consideradas as estatisticas de teste Sy, S.r, Sg €
Sp. Considerando o nivel de significAncia de 5%, rejeitamos a hipétese nula em todos os casos
testados na Tabela 3.16, indicando que as covaridveis tempo operacional e a representacao legal
sdo significantes para o modelo de regressao quantilica. Além disso, é possivel observar que,
dentre os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75, as estatisticas observadas aumentam de acordo com o
quantil fixado, reforcando mais ainda a ideia de que o impacto dessas covaridveis aumentam a
medida que ¢ se aproxima de 0.75.

Na Figura 3.5 estdo dispostos os gréficos (QQ) dos residuos GCS e RQ para o modelo CN-BS
considerando ¢ = 0.25, 0.5, 0.75. Pelos graficos (QQ) para os residuos GCS podemos observar
que os pontos ficam dispostos dentro da regido delimitada pelas bandas de confianca, indicando
que o modelo CN-BS apresenta um bom ajuste aos dados, por outro lado, os graficos (QQ) para
os residuos RQ apresenta alguns pontos mais extremos fora da regido delimitada pelas bandas

de confianca.

Figura 3.4: Estimativas de mdxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo de regressao
quantilica CN-BS para os quantis ¢ = 0.01,0.02,...,0.99.
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Tabela 3.16: Estatisticas observadas e p-valor (em parénteses) para testar H, considerando os
parametros do modelo de regressdo quantilica CN-BS para os quantis ¢ = 0.25,0.5,0.75.

Estatistica de teste

q Hipoétese Sw Sir Sk St
095 Hy: 5, =0 53.471(< 0.0001) 61.971(< 0.0001) 149.8(< 0.0001) 144.23(< 0.0001)
’ Hy:5,=0 212.12(< 0.0001) 13.438(0.0002) 36.392(< 0.0001) 40.174(< 0.0001)
05 Hy: 51 =0 68.507(< 0.0001) 159.35(< 0.0001) 202.04(< 0.0001) 165.38(< 0.0001)
’ Hy: By =0 230.97(< 0.0001) 17.197(< 0.0001) 42.467(< 0.0001) 47.923(< 0.0001)
075 Hy: 51 =0 90.682(< 0.0001) 231.28(< 0.0001) 262.37(< 0.0001) 190.9(< 0.0001)
) Hy: By =0 275.56(< 0.0001) 36.009(< 0.0001) 40.564(< 0.0001) 51.648(< 0.0001)

Figura 3.5: Gréficos QQ dos residuos GCS ((a), (b) e (c)) e RQ ((d), (e) e (f)) do modelo de
regressao quantilica CN-BS para os quantis ¢ = 0.25,0.5,...,0.75.
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3.6 Conclusoes

Neste estudo foi proposto uma nova classe de modelos de regressdo quantilica baseado
na familia de distribuicdo mistura-escala Birnbaum-Saunders reparametrizadas pelo quantil.
A grande relevancia do trabalho estd na proposta de um novo modelo de regressdo quantilica
que apresenta uma nova alternativa capaz de prover um ajuste bastante flexivel para dados

estritamente positivos e assimétricos. Os resultados obtidos nos estudos de simulacdo de Monte



Conclusoes 81

Carlo mostram que (a) as estimativas de maxima verossimilhanga, em termos do viés, EQM e
CP, t€ém bom desempenho em amostras de tamanho n = 50; (b) a taxa de acerto dos critérios
de informagdo varia de modelo para modelo, mostrando melhores resultados para o modelo
t,-BS; (c) os residuos GCS e RQ tém boa adequagdo com as respectivas distribuicdes de
referéncia, isto €, Exp(1) e N(0,1), com exce¢do do modelo SL-BS; e (d) os testes Wald, razao
de verossimilhancga, Score e Gradiente apresentam desempenhos similares, em termos do poder
do teste, entretanto, os testes Wald e Gradiente apresentam taxas de rejei¢cao sob a hipétese nula
mais préxima dos niveis de significAncia nominal, indicando assim, que estes testes apresentam
maior controle sobre o erro do tipo I. Desse modo, os testes Wald e Gradiente sao preferiveis em
relac@o aos demais testes analisados. Por fim, fizemos uma aplica¢do utilizando um conjunto de
dados reais relacionados a seguros de acidentes pessoais. A aplicacdo mostrou a flexibilidade
do modelo proposto apresentando o efeito das covaridveis na varidvel resposta para diferentes

quantis.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Neste trabalho, dois modelos de regressao quantilica para dados positivos assimétricos a
direita foram propostos. O primeiro € baseado nas distribui¢cdes log-simétricas e o segundo nas
distribui¢des mistura-escala Birnbaum-Saunders, em ambos os casos uma reparametrizacao pelo
quantil foi introduzida. A proposta desses modelos de regressao quantilica é de grande relevancia
ndo s na estatistica mas também em outras dreas do conhecimento, visto que a andlise de
modelos de regressao é muito utilizada em diversas dreas. Devido ao fato das distribui¢des base
desses modelos (log-simétricas e mistura-escala Birnbaum-Saunders) contarem com aplicag¢des
em diversas areas, os dois modelos de regressdao quantilica podem vir a ser muito dteis em
diferentes contextos praticos, em que a modelagem de dados estritamente positivos € necessaria.
Como parte de pesquisas futuras, os seguintes aspectos podem ser explorados: (i) propor modelos
multivariados; (i1) fazer um estudo de diagndstico de influéncia local e global; e (iii) propor
modelos para séries temporais. Trabalhos considerando esses problemas estdo em andamento e

espera-se publicacdo dos respectivos resultados em artigos futuros.
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