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Epigrafe

ii

Isto é para os loucos. Os
desajustados. Os rebeldes. Os
criadores de caso. Os que sao
pecas redondas nos buracos
quadrados.

Os que veem as coisas de forma
diferente. Eles nao gostam de
regras. E eles nao tém nenhum
respeito pelo status quo. Vocé
pode cita-los, discorda-los,
glorificé-los ou difamé-los.

A tnica coisa que vocé nao pode
fazer é ignora-los. Porque eles
mudam as coisas.

Eles inventam. Eles imaginam.
Eles curam. Eles exploram. Eles
criam. Eles inspiram.

Eles empurram a raga humana
para frente.

Talvez eles tenham que ser
loucos.

Enquanto alguns os veem como
loucos, nés vemos génios. Porque
as pessoas que sao loucas o
suficiente para achar que podem
mudar o mundo, sao as que de

fato, mudam.

Steve Jobs
Apple 1997



Resumo

O modelo Black and Scholes é o mais utilizado para precificagao de opgoes. Entre as
diversas variaveis utilizadas no modelo, a volatilidade é a tinica nao observéavel, de modo
que a qualidade de sua estimacgao é de vital importancia. Diversos estudos utilizam pri-
meiramente modelos de séries temporais (GARCH e outros) para estimar a volatilidade do
ativo financeiro e depois estimam o prego da opgao via Black and Scholes, desprezando as-
sim o valor da opcao que esta sendo negociado em bolsa. A presente dissertacdo tem como
proposta estudar o caminho inverso (pouco convencional), isto é, estimar a volatilidade
combinando o histérico de pregos do ativo e o valor das negociacoes em bolsa das opcoes
do ativo. E feito um estudo comparativo das estimativas entre diversos modelos (GARCH,
EGARCH, HNGARCH, LSTM, além do Black and Scholes e simualagoes de Monte Carlo) e
em diversos cenarios (alta/baixa volatilidade, poucos/muitos dias para vencimento, opgoes
ITM/ATM/OTM). Foi realizado um estudo empirico nas opgoes da Petrobras e Vale no
periodo de 12/2018 &4 11/2019, os resultados indicam melhores estimativas (em comparagao
ao Black and Scholes) para o modelo EGARCH usando simulagao de monte carlo e HN-
GARCH para as probabilidades de exercicio das opgoes e os modelos EGARCH/GARCH
usando Black and Scholes e LSTM para precificagao das opgoes.

Palavras-chave: GARCH, HNGARCH, LSTM, Simulacao, Op¢oes, Volatilidade.
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Abstract

The Black and Scholes is the most used model for option pricing. Among the several
variables used in the model, volatility is the only one that is not observable, the quality of
its estimation is of vital importance. Several studies use time series models (GARCH and
others) to estimate the volatility of the financial asset and then estimate the option price
via Black and Scholes, thus neglecting the value of the option being traded on the stock
exchange. The purpose of this dissertation is to study the reverse (unconventional) path,
that is, to estimate volatility by combining the asset’s price history and the value of the
stock’s options trading. A comparative study of the estimates is made between different
models (GARCH, EGARCH, HNGARCH, LSTM, in addition to Black and Scholes and
Monte Carlo simulations) and in several scenarios (high / low volatility, few / many days
to maturity, ITM/ATM/OTM options). An empirical study was done with the options of
Petrobras and Vale from 12/2018 to 11/2019, the results indicate better estimates (com-
pared to Black and Scholes) for the EGARCH model using Monte Carlo simulation and
HNGARCH for the probabilities of exercise of options and the EGARCH / GARCH models
using Black and Scholes and LSTM for pricing options.

Keywords: GARCH, HNGARCH, LSTM, Simulation, Options, Volatility.
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Capitulo 1

Introducao

Modelagem de volatilidade consiste em um dos principais objetivos quando se trata
do estudo de séries temporais financeiras. Nestas séries a suposicao de homocedasticidade
(variancia constante no tempo) dificilmente é verificada, ou ainda que a variancia incon-
dicional seja constante, raramente a variancia de um ponto condicionado no seu histérico
serd constante. Processos com este comportamento sao chamados de condicionalmente he-
terocedastico e a varidncia condicional é usualmente referida como volatilidade. Vale citar
que na literatura, algumas vezes o termo volatilidade é também utilizado para se referir ao
desvio padrao condicional.

Na pratica, a volatilidade pode ser entendida como um termoémetro de um ativo finan-
ceiro (ou de uma carteira de ativos), de modo que se a volatilidade esta alta, entao fortes
oscilagbes sao esperadas, o que pode trazer grandes lucros ou prejuizos.

Se a volatilidade esta baixa, entdo o risco é pequeno, bem como os lucros esperados.
De modo geral, as agoes possuem volatilidade elevada quando comparadas a titulos do
governo e de empresas de baixo risco. Entretanto, os derivativos financeiros, em especial as
opgoes, possuem uma volatilidade ainda maior. Desta forma, a estimagao da volatilidade é

de fundamental importancia no delineamento de estratégias de negocios, para a sua gestao



de risco, bem como para a precificacao de derivativos.

O modelo Black and Scholes é o mais famoso e utilizado para precificacdo de opgoes
[17]. Entre as diversas variaveis utilizadas no modelo, a volatilidade é a tnica ndo obser-
vavel, de modo que a qualidade de sua estimacao é de vital importancia. Diversos estudos
utilizam primeiramente modelos de séries temporais (GARCH e outros) para estimar a vo-
latilidade do ativo financeiro e depois estimam o prego da opg¢ao via Black and Scholes [8],
desprezando assim o valor dos derivativos que estao sendo negociados em bolsa. Por outro
lado, o caminho inverso (pouco convencional), chamado de volatilidade implicita, consiste
basicamente em inverter o modelo de Black and Scholes a partir dos valores dos derivati-
vos e assim obter uma estimativa da volatilidade [9], neste caso, o valor dos derivativos é
aproveitado, mas a dinadmica da movimentagao dos precos (historico do ativo) é ignorada.

Essa dissertacdo tem como proposta estudar as duas abordagens e confronté-las, uti-
lizando diversos modelos famosos na literatura e comparando os resultados em diversos
cenarios relevantes como tempo para vencimento, volatilidade e distancia da opgao para o
ativo principal, também foi avaliado um modelo hibrido que combina ambas abordagens.
Foi tomado como base os principais ativos e derivativos negociados na bolsa de valores
brasileira (B3).

O objetivo principal consiste em melhorar a precificagdo de opgdes bem como a pre-
cisao do célculo da probabilidade de exercicio (conhecido como Delta). Para estimar a
volatilidade, a abordagem proposta para este trabalho utiliza uma quantidade maior de
informagoes vindas do mercado quando comparada a abordagem usual (via séries tempo-
rais), uma vez que, além do histoérico de pregos do ativo, também é utilizado o valor de

negociagao das opcoes.



1.1 Revisao da Literatura

Os artigos mais relevantes utilizados nessa dissertagdo seguem abaixo com uma breve
descricao.

O artigo A Closed-Form GARCH Option Valuation Model [13] foca no modelo GARCH,
com e sem restricao do pardmetro de assimetria. O modelo permite avaliar uma opgao
utilizando volatilidades pontuais calculadas diretamente a partir do histérico de retornos
de ativos sem necessariamente usar as volatilidades implicitas inferidas de outras opcoes
contemporaneas.

Outro artigo relevante é An empirical comparison of GARCH option pricing models
[16]. O artigo traz uma comparagao entre os modelos NGARCH (néo linear GARCH) e HN
(Heston e Nandi), mostrando que o modelo fornece uma melhoria substancial no modelo
ad-hoc de Black Scholes de Dumas, Fleming e Whaley (1998) que usa uma volatilidade
implicita para cada opgao para ajustar o "sorriso da volatilidade", isso se deve a capacidade
do modelo de capturar a correlagao de volatilidade com retornos e a dependéncia no tempo
da propria volatilidade. O modelo NGARCH se mostrou mais efetivo por conseguir ter e
manter um baixo viés.

The pricing options on assets with stochastic volatilities [14] ¢ um artigo que desenvolve
uma férmula de avaliagdo de opcao fechada para um ativo & vista cuja variagao segue um
processo GARCH (p, q) que pode ser correlacionado com os retornos do ativo a vista. Ele
fornece a primeira féormula de opgao prontamente calculada para um modelo de volatili-
dade aleatoéria que pode ser estimado e implementado apenas com base em informacoes

observaveis. Quando a volatilidade é estocastica, o prego do modelo de Black and Scholes



(BS) tende a sobre precificar as opgoes no dinheiro e a sub precificar opgoes que estao
muito dentro ou muito fora do dinheiro.

The Volatility Smile and Its Implied Tree [20]. O artigo aborda o algoritmo de arvore
implicita e como ele soluciona o problema de diferentes volatilidades para diferentes valores
de exercicio (“Volatility smile”). A arvore implicita faz uma alteragdo na equagao de Black
and Scholes, mudando o termo de varidncia constante por um de varidncia dependente do
tempo e prego do ativo subjacente. Essa metodologia sugere que qualquer uma das opg¢oes
nas quais ela é baseada, serd produzido valores que correspondem aos pregos de mercado
observados. Dessa arvore pode-se calcular tanto a distribuicdo quanto a volatilidade do
indice em tempos futuros e niveis de mercado, como sugerido por pregos das opgoes.

O artigo Statistical Tests of contingente-claims asset-pricing models: A new Methodo-
logy [21] propoe o uso de teste de hipoteses para comparacao do prego estimado com o
observado. Portanto, a estimagao para o preco acaba passando por estimar volatilidade, sob
modelo de Black and Scholes. Por meio da maxima verossimilhanca (MV) é apresentado a
teoria de normalidade assintotica para a volatilidade e utilizando o método delta (expan-
sao da série de Taylor) para chegar na normalidade assintética do prego. Foram realizadas
simulacoes de monte carlo para estimar o prego e volatilidade e calcular a estatistica do
teste normal, também foram realizados os testes t e qui-quadrado para validacao.

O artigo Forecasting the volatility of stock price index: A hybrid model integrating
LSTM with multiple GARCH-type models [12] propée um novo modelo hibrido de memo-
ria de longo prazo (LSTM) para prever a volatilidade do prego das ag¢des que combina o
modelo LSTM com varios modelos do tipo GARCH. Além disso, comparam o desempenho

com as metodologias existentes, analisando modelos tnicos, como GARCH, EGARCH, mé-



dia movel ponderada exponencialmente, uma rede neural profunda de feedforward (DFN) e
o LSTM, bem como os modelos hibridos de DFN. Pelos resultados o modelo GEW-LSTM,
um modelo hibrido proposto que combina o modelo LSTM com trés modelos do tipo
GARCH, apresentou os menores erros de previsao. Os resultados mostram que a utilizagao
de uma rede neural combinada com modelos econométricos para precificacao, permite obter
estimativas mais préximas dos valores negociados em bolsa, quando comparada as estima-
tivas dos modelos individuais. A metodologia utilizada pode ser estendida para prever a

volatilidade do mercado de agoes.

1.2 Derivativos e opcoes

Essa secao tem como objetivo introduzir os conceitos mais relevantes para compreensao
do trabalho na parte de finangas, sdo apresentandos os tipos de derivativos e suas aplicagoes.
Depois aprofunda-se os detalhes em opgoes com exemplos e é introduzido o conceito de

moneyness que serd utilizado posteriormente nas anélises.

1.2.1 Derivativos

Os derivativos se originaram anteriormente aos mercados financeiros como conhecemos
hoje. Inicialmente eles eram contratos estabelecidos entre produtores e comerciantes de
produtos agricolas. Um dos exemplos mais antigos documentados é o relato de Aristoteles,
na sua obra “A Politica”, onde ele relata que o filosofo Tales previu uma grande safra
de azeitonas com um ano de antecedéncia. Dessa forma, alugou por baixo custo todas as
prensas de azeite da regiao. Com a chegada da safra prevista, os produtores foram obrigados
a alugar de Tales as prensas a um custo bem mais alto [22].

Sao uma categoria de ativos financeiros no qual o seu valor depende é de um contrato



mutuo, no qual se estabelece um valor econémico derivado do valor temporal (tempo de
contrato) e do ativo adjacente (ou do grupo de ativos adjacentes), como agoes, titulos,
commodities, moedas, taxas de juros e indices de mercado. O seu nome é pelo fato de derivar
do ativo objeto, por isso é conhecido como derivativo. Os derivativos possuem diversas
utilidades, entre elas a protecao contra algum risco de mercado especifico, a sintetizacao
do comportamento de um ativo (dando assim mais liquidez para operagoes com ele) e
alavancagem de posicoes.

O derivativo utiliza como base o valor assumido por uma variavel como o prego de um
outro ativo (agdo ou commodity), a inflagdo, a taxa de cAmbio, a taxa béasica de juros ou
qualquer outra varidvel com significado econémico e acordada entre as duas partes.

Desvalorizagdo cambial e variacbes bruscas nas taxas de juros sao exemplos de situ-
agoes que ja ocorreram na economia, nas quais os prejuizos foram reduzidos ou até se
transformaram em ganhos para os agentes econdmicos que protegeram os seus investi-
mentos realizando operagoes com derivativos. Empresas que estao expostas a flutuagoes
cambiais ou possuem riscos de fenémenos naturais utilizam derivativos para proteger sua
receita independente se ocorrer algum cenario adverso. Muitos fundos de investimento uti-
lizam um tipo de derivativo chamado de op¢ao (sera apresentado logo a frente) para efetuar
hedge (proteger operagoes financeiras contra o risco de grandes variagoes de prego de um
determinado ativo).

Existem véarios tipos de derivativos, o mais popular sao as opgoes que se difundiram
pela fama de diversos modelos tedricos como o Black & Scholes. Esse modelo e outros serao

abordados com mais detalhes adiante.

Os principais tipos de contrato derivativo sao [3]:



e A Termo: ¢ um dos derivativos mais béasicos e simples, o comprador e vendedor se
comprometem a comprar ou vender, em data futura, certa quantidade de um ativo,
a um prego fixado na propria data da celebracao do contrato. Os contratos a termo
somente sao liquidados integralmente na data de vencimento, podendo ser negociados

em bolsa e no mercado de balcao;

e Futuros: possuem um comportamento semelhante ao termo, mas com compensacao
diaria. O comprador ou vendedor se compromete a comprar ou vender certa quan-
tidade de um ativo por um preco estipulado numa data futura. No mercado futuro,
os compromissos sdo ajustados diariamente as expectativas do mercado referentes
ao prego futuro do bem, por meio do ajuste diario (mecanismo que apura perdas e
ganhos), como forma de garantir que as partes honrarao o compromisso. Os contratos

futuros sao negociados somente em bolsas;

e Swaps: fluxo de pagamentos entre as partes contratantes, em diversas datas futuras.
Negocia-se a troca (Swap) do indice de rentabilidade entre dois ativos. Muitas empre-
sas exportadoras que recebem em moeda utilizam para trocar os fluxos de pagamentos
das suas obrigagoes, anulando o risco cambial de uma e o risco de inflagdo da outra.
O swap, no entanto, implica um certo risco. Variagoes inesperadas nos indexadores
das dividas podem eventualmente prejudicar um dos contratantes, prejudicando o
outro. Tal como a operacao a termo, a operacao de swap é liquidada integralmente

no vencimento.

e Opcao: é o unico derivado que da a opgao e nao a obrigagao de trocar os fluxos de

caixa, ¢ um derivado nao linear que fornece um "prémio"para se adquirir a opcao.



Por ser o derivado mais com maior foco nessa dissertagao serd abordado na préxima

secao com mais detalhes.

Como ja comentado, entre as possibilidades proporcionadas pelos derivativos existem
as operagoes de hedge, que nao tem como objetivo proporcionar ganhos ou perdas, servem
para fixar o preco em uma data futura. A operagdo de hedge precisa ser avaliada como um
todo. Existem varios tipos de hedge, um dos mais comuns é a compra de opc¢oes de dblar
para que as empresas nao tenham seu faturamento exposto as variagoes no cambio. Dessa
forma, as empresas adquirem o direto de comprar o dolar a um determinado prego no futuro
e, para isso, é preciso desembolsar parte do valor, que é o prémio. Mas esté protegido caso
acontega uma alta forte no dolar. Um exemplo no mercado de indices é dado por [23] (os
termos e operagoes de opgao serdo melhor explicados na proxima segao):

Para proteger um portfélio com opgoes de indice, precisamos também primeiro selecio-
nar um indice (ou indices) com uma alta correla¢ao com o portfélio que desejamos proteger.
Por exemplo, se nosso portfélio consiste em parte de agdes de tecnologia, utilizar opgoes
do Nasdaq Composite Index pode ser uma boa escolha; se o portfélio for composto prin-
cipalmente de empresas de primeira linha, o Dow Jones Industrial Index pode ser mais
adequado.

Como exemplo, adotaremos o indice S&P500. Depois de determinar o indice a ser
usado, calculamos quantos contratos de compra e venda sdo comprados e vendidos para

proteger completamente o portfélio usando a seguinte féormula:

Valor da participagao
(Nivel de indice x Multiplicador de contrato)

N° Opgoes de indice necessérias =



LucrofPerda

fe indice na
/i maturidade

Portfolio sem hedge

1.2.2 Opcgoes

Opgoes sao contratos que dao o direito, mas nao a obrigacao, ao comprador de comprar
ou vender um determinado ativo (agdo, titulo ou bem qualquer) a um determinado valor
(o prego de exercicio da opcao, chamado de Strike) e data pré-determinada.

As opcoes sao negociadas em bolsas assim como as acoes, no Brasil sao negociadas na
B3. Na B3 sao negociadas opc¢oes no mercado a vista como as opgoes de agoes, de indice da
Bovespa, de Délar Americano, de ouro. No mercado futuro, existem op¢oes sobre futuros de
mercadorias (agucar, alcool, algodao, boi gordo, soja, café¢). Além disso existem as opgoes
de séries padronizadas e as opcoes flexiveis que permitem que as partes envolvidas na
negociagao definam data, preco de exercicio e qualidade da mercadoria diferente das séries
padronizadas |7].

As opg¢oes podem ser de compra (call) ou venda (put) e europeias (o contrato nao pode
ser exercido antes da data de vencimento) ou americanas (o contrato pode ser exercido
em qualquer momento até a data de vencimento), nessa dissertagao sera analisado apenas
opgoes de compra, mas pode-se estender de forma facil para opgoes de venda. Além dessas

classifica¢oes, uma opcao pode ser considerada como fora do dinheiro (do inglés out the



money, OTM), dentro do dinheiro (do inglés in the money, ITM) ou no dinheiro (do inglés
at the money, ATM). De forma geral, para a opcao ser considerada fora do dinheiro, o seu
Strike deve ser bem maior que a cotagao praticada no mercado, para ser considerada dentro
do dinheiro o seu Strike deve ser bem menor que a cotagdo praticada no mercado e para
ser considerada no dinheiro o seu Strike deve ser bem préximo da cotagao praticada no
mercado. Posteriormente sera apresentado critérios objetivos do que esta sendo considerado
em cada caso nesse trabalho.

Uma opg¢ao de compra, da o direito ao comprador de, em determinada data futura,
comprar um ativo da opg¢ao a um prego pré-estabelecido. J4 uma opgao de venda da di-
reito ao seu comprador de, em determinada data futura, vender um ativo (ou derivativo)
ao vendedor da opcao a um prego pré-estabelecido. Na pratica, duas situacoes que ilustram
esses cendrios seriam: uma apolice de seguro de automovel (opgao de venda), apos o pa-
gamento do contrato é possivel recuperar um valor predeterminado pelo ativo, mesmo que
tenha acontecido alguma batida grave (desvalorizando muito o ativo). O outro exemplo
¢ o sinal pago na compra de um imével (op¢ao de compra), pois garante o prego fixo e
a preferéncia na compra independente da valorizacao ou desvalorizacao devido a alguma
melhoria na vizinhancga do imével.

Atualmente, empresas se utilizam de opcoes como forma de bonificagdo de seus fun-
cionarios de forma que sejam impulsionados a buscar melhores resultados e a empresa se
valorizar e seus bonus aumentarem. A opc¢ao permite que o beneficidrio compre agdes da
empresa a um valor abaixo do mercado, podendo auferir bons lucros no longo prazo.

Portanto, o resumo de alguns conceitos importantes sao:
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e Call: opgao de compra;

e Put: opcao de venda;

e Strike: valor definido na opg¢@o como limiar para que a opgao tenha valor ou nao no

dia da maturidade;

e Tipo Americana: o contrato de op¢ao pode ser exercido antes da data de vencimento;

e Tipo Européia: o contrato de opcao nao pode ser exercido antes da data de venci-

mento;

o ITM: opgoes que o valor do ativo subjacente é bem superior ao valor do strike;

o ATM: opgoes que o valor do ativo subjacente é proximo ao valor do strike;

e OTM: opgoes que o valor do ativo subjacente é bem inferior ao valor do strike;

Um exemplo do livro [15] é a compra de uma opgao da Petrobras com prego de exercicio
de R$40 e data de vencimento para abril. Isso significa dizer que vocé tem o direito de
comprar agoes da Petrobras a R$40 até o dia do vencimento da opgao (terceira segunda-
feira de abril). Para ter esse direito vocé paga um prego ou um prémio que nao fara parte
do negocio se exercer seu direito (comprar a a¢ao). Vocé pagou pelo direito isoladamente.
Tal direito ira se valorizar ou desvalorizar, e vocé podera exercé-lo ou vendé-lo no mercado.
Exercer uma opcgao significa exatamente exercer seu direito sobre a opg¢ao, ou seja, comprar
o ativo-objeto ao preco de exercicio da opgao, o preco ao qual vocé tinha direito. Vocé da
uma ordem para exercer a opc¢ao, ela deixa de existir, e o vendedor dela é obrigado a lhe

vender a quantidade estipulada de agoes (mesma quantidade que vocé possuia da opgao)
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ao preco predeterminado (R$40). Ocorre uma operagao de compra da acdo. Ser exercido é
o outro lado. Vocé esta vendido na opcao, e se o comprador exerce seu direito, vocé tem de
entregar a agao ao prego de exercicio da opgao. Se tiver a acao e ela estiver como garantia
da venda da opc¢ao, vocé venderd suas acoes. Se nao tiver, é preciso comprar ao prego de
mercado para entregar ao comprador.

O exemplo acima aborda uma estratégia (entre véarias existentes) chamada venda co-
berta, na qual se baseia na compra de uma agao (ou qualquer outro ativo) inicialmente e
depois é feita a venda da opc¢ao referente ao mesmo ativo, por isso se chama venda coberta

(a venda esta coberta pelo ativo que foi comprado inicialmente).

Lucro da Venda de uma PUT 40

Lucro

1.5 4
) E—

Prejuize Maximo R$ 40,00

Prejuizo AN

Ao observarmos a Figura 1.2.2 de [18], vemos que o lucro da venda da opgao de exemplo
val ocorrer se o pre¢o da agao nao ultrapassar o valor do Strike (R$40) mais o prémio.
Portanto, o objetivo dessa estratégia é que conforme o tempo passe e a agdo nao aumente
seu valor, o investidor vai ganhando o prémio. Caso a agao se valorize muito e ultrapasse o
valor do Strike mais o prémio, o investidor comecaria a ter prejuizo na opgao e teria duas
alternativas, ou compra a opc¢ao de compra para anular a venda e manter o ativo objeto que
vai estar registrando lucro ou espera pela data de vencimento e, caso de fato seja exercido,

entregar o ativo objeto e ficar apenas com o prémio recebido no inicio da operagao.
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Figura 1.1: Rela¢ao Moneyness [26]

At the Money In the Money
N

Out of the Money

—5Strike Price  —Market Price

1.2.3 Moneyness

O moneyness de uma opgao se refere a relagdo entre o prego do ativo e o prego de
exercicio em um determinado tempo. Como ja discutido, se o preco do ativo estiver pro-
ximo, muito acima ou muito baixo do prego de exercicio, a opgao sera considerada como
ATM, ITM e OTM, respectivamente. A figura 1.1 abaixo representa graficamente esses trés
conceitos.

Segundo [6] a probabilidade de uma opgao ser exercida (grega delta do Black and Scholes
discutida no proximo capitulo) é muito utilizado como critério para definir o moneyness
de uma op¢ao. Uma opg¢ao no dinheiro (ATM) possui delta na vizinhanga de 0,5 (call) ou
—0,5 (put), ou seja, ha 50% de chance de que a opgao seja exercida. Se o delta da opgao é
de 0,8 (call) ou 0,8 (put), a opcao esta dentro do dinheiro (ITM), uma vez que a chance de
ser exercida é de 80%. A tabela 1.1 a seguir apresenta as classificagbes do moneyness das
opgoes de acordo com os deltas (nesse trabalho serdo agrupados as categorias deep OTM

e deep ITM com OTM e ITM, respectivamente).
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Tabela 1.1: Moneyness sequndo o Delta (A)

H Call Put Moneyness H
A, <0,35 A, > —0,35 OTM
0,35 <A, <0,7%5 —-0,35>A,>—-0,75 ATM
A, > 0,75 A, < —-0,75 ITM

1.3 Organizacao do Trabalho

A organizacao desse trabalho se inicia com o Capitulo 2 se aprofundando e apresentando
os conceitos e metodologias dos principais modelos para estimacao da volatilidade e suas
variagoes, fatos estilizados sobre o mercado e como os modelos podem captar esse efeito.
No Capitulo 3 sao definidas as métricas para comparagcao e a analise dos dados. O Capitulo

4 encerra trazendo as principais conclusoes e contribuigoes.
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Capitulo 2

Modelagem de Volatilidade e

precificacao de opcoes

Esse capitulo introduz os conceitos mais relevantes de estatistica para compreensao do
trabalho. O capitulo comeca com o processo de Markov, depois discorre sobre processo
de Wiener e sua generalizagdo até o caso particular de Black and Scholes (explorando a
definigao e importancia de cada uma das 5 gregas), modelos de volatilidade estocastica
como Heston, GARCH (e suas principais variagoes com distribuigoes mais condizentes com
os pressupostos de finangas como assimetria e caudas pesadas) e Heston Nandi GARCH,
modelo de rede neural LSTM e otimizagao bayesiana, método de simulagao de Monte Carlo
e finalizando com os conceitos de volatilidade implicita e superficie de volatilidade. Também
é abordado as 3 equagoes utilizadas para resumir a superficie de volatilidade para o modelo

de Black and Scholes.

2.1 Processo de Markov

O Processo de Markov é um processo estocéstico onde somente o valor atual da variavel
¢ relevante para predizer a evolu¢do futura do processo (depende apenas de 1 periodo

ja realizado). Valores historicos (caminho realizado) através do qual a variavel atingiu o
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seu valor atual sao irrelevantes para a determinacao do seu valor futuro. Nesse modelo,
assumimos que o preco atual de uma acao reflete todas as informagoes historicas bem
como as expectativas a respeito do preco futuro desta acao

Definigao: Um processo estocéstico discreto é um processo de Markov se

P(Xt+1 = S|X07X17' o 7Xt) = P(Xt+1 = S|Xt)

paratodot >0e S.

2.2 Processo de Wiener e sua generalizacao

O processo de Wiener é um processo estocéstico de tempo continuo, chamado também
de movimento browniano pela sua relacao com o processo fisico conhecido como movimento
browniano observado por Robert Brown. E um processo de Lévy frequentemente estudado
na matemaética pura e aplicada, economia, matemética financeira (Black and Scholes é
baseado nesse conceito) e fisica.

Esse processo é um caso particular do processo Markoviano, no qual considera que
a Unica informagao necessaria para determinar o estado futuro é o estado atual (nado é
necesséario a memoria do restante do processo), em que a distribuigdo ¢ normal com média
0 e variancia 1.

O processo é definido de tal forma que as seguintes proposigoes sejam satisfeitas [17]:

e Propriedade 1: A mudanga AZ durante um periodo curto At é: AZ = e/ At, no qual

€ possui distribuicao Normal padrao.

e Propriedade 2: Os valores de AZ para quaisquer dois intervalos curtos de tempo
diferentes, At, sao independentes. Logo, segundo a primeira propriedade, AZ em si
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tem distribuicdo normal com média zero e variancia At.

Ou seja, a segunda propriedade especifica as caracteristicas de um processo markoviano
e a primeira identifica a distribuig@o especifica para nao ser qualquer processo markoviano.
Além disso, a segunda propriedade é derivada do fato de que a esperanca da variacdo entre
os estados é zero porque a esperanca do termo aleatorio (€) é zero e para a variancia o
termo de varia¢do do tempo é uma constante (que é elevada ao quadrado pela variancia),
a varidncia do termo aleatério é 1 e sdo independentes. Essa condicdo faz os termos de
covariancia serem nulos e a variancia do processo ser apenas a variacao do tempo.

A generalizagao do processo de Wiener ocorre quando se considera que a variagdo nao
é constante em Az, no caso do processo simples a taxa de varidncia é 1 e significa que a
varidncia da mudanga em z em um intervalo de tempo At é igual a At (constante para

todas as diferengas). Portanto, para incorporar no processo, denotado agora por dz, essa

variabilidade é definido pela seguinte equagao:

dxr = adt + bdz

no qual a e b sao constantes.

Para entender a equacao é util considerar os dois componentes no lado direito separa-
damente. O termo adt implica que x tem uma taxa de deriva esperada de a por unidade
de tempo. Sem o termo bdz a equacao é dr = adt que implica que ‘fl—f = a. Integrando
com relagao ao tempo, obtemos: x = xg + at, onde zg é o valor de x no tempo 0. Em um
periodo de tempo de duragdo T, a varidvel z aumenta na quantidade a7'. O termo bdz
no lado direito da equacao pode ser considerado como adicionando ruido ou variabilidade

ao caminho seguido por x. O nivel desse ruido ou variabilidade é b vezes um processo de
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Wiener. Um processo de Wiener tem uma taxa de varidncia por unidade de tempo é igual
a 1. Logo, b vezes um processo de Wiener tem uma taxa de varidncia por unidade de tempo

de b2
2.3 Processo e Lema de Itd

O processo de It6 acontece quando a generalizacao do processo de Winer assume que
os termos a e b da equagao sao fungoes do valor do ativo (z) e do tempo (t), fornecendo a
seguinte féormula:

dr = a(z,t)dt + b(z,t)dz

A taxa de deriva e a taxa de varidncia esperadas de um processo de It6 podem mudar
com o tempo. Em um pequeno intervalo entre ¢ e t+ At, a variavel muda de x para z+ Az,
onde, Az = a(x,t)At + b(z, t)eV/At.

Essa equacao envolve uma pequena aproximacao. Ela pressupoe que a taxa de deriva
e de varidncia de x permanecem constantes, iguais a seus valores no tempo t, durante o
intervalo de tempo entre t e t + At.

O lema de It6 por [17] é definido como, para uma fungao qualquer G de x e t segue o

Processo:

@ g 18
dx dt = 2 dz?

d
b?)dt + G,

4G = ( dx

No qual dz é o mesmo processo de Wiener que na equagao. Assim, G também segue um

. 2 .
processo de Ito, com taxa de deriva de: %a + % + %%Iﬁ)dt. E a taxa de variancia de:

dG2;2
b

A partir desse lema de It6 que o modelo Black and Scholes é elaborado, é enunciado a
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a,b como
fungdesdexet

N(D’ll dx = adt + bdz

Processo :

Processo de
Wiener
Generalizado

Processo
de Wiener

Financas

Figura 2.1: Rela¢do Processos.

relagao entre prego do ativo, taxa livre de risco, volatilidade e suas gregas.
De forma geral, podemos verificar as condigoes especificas para que se possa entender

toda estrutura descrita nos itens anteriores de forma simplificada na Figura 2.1.

2.4 Black and Scholes

O modelo proposto por [1] surgiu na década de 70 e até hoje é utilizado como modelo
padrao para precificacdo de opgoes [15]. O modelo foi derivado para opgoes de compra
(call) to tipo européia, as quais possuem tempo para vencimento fixo (pré definido), bem
como, taxa livre de risco constante e conhecida (no Brasil, a taxa Selic).

Black and Scholes admitiram que a movimentagao de precos do ativo subjacente segue
um movimento Browniano geométrico, sendo a tendéncia e a volatilidade constantes ao

longo do tempo. Desta forma, a variacao de precos é descrita pela seguinte equacgao:

dS(t) = pSdt + o SdW (t)

no qual S(t) é valor do ativo subjacente no tempo ¢, 1 é a tendéncia, o é a volatilidade de
S e dW (t) & processo estocastico em relagao ao ativo S.

Portanto, é uma aplicagdo que possui as caracteristicas de um processo de It6.
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A partir da férmula de Black and Scholes é possivel chegar nas seguintes equagoes para

precificagao de opc¢oes do tipo Call e do tipo Put:
C(S,t) = SN(dy) — Ke " TV N (dp)

P(S,t) = Xe " T VN (—dy) — SN(—dy)

In(2) + (r+ ) (T —t)
o/ (T —t)

dy =

dy =di — o/ (T —t)

no qual K é o preco de exercicio da op¢ao (Strike), N(.) é a distribui¢ao normal acumulada

padronizada, r é a taxa livre de risco e T' é data do vencimento das opgoes.

2.4.1 Gregas

A partir da equacao de Black and Scholes é possivel calcular as gregas, que sao as
derivadas parciais em relacao ao preco, volatilidade, tempo e a taxa livre de risco. De
acordo com [15], abaixo esta listado o nome de cada grega com a respectiva interpretacao

e utilidade.

e Delta, A (derivada no prego):

A medida que o preco da acdo subjacente flutua, os precos das opcoes também
mudam, mas nao da mesma magnitude ou mesmo necessariamente na mesma direcao.
Existem muitos fatores que afetam o preco, é por isso que o delta é importante, ele
indica o quanto o prego da opgao ird se alterar se o prego do ativo mudar em uma

unidade. E a derivada parcial do prémio da opcao em relacio ao preco do ativo.

Uma propriedade importante e também muito explorada da grega delta é que, para o
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Option Delta vs Moneyness

Celta Value

= (al| Delta

Put Deita

Figura 2.2: Delta pelo moneyness [26].

modelo de Black and Scholes, a delta coincide com a probabilidade da opgao vir a ser

exercida no vencimento, isto é, a chance da opcao estar ITM na data de vencimento.

Quando a opg¢ao é ATM, ou seja, quando o valor do delta esta proximo de 0,50, héa
uma chance igual de que a opcao esteja no dinheiro na data de vencimento, ou seja,
que a acao estara sendo negociada acima do strike da opcao de compra ou menor que

o preco de strike da opcao de venda.

Mudancas no delta & medida que o prego das acoes se afasta do strike alteram a
probabilidade de a acao atingir esses niveis. Pode-se dizer que uma opcao de compra
que mostra um delta de 0,10 tem 10% de probabilidade de a a¢ao terminar acima do

preco de exercicio da call até a data de vencimento [26].

Este é um gréafico que ilustra a mudanca no delta das opgoes de compra e venda,
a medida que cada opcao passa de fora do dinheiro para no dinheiro e, finalmente,

dentro do dinheiro.

A alteragao no valor do delta nao é linear, exceto quando a opgao esta profundamente

dentro do dinheiro (parte a direita do gréafico). Quando a opgao for muito ITM, o
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OTM Option Delta vs Time to Expiration

Delta Value

Daysto Expiry
=——Call Delta

=—Put Delta

Figura 2.3: Delta pelo Tempo [20].
delta seréd 1 e, nesse ponto, serd equivalente ao ativo subjacente.

Este grafico representa uma call e put fora do dinheiro. A opcdo de compra possui
um precgo de exercicio de $ 26 e a opgao de venda possui um preco de exercicio de
$ 24. O preco da acao neste exemplo permanece constante e igual a $§ 25. O eixo
horizontal mostra os dias até a expiragao. As calls e as puts tem aproximadamente
delta £0,25 com 21 dias para a expiracdo. A medida que o tempo diminui, ha cada
vez menos chances de ambos expirarem I'TM, de modo que o delta correspondente

para cada opcao se aproxima de zero quando a data de vencimento se aproxima.

Gamma, I' (segunda derivada no precgo, aceleragao):

A grega gama mede a taxa de alteragdo do delta da opgao. Seu nimero ¢ indicado
em relacao a um movimento de uma unidade no ativo subjacente. Por exemplo, se
a gama de uma opg¢ao mostrar 0,015 com um delta de 0,45, uma mudanca de uma
unidade no prego (exemplo, se o prego mudar de $35 para $36) significa que o delta

se moveré para 0,465 |26].

A importancia da gama de uma opc¢ao é o fato do delta de uma opcdo néo ser
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constante. O delta se altera & medida que o preco do ativo subjacente se move.
Como o delta é essencialmente o valor da posigao no ativo subjacente, a grega Gama,
portanto, informa a que velocidade a sua posicao aumentara ou diminuiré de valor

de acordo com os movimentos do ativo subjacente.

Portanto, a Gama mostra o quao volétil uma opg¢ao é relativa aos movimentos no
ativo subjacente. Assim, observar sua Gama permitird que vocé saiba o tamanho do

seu delta (risco de posigao) alterado.

Um contrato de opgao com mais tempo tem mais probabilidade dessa opgao expirar
ITM. A volatilidade mais alta também aumenta as chances de uma opc¢ao subir de
preco, tanto a volatilidade quanto o tempo tém o mesmo efeito no valor Gama de

uma opgao.

Embora adicionar mais tempo a uma opcao aumente o valor da opcao, geralmente
reduz o Gama da opgao por ela também nao ser constante. Quanto maior o tempo
para expirar, a opgao se torna menos sensivel aos movimentos no ativo subjacente.
No entanto, & medida que a opg¢ao se aproxima de sua data de vencimento, seu valor
no tempo passara para zero e, em seguida, se tornard mais sensivel a alteragdes no

prego subjacente, que é o que a Figura 2.4.1 mostra [26].

Option Gamma - Sensitivityto Time

Gamma Valus

@

20 3 22 23 24 25 26 7 )3 29 30
Stock Price

30D =——15Days —— 5 Days
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Assim, a Gama se torna mais alta quando é ATM e esta proximo do vencimento.

Quando isso acontece, as posicoes das opgoes terao as maiores flutuacées no Delta.

Theta © (derivada no tempo):

O Theta, que é caracterizado como decaimento do tempo, descreve a taxa na qual
o valor de uma opc¢ao é diminuido & medida que um dia de negociacao passa, man-
tendo os demais fatores inalterados. A medida que a opcdo se aproxima da data de
vencimento, a probabilidade de uma opgao variar muito em relacao ao ativo diminui
[26].

Toda opgao, possui um valor de tempo zero no vencimento, dia do vencimento (usu-
almente 3 segunda feira do més), e s6 valera seu valor intrinseco se exercido. Assim,
durante a vida de uma opcgao, o valor do tempo estda diminuindo a cada dia, consi-
derando o prego do ativo constante. A grega Theta estima quanto a alteracdo de um

dia impacta no valor da opc¢ao.

Portanto, o Theta é a sensibilidade do preco de uma opcao conforme o tempo de
vencimento. Comforme mostra a imagem abaixo, quanto mais proximo do vencimento
menor é o valor da op¢ao de forma que inicialmente o decaimento é menor e se acentua

no final [26].
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Option Value Over Time
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As opgoes que possuem volatilidades implicitas mais altas também terdao Theta’s mais
altos do que as de volatilidade mais baixa. Isso ocorre porque a volatilidade possui o

mesmo efeito (direcionalmente) do tempo quando se trata de opgoes.

Se, por exemplo, o mercado nao se mover, sua posi¢gao sofrerd uma mudanga aproxi-
mada de acordo com o valor Theta. Grandes movimentos no preco (volatilidade alta)
podem criar oportunidades para a lucratividade de uma opc¢ao. Movimentos no prego
e o efeito que o movimento teréa sobre a probabilidade da opcao é exatamente a grega

Gamma.

Portanto, o Gamma tem uma relagao inversa com Theta. Caso o Theta seja negativo,

é de interesse um movimento grande no preco da agao, portanto, um Gamma positivo.

Vega k (derivada na volatilidade):

O Vega de uma opcao indica o quanto o preco da opgao mudaré se a volatilidade do

ativo for alterada em uma unidade.

O Vega mostra a variagao teoérica do preco da opcao para cada alteragao de 1 ponto
percentual na volatilidade. Por exemplo, se o preco da opgao for 2,5 e o Vega for
0,25, se a volatilidade passar de 0, 20 para 0, 21, o prego teérico aumentara para 2, 75
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126].

As opcoes ATM sado mais sensiveis a mudancas na volatilidade e, portanto, tém os

valores mais altos do Vega, enquanto que opgoes I'TM e OTM tem Vega menor.

Como a volatilidade e o tempo possuem o mesmo efeito na avaliagdo de opgdes, mais
volatilidade em uma opc¢ado equivale a uma opcao com mais tempo para o exerci-
cio, aumentando o valor da opcdo. O aumento de um desses elementos aumenta a
probabilidade de a opc¢ao estar dentro do dinheiro até a data de vencimento. Isso é

verificado na seguinte imagem |26].

Option Vega - Sensitivity to Time
0.03

0.025
0.02

0.015

Vega

0.01

0.005

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Stock Price
-0.005

——300ays —— 15Days ——SDays

Portanto, quando se est4 comprado em Vega significa que o interesse é o aumento da
volatilidade. Quando a volatilidade aumenta, aumenta o valor da opcao pelo valor

Vega para cada movimento de 1% na volatilidade.

Rho p (derivada na taxa livre de risco):

Rho é a mudanca no valor da opgao resultante de movimentos nas taxas de juros
(Selic). O efeito que as taxas de juros tém nos contratos de op¢ao ¢ diferente para as
opcoes de compra e venda.

E representada como a mudanga no prego teérico da opgao para um movimento de 1
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ponto percentual na taxa de juros de referéncia. Por exemplo, uma opcao de compra
com um valor teérico de 2,50 estd indicando um valor de Rho de 0,25. Se as taxas
de juros aumentarem de 5% para 6%, entao o prego da opgao de compra aumentara,

mantendo os demais fatores constantes, de 2,50 para 2,75 [26].

Ao contrario das outras gregas, o Rho é maior para as opg¢des que estao no dinheiro e
diminui constantemente & medida que a opgao sai do dinheiro (ndo apresenta simetria

na relagao).

O Rho também aumenta com uma quantidade maior de tempo até o vencimento,
ou seja, existe mais tempo para uma possivel alteracdo na taxa de juros basica da

economia.

Call Rho vs Strike Price When Stock = $100
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Tanto o efeito do tempo quanto a distancia que a opgao passa a ser ITM ou OTM,
sao explicados pelo efeito que as taxas de juros tém no custo de carregamento de
uma opcao. As opgoes de ITM e as que tiverem mais tempo até o vencimento terao
prémios mais altos e, portanto, exigirao mais dinheiro para manter a opgao até a

data de vencimento [26].

Rho é geralmente a grega menos importante de todas. Isso ocorre porque os in-
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vestidores de opgoes tendem a se concentrar em opgoes de negociagao préximas do
vencimento, fora do dinheiro e as reunices de decisao de alteragdo da taxa de juros sao
de aproximadamente 45 dias (reunides do Comité de Politica Monetéaria, COPOM),

um prazo maior que o de negociagao de uma série com grande volume no Brasil.

2.5 Modelo de Heston

Modelos de volatilidade estocéstica abordam uma das hipoteses mais restritivas do
modelo Black and Scholes (BS), ou seja, a suposicao de que a volatilidade permanece
constante durante a vida da opgado. Observando mercados financeiros verifica-se que a
volatilidade nao é uma quantidade constante.

Portanto, o modelo de Heston em homenagem a Steven Heston, o ativo subjacente
segue um processo de evolucao que é semelhante ao modelo BSM, mas também introduz
um comportamento estocastico para o processo de volatilidade. Heston faz a suposicao de
que a variagao do ativo segue uma média revertendo ao processo Cox-Ingersoll-Ross, que é
um processo que descreve a evolucao das taxas de juros, é um tipo de modelo que descreve
os movimentos da taxa de juros, impulsionados por apenas uma fonte de risco de mercado,
também parte do processo de Wiener.

Entre os modelos de volatilidade, o modelo de Heston exibe varias propriedades inte-
ressantes. Primeiro, modela a volatilidade como um processo de reversao a média (que é
condizente com o comportamento observado nos mercados financeiros). Se a volatilidade
nao fosse reversivel, os mercados teriam uma quantidade consideravel de ativos com vo-
latilidade explodindo ou indo perto de zero (isso é bastante raro e geralmente de curta

duragao). Em segundo lugar, também introduz choques correlacionados entre retorno de
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ativos e volatilidade. Esta suposi¢ao permite modelar a dependéncia estatistica entre o
ativo subjacente e volatilidade, que é uma caracteristica proeminente dos mercados finan-
ceiros, que é o cluster de volatilidade e essa relagdo pode ter um impacto substancial no
preco dos ativos.

O modelo Heston fornece uma estrutura de modelagem versatil que pode acomodar
muitas das caracteristicas especificas que s@o tipicamente observadas no comportamento
de ativos financeiros. Em particular, o parametro ¢ controla a curtose do ativo subjacente
distribuigao de retorno, enquanto p define sua assimetria.

O modelo de Heston é um tipo de modelo de sorriso (smile) de volatilidade. Sorriso
refere-se a curva da volatilidade implicita em uma representagdo grafica de vérias opgoes
com datas de vencimento idénticas que mostram uma volatilidade crescente & medida que
as opgoes se tornam mais dentro do dinheiro ou fora do dinheiro. Esse grafico sera discutido
na secao de resultados.

Para ajustar o modelo, é necessario encontrar o conjunto de pardmetros que minimize a
distancia entre o modelo previsoes e precos de mercado observados. Em particular, usando
a medida neutra ao risco, o modelo de Heston possui cinco pardmetros desconhecidos.
Portanto, calibrando valores destes parametros, obtém-se uma evolucao para o ativo sub-
jacente que é consistente com os precos atuais das opgoes. Para encontrar o conjunto de
parametros ideal, ¢ comum usar a abordagem simples e direta de minimizar a soma média
das diferencas quadradas.

Seu processo segue pelo seguinte processo estocastico.

dS(t) = uS(t)dt + \/viS(t)dW}
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dvy = k(0 — v)dt + C\JoedW}

No qual S(t) é o prego do ativo e v a variacio instantanea. W', W72 sdo processos de
Wiener com correlagao p, ou equivalentemente, com covariancia pdt.

Os parametros nas equagoes acima representam o seguinte:

e ;1 é a taxa de retorno do ativo;

e 0 & a varidncia média de preco de longo prazo. Quando t tende ao infinito, o valor

esperado de v; tende a 0;

e k ¢é a taxa na qual vy tende para 6;

e ¢ é a varidncia da volatilidade, determina a varidncia de v;

dW}, dW? sao dois processos correlacionados de Weiner, com coeficiente de correlacio

2.6 Heston Nandi GARCH

Heston e Nandi (2000) propoem um modelo GARCH (HN GARCH) condicionalmente
normal para opcoes europeias. Nesse modelo, o pardmetro de volatilidade é calculado a
partir do histérico do ativo subjacente sem a necessidade de usar volatilidades implicitas
de opgoes semelhantes no mercado (como o modelo ad-hoc Black Scholes [9]). O modelo
HN GARCH possui uma solucao fechada, o que o diferencia de outras alternativas GARCH
que exigem métodos de simulagao para obter os prémios das opgdes ou o uso da féormula

tradicional de Black and Scholes usando a volatilidade estimada [8].
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O modelo HN GARCH possui duas suposi¢oes: A primeira é que o logaritmico do preco
a vista (S (t)) do ativo subjacente segue o processo GARCH (p, q) ao longo do tempo de
duracao A. A segunda suposicdao é que o valor de uma opcao de compra com um periodo
até a expiragao segue a féormula de Black-Scholes-Rubinstein que é necessaria para que
2*(t) tenha uma distribui¢ao neutra de risco normal padrao. Para a primeira suposigao,

segue o modelo [14]:
log(S(t)) = log(S(t — A)) +r + Ah(t) + /h(t)z(t)

h(t) =w+ > Bih(t —iA) + Y ai(z(t —iA) — yi/h(t —iA))?

=1 i=1

No qual r é a taxa de juros continua para o intervalo de tempo A, z(¢) é um ruido
normal padrao e h(t) é a varincia condicional do log-retorno entre o tempo t — A e t que é
conhecido a partir da informagao definida no tempo t—A. O modelo usa a variavel aleatoria
de tempo discreto z(t) para direcionar o ativo e a varidncia. A varidncia condicional h(t)
no modelo para média pode ser interpretado como um prémio de retorno, uma vez que
permite o valor de retorno médio depender do nivel de risco.

A variancia condicional h(t) torna-se constante nos casos especificos que os coeficientes
«; e 3; convergem para zero, assim o processo GARCH se reduz ao homocedéstico padrao
lognormal do modelo BS observado em intervalos discretos. Além disso, o termo Ah(t)
implica que se presume que o retorno esperado exceda a taxa livre de risco por uma
quantidade proporcional & variancia h(t).

No caso do GARCH(1,1) (p = q = 1) do modelo HN GARCH pode-se observar a

equacao da variancia condicional o termo a7 determina a curtose da distribuicao e 1 a
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assimetria da distribuigdo dos log-retornos. Um valor zero do parametro a; (volatilidade
da volatilidade), implica uma variancia variavel no tempo deterministico. Quando a; nao
é zero a curtose do ativo aumenta e a distribuicao de retornos possui caudas pesadas. Essa
possibilidade do modelo permite que o modelo seja consistente com o fato estilizado das
séries financeiras terem um excesso positivo de curtose e distribui¢coes de cauda pesada
nos retornos. Para o pardmetro v, ocorre que quando assume o valor zero a distribuigao é
simétrica, quando assume um valor diferente de zero ocorre a assimetria de choques onde
um grande valor negativo do choque z(t) aumenta a variancia mais do que um grande
choque positivo (atendendo a outro fato estilizado das séries financeiras).

Quando o intervalo de tempo se reduz o processo de variancia h(t) converge fracamente
para um processo de raiz quadrada de Cox, Ingersoll e Ross e o modelo de precificagao
de opgoes correspondente ao de Heston. Esse resultado é interessante porque o modelo
consegue conciliar a abordagem GARCH em tempo discreto para o prego das opgoes com
o abordagem de volatilidade estocastica de tempo continuo.

Heston e Nandi propoéem que sob probabilidade neutra de risco o modelo segue as

seguintes equagoes:
log(S(t)) = log(S(t — A)) + 1 — %h(t) + VA1)

h(t) = wtd _ Bih(t—id)+ar (2" (t—A) =i /Rt — D)?+D " ai(z(t—id)—yiy/h(t — iA))?
=1 ;

no qual, 2*(t) = z(t) + (A + 3)V/h(t) e i = + A + 3.

A partir disso e da fungao carateristica, Heston e Nandi chegaram na seguinte formula
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de precificacdo de uma opg¢ao de compra:

B 1 e—T(T—t) K_iff*(i(ﬁ + 1) 771 fo* ’L¢)
C=ZS(T)+—— /ORe[ 5 Jdg—Ke " /R ————=]dg)

no qual f(¢) = Ey[S(T)?] é a funcdo geradora de momentos do logaritmo de S(T) e f*(¢)
é a fungao geradora de momentos livre de riscos. K é o strike e Re é a parte real do nimero
complexo.

Portanto, essa é uma enorme vantagem porque deixa o modelo independente de simu-
lacoes e da férmula de Black and Scholes para calcular a call das opcoes.

Além disso, para o HN GARCH(1,1) a sua variancia de longo prazo é:

w + o
1— 1 —ary?

E(h(t)) =

Pela formula, vemos que nao depende diretamente das volatilidades passadas, apenas
dos parametros dos modelos que serao estimados. Isso deixa as estimativas para o Delta
mais estaveis ao longo do tempo, se aproximando mais da convergéncia para o exercicio

(delta=1) ou nao exercicio (delta=0).

Para que o processo HN GARCH (1,1) seja estacionério é necessario que:
Br+ay? <1

Pela equagao, se a3 = 0, a equagao da varidncia segue um processo deterministico.

a1 = 0 e B =0, a varidncia é constante e o processo se aproxima do modelo Black Scholes

tradicional em tempo discreto.

O log-retorno do ativo e a variancia do HN GARCH(1,1) estao correlacionados da
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seguinte forma:

cove—a (log( ), h(t)) = —2a,h(t)

St-a
Se o valor de  for positivo, entao existe uma correlagao negativa entre o log-retorno do

ativo subjacente e a volatilidade, conforme abordado nos fatos estilizados anteriormente.

2.7 GARCH

O modelo de regressao por minimos quadrados e outros modelos tradicionais pressu-
poem que o valor esperado de todos os retornos ao quadrado é o mesmo em qualquer
ponto, esta suposigao é chamada de homocedasticidade (varidncia constante), no entanto
a presenga de cluster de volatilidades em retornos de ativos financeiros mostram que a
suposi¢ao de varidncia constante nao faz sentido, assim os modelos ARCH/GARCH foram
propostos para modelar a dependéncia temporal na varidncia, portanto sao chamados de
modelos heterocedasticos. Portanto, em dados heterocedasticos espera-se que a variancia
seja maior para alguns pontos ou intervalos dos dados do que para outros. Como resultado,
nao apenas as deficiéncias de minimos quadrados sao corrigidas, mas uma previsao é com-
putada para a varidncia de cada retorno. O objetivo de tais modelos é fornecer uma medida
de volatilidade que pode ser usada em decisées financeiras sobre risco andlise, selecao de
carteiras e precificacdo de opgoes.

Antes desses modelos, nenhum método considerava esse fato estilizado antes da intro-
dugao dos modelos ARCH. O principal diferencial desse modelo foi a modelagem do desvio
padrao, isto é, o desvio padrao era calculado utilizando um ntmero fixo das mais recentes

observagoes, assume-se que a variancia do retorno de amanha é uma média igualmente pon-

derada dos residuos quadrados de todo o periodo considerado. A utilizagdo de pesos iguais
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parece pouco atraente porque eventos mais recentes seriam mais relevantes e, portanto, de-
veriam ter mais pesos. Além disso, a hipétese de pesos zero para observagoes muito antigas
também pode ser equivocada. Portanto, [11] propos um modelo denominado como ARCH
(Modelo Autorregressivo para a Heteroscedasticidade Condicional) com o objetivo de mo-
delar a varidncia de uma série temporal. O modelo ARCH deixou que esses pesos fossem
parametros a serem estimados. Assim o modelo permitiu que os dados determinassem os
melhores pesos a serem usados na previsao da variancia.

O modelo ARCH modela 02 da seguinte forma:

q
2 2
oy =w+ E Q€r_q
i=1

no qual w > 0, o; > 0 e ¢; é o retorno.

A ideia béasica é que a série dos retornos é nao correlacionada serialmente, mas a vo-
latilidade (variancia condicional) depende dos retornos passados por meio de uma fungao
quadratica. Consequentemente, um modelo ARCH podera descrever uma série temporal
com sequéncias pontuais que parecem com outliers, em que o fato de esses outliers apa-
recerem em clusters é causado pela equacao de varidncia e nao pelas autocorrelagoes no
nivel da série temporal, ou seja, é necessario analisar o segundo momento série (variancia)
e nao apenas o primeiro. A primeira etapa para identificar um modelo ARCH é tentar
ajustar um modelo ARMA para que a correlagao serial da série seja removida, caso exista.
O modelo ARCH permite que os retornos sejam nao correlacionados, mas dependentes, ou
seja, a covariancia entre o retorno no tempo i e j, i # j pode ser nao nula [4].

Uma generalizagdo do modelo ARCH foi sugerida por [2], o modelo GARCH (gene-

ralized ARCH), que possui uma componente a mais referente a variancia condicional nos
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instantes anteriores e pode ser usado para descrever a volatilidade com menos pariame-
tros do que um modelo ARCH. Este modelo também é uma média ponderada de residuos
quadrados, mas com pesos em declinio que nunca vao completamente para zero. Pela sua
extensa utilizacao na literatura é considerado um modelo muito bem sucedido na previsao
de volatilidade. A especificacido GARCH mais usada é o GARCH(1,1). Muitas vezes é uti-
lizado de forma que tenha um comportamento adaptativo ou de aprendizagem e pode ser
pensado como atualizacao bayesiana, a cada inovagao é atualizado o modelo.

Para o modelo GARCH(p,q) é dado pela seguinte equagao:

P q
2 2 2
op =w+ E aiey_q + E Bioi_;
i=1 j=1

Em que Ele o; + Z?’:l Bj < 1, para que a variancia de longo prazo seja finita, o
parametro (w) captura esse efeito e nao pode ser negativo. A volatilidade é expressa em
retornos que possuem pelo menos 2 periodos de diferenga (lag), quando j = 1 o retorno
do perfodo t — 2 & usado como entrada no ultimo termo em o? ;. O método de estima-
¢ado do modelo é o de méxima verossimilhanga, que busca encontrar os pardmetros que
maximizam a verossimilhanca do modelo. O modelo mais utilizado ¢ o GARCH(1,1) pela
sua simplicidade e capacidade de capturar os efeitos da volatilidade, contudo a escolha dos
valores p e q é recomendado que se ajuste diversos modelos e escolha aquele com menor
AIC/BIC, uma vez que nao existem instrumentos de decisao como os do modelo ARIMA.

Os pesos diminuem exponencialmente & uma taxa 5. O pardmetro 8 pode ser interpre-
tado como a “taxa de declinio”. Ela define a importancia relativa das observagoes sobre os
u; para determinar a taxa de variancia atual [17].

Embora este modelo esteja diretamente configurado para prever apenas um periodo,
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Acontece que, com base na previsdo de um periodo, uma previsao de dois periodos pode
ser feita. Repetindo este procedimento, as previsoes a longo prazo podem ser construidas,
para o GARCH (1,1) a previsdo das duas proximas observagoes é um pouco mais proxima
da varidncia média de longo prazo do que a previsao de um passo e assim sucessivamente
até que a previsao do horizonte distante é a mesma para todos os periodos de tempo, desde
que oy + f1.

Assim como em qualquer modelo, as suposicoes sobre a distribuicao dos erros devem ser
testadas para os residuos do modelo ajustado. Além do mais, um modelo GARCH estara
bem ajustado apenas se a série de residuos padronizados nao apresentar heterodasticidade,
o que geralmente é feito via analise visual dos residuos ao quadado, bem como pela aplicagao
do teste de Ljung Box nos mesmos.

Existem diversas propostas de adaptagdes do modelo GARCH que acrescentam algum
outro termo ou fazem alguma transformacao na equagdo do GARCH para capturar assi-
metrias, curtoses, entre outras coisas. Segue uma breve apresentacdo das varia¢oes mais

utilizadas e suas vantagens.

e NGARCH(p,q): O modelo de heteroscedasticidade condicional auto-regressiva gene-

ralizada nao linear é definido por:

q P
2 2 2 2
o =w+ E ai(ef_ 1 —Oop—1)" + E Bioi_4

i=1 j=1

Seu parametro 6 reflete o efeito de alavanca, indicando que retornos negativos au-
mentam a volatilidade futura por uma quantidade maior do que retornos positivos

da mesma magnitude (assimetria).
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e EGARCH(p,q): O modelo de heteroscedasticidade condicional auto-regressiva gene-
ralizada exponencial, ele se diferencia do GARCH pelo log na variancia, é definido

por:

q p
log(o7) =w+ > _ Brg(Zir) + > arlog(of_y)
k=1 k=1

no qual g(Z;) = 02, + X\(|Z:| — E(|Z|)), sendo 6 e X coeficientes e Z; uma variavel

aleatoria normal ou distribuigao de erro generalizada (GED).

Ao contrario do modelo padrao GARCH, o modelo EGARCH com a utilizagdo da
funcado g(Z;) possibilita ao modelo capturar efeitos de tamanho, assimetria e choques
positivos e negativos em Z;. Quando A é negativo e considerando as outras varidveis

constantes, os choques positivos geram menor volatilidade que os choques negativos.

e GJR-GARCH: o modelo de heteroscedasticidade condicional auto-regressivo genera-

lizada de Glosten—Jagannathan—Runkle [10]
op = K + Aoj_y + acf_q + def_1 T

no qual I é uma indicadora que assuma I;_1 =0see¢_1>0el;_ 1 =1see_1 <O0.
Sendo que ¢ = o0:2; e z; € uma variavel aleatéria independente e identicamente

distribuida.

O GJR-GARCH surgiu como alternativa ao método do modelo EGARCH. Como
o modelo EGARCH, o GJR-GARCH também alcangou boa aplicagdo empirica na

literatura.

A formula expressa o impacto de e?_i na variancia condicional af_i. O modelo acima

considera que impactos negativos (e; < 0) e positivos (e; > 0) podem ter efeitos
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diferentes na variancia condicional.

e TGARCH: O modelo de heteroscedasticidade condicional auto-regressiva generali-
zada limiar

o =k+ Aoi_1+ oﬁe?‘_l +a €,

no qual 5:—1 =¢_1se€_1>0e 6?—1 =0see_1<0.E ¢ 1=6¢-1<0e¢_,=0
se ;1 > 0. O modelo se refere ao desvio padrao condicional ao invés da varidncia

condicional.

A distribuicao de probabilidade de retornos de ativos geralmente apresenta caudas mais
pesadas do que a distribui¢gao normal padrdo ou t-Student. A existéncia disso é provavel-
mente devido a um agrupamento de volatilidade, além de mudancas repentinas nos retornos
das acoes. Um excesso de curtose também pode ser originado por causa da cauda e, por isso,
para capturar este fendémeno também sera considerada distribuicao GED nesse trabalho.

As distribuigoes de erros generalizadas (GED) sao uma familia simétrica de distribuigoes
usadas geralmente quando os erros (residuos) nao sao normalmente distribuidos. Casos
especiais desta distribuicao sao idénticos a distribui¢ao normal e a distribuicao de Laplace,
também é possivel aproximar da uniforme. A distribui¢do generalizada de erros é 1util
quando os erros em torno da média ou das caudas sao de interesse especial, o que muitas

vezes é o objeto de estudo em finangas. A sua densidade é dada por:

_(@)B

_B
2aT'(1/5)
No qual os trés parametros definem a distribuigdo sao u, o e 8 que define a curtose da

distribuicao. Existe uma outra versao da GED considerando um parametro para assimetria,
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sendo chamado de versao 2 (segundo tipo).

2.8 Modelo de Redes de Memoéria de Longo Prazo (Long
Short Term Memory, LSTM)

As redes de memoéria de longo prazo chamadas de LSTMs, do inglés Long Short Term
Memory sao um tipo especial de redes neurais recorrentes (RNN), capaz de aprender a
longo prazo dependéncias. Eles foram introduzidos por [24].

Os LSTMs sao projetados para evitar o problema de dependéncia a longo prazo que as
RNN enfrentam.

Todas as redes neurais recorrentes tém a forma de uma cadeia de células (C) repetidos
de rede neural. Nos RNNs padroes, essas células de repeticdo possuem uma estrutura
muito simples, como uma tnica camada tanh, tangente hiperbolica (parte central da figura
abaixo). Os LSTMs também tém a mesma estrutura em cadeia que pode ser considerada
como o equivalente a um modelo autorregressivo de ordem p (AR(p)) porque esté sendo
considerado p periodos anteriores no modelo. Contudo, a célula de repeticdo tem uma
estrutura diferente do RNN e AR(p), ha quatro estruturas em cada célula interagindo para

gerar resultado. A figura abaixo exemplifica a estrutura completa de uma rede LSTM [25].

® ® ©

I

I
3 ® &)

The repeating module in an LSTM contains four interacting layers.,

‘\'-\

Nessa representacao, h; representa o valor de saida (o equivalente a volatilidade), X
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sdo as variaveis explicativas, sigma representa a funcao sigmoid (exp(z)/(1+ exp(x))) que
apenas converte um escalar real em um valor no espago (0,1) e a fungao tanh é a tangente
hiperbolica ((exp(z) —exp(—x))/(exp(z) +exp(—x))) que também vai mudar o espago dos
valores para (-1, 1).

O LSTM comega avaliando quais informacoes nao serao mantidas no estado da célula.
Esta decisao é feita pela fungdo sigmoide, essa etapa é chamada “camada do portdao do
esquecimento”, do inglés “forget gate layer” (representadado pela funcdo f;). Ou seja, é
observado h;—; e X; e gera um namero entre (0,1) para cada namero na célula C;_1, no
qual 1 representa a manutencao de toda a informacao anterior e 0 o esquecimento de toda

a informacao, nos modelos GARCH seria algo semelhante a fungao do parametro beta.

fo =0 (Wy-lhe-1, 2 + by)

Depois do Forget gate, serd avaliado quais novas informagoes serao armazenadas no
estado da célula. Para isso, primeiramente uma camada sigmoéide chamada "camada do
portao de entrada", representada por i, define quais valores serdo atualizados. Em seguida,
uma camada tanh cria um vetor de novo candidato valores, Cy, que podem ser adicionados

ao estado.
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i = o (Wi-[he—1, 1] + bi)
( C; = tanh(We-[hy—1,2¢] + be)

iy l
€y [

Para atualizar o antigo estado da célula (Cy—;) para o novo estado da célula (C}),

multiplicamos o estado antigo pelo resultado do Forget gate e adicionamos o produto entre
it e Cy. Este ¢ o novo valor da célula do modelo, considerando o quanto foi decidido atualizar

a cada célula.
o C

Fowt
&)
!

IIT r—’f', Cr=fit#Ci1 + i % ('r

@
v

Para finalizar, o valor predito serd baseado no estado da célula por meio de mais um
filtro. Novamente, uma nova camada (o;) sigmoide que decide quais partes do estado da
célula vamos manter para o resultado. Entéo, é inserido o valor da célula C; no filtro tanh e
esse valor que ja esta padronizado (-1 a 1) é multiplicado pelo resultado do filtro sigmoide

(0¢). Dessa forma, é obtido o valor final de hy.
e ‘

i oy = 0 (Wy [he—1,2e] + bo)

hy = o0, * tanh (C})

By Iy
Iy [

Portanto, todas as varidveis sdo calculadas diretamente e o tnico fator que vai ser
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estimado iterativamente sao os pesos W. Existem vérias formas de estimar o peso como
RMSprop e SGD com momento, contudo o estimador mais utilizado e que sera utilizado é
o estimador Adam.

Adam é um método de taxa de aprendizado adaptével, ou seja, calcula taxas de apren-
dizado individuais para diferentes parametros. Seu nome é derivado da estimativa do mo-
mento adaptativo, e a razdo pela qual é chamado é que Adam usa estimativas do primeiro
e do segundo momentos do gradiente para adaptar a taxa de aprendizado para cada peso
da rede neural.

Ele usa os gradientes quadrados para escalar a taxa de aprendizado como RMSprop
e aproveita o momento usando a média mével do gradiente em vez do préoprio gradiente

como SGD com momento. Portanto, ¢ uma combinagao de dois outros estimadores.

2.8.1 Otimizacao Bayesiana (Bayesian Optimization)

Nos algoritmos de machine learning que possuem muitos hiperparametros para serem
ajustados, usualmente sdo buscados por meio de algoritmos como pesquisa em grade (grid
search) e pesquisa aleatéria (random search), contudo sao algoritmos que levam a exaustao
do tempo e nao levam em consideragao os resultados ja encontrados como insumo para a
proxima iteragao. As abordagens bayesianas, contudo, mantém o registro dos resultados de
avaliagoes anteriores, formando um modelo probabilistico de mapeamento dos hiperpara-
metros para ter uma probabilidade maior de maximizar/minimizar a fun¢ao objetivo com
menos interagoes.

Na literatura, esse modelo é chamado de "substituto"para a funcao objetivo e é repre-

sentado como P(y|z). O substituto é muito mais facil de otimizar do que a funcdo objetivo

43



e os métodos bayesianos funcionam encontrando o préximo conjunto de hiperparametros
para avaliar a func¢ao objetivo real, selecionando os hiperpardmetros que apresentam melhor
desempenho na fungao substituta, ou seja P(score|hiperparmetros).

As seguintes etapas mostram o processo de otimizagao do hiperparametro:

Especificar um dominio dos hiperparametros nos quais pesquisar;

Uma fungao objetivo com hiperparametros e que gera um escore que deve ser mini-

mizado ou maximizado;

e O modelo substituto da fungao objetivo;

O critério de sele¢ao, chamado funcao de selecao, para avaliar quais hiperparametros

escolher a cada iteracao seguir no modelo substituto;

e Armazenamento do historico (escore e hiperparametros) usados pelo algoritmo para

atualizar o modelo substituto.

Existem varias possibilidades de fungoes no terceiro e quarto item. Varias opgoes co-
muns para o modelo substituto sdo Processos Gaussianos, Regressoes Aleatorias Florestais
e Estimadores de Arvore Parzen (TPE), enquanto que os critérios de sele¢ao sao usualmente
Melhoria Esperada (Expected Improvement), conhecimento do gradiente (Knowledge Gra-
dient) e busca de entropia (Entropy Search). Nas subsegoes a seguir sao apresentados os
métodos Processos Gaussianos e o método de Melhoria Esperada, os quais serao utilizados

nos testes envolvendo LSTM.
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Processos Gaussianos

O Processo Gaussiano (PG) [19] é um conjunto conveniente e poderoso de distribuigao
de fungoes, que tomaremos aqui para ter a forma f : y — R. O PG é definido pela
propriedade que qualquer conjunto finito de N pontos (z,, € X)fyzl induz uma distribuigao
multivariado gaussiana em RY. O n-ésimo desses pontos é considerado o valor da funcao
f(zy), e as propriedades de marginalizagao da distribui¢do gaussiana permitem calcular
as marginais e condicionais de forma fechada. O suporte e as propriedades da distribuig¢ao
resultante nas fungoes sao determinados por uma funcao média m : x — R e um definitivo

positivo fun¢ao de covaridncia K : x x x — R.

Melhoria Esperada (Expected Improvement)

A melhoria esperada [19], seré a partir da busca de novos valores no espago paramétrico
levando em consideragao o valores ja avaliados.

Assumimos que a fungao f(x) é gerada de um processo gaussiano a priori e conforme
ocorre as iteracoes, os dados anteriores induzem a funcoes posteriores. A funcdo de aquisicao
(EI) determina qual ponto em x deve ser avaliado a seguir via otimizagao Tprozimo =
argming EI(x). Em geral, essas fungoes de aquisi¢ao dependem das observagoes anteriores,
bem como os hiperparametros PG.

Pode-se optar por maximizar a melhoria esperada (EI) em relagdo ao atual valor atin-

gido, isso possui formula fechada para o caso considerando o processo gaussiano:

EI(z; 2, Yn, 0) = 0(T; T, Yn, 0)(’)/(1‘)(1)(7(:(})) + N(’Y(x); 0, 1))

Sob o processo gaussiano, essas fung¢oes dependem do modelo apenas através de sua
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Figura 2.4: Estrutura rede LSTM [12].

funcdo média p(x; Ty, yn, ) e funcio de variagdo o?(x; Ty, yn,0). No processo, sera indi-
cado o melhor valor como Zyeipor = argming, f(x,) e ® denota a fungdo de distribuicao

cumulativa do normal padrao. A fun¢édo v é dada por:

f(@methor) — (5 T, Yn, 0)
o (25 Zn, Yn, 0)

V(@) =

2.8.2 Aplicagao LSTM

Com o objetivo de comparar os resultados com o artigo de [12] tentou-se reproduzir a
mesma estrutura da rede utilizada, conforme a Figura 2.4.

Essa rede possui 3 camadas de LSTM com 22 periodos de defasagem ("timesteps")
e duas camadas totalmente conectadas. As variaveis explicativas no artigo de referéncia
foram as volatilidades previstas pelos modelos GARCH e variaveis macroeconomicas e a
variavel resposta foi a variancia dos 60 dias anteriores da agao.

Contudo, a rede utilizada nesse trabalho teve algumas pequenas alteragoes. Foi utilizado
2 camadas LSTM com 22 periodos de defasagem e 2 camadas totalmente conectadas, as
variaveis explicativas foram as volatilidades previstas do GARCH (T e GED), EGARCH

(T e GED) e HNGARCH e a variavel resposta também foi a varidncia dos 60 dias anteriores
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da agao.

Os parametros ajustados na rede foram 4 e 4 neurénios em cada camada de LSTM,
respectivamente e 1 neurdnio na totalmente conectada. O efeito de dropout para evitar
sobreajuste também foi incluido (conforme o artigo faz) e foi de 5,6%, 8% e o parametro
de aprendizado (learning rate) foi de 0,0001.

Como a variavel resposta do LSTM sera a volatilidade prevista diaria e o objetivo é
analisar a probabilidade de exercicio, bem como o valor da opc¢ao da call, e nao existe
uma férmula fechada para rede neural para fazer essa ligacao, dessa forma foi utilizado a
formula de Black and Scholes considerando a volatilidade obtida pelo LSTM para calcular

os Deltas e os pregos das opgoes tipo Call.

2.9 Monte Carlo

Em financas, um modelo de opcao de Monte Carlo usa métodos de Monte Carlo para
calcular o valor de uma opcao com maultiplas fontes de incerteza ou com caracteristicas
complicadas. As técnicas de Monte Carlo sao tteis em diversas areas porque permite simular
diversos cenérios de tal forma que se possa ter de forma facil um intervalo de confianca e
uma estimativa dos cenarios de determinado evento de interesse.

O primeiro passo realizado no uso de métodos Monte Carlo foi gerar 1.000 simulagoes
dos erros e depois retransformar em retornos diarios corrigidos pela taxa livre de risco. Para
essa simulagao é selecionado um modelo e se acompanha a evolugao do ativo subjacente e,
em seguida, calcula-se as métricas desejadas com toda a distribuigao gerada.

Como serao avaliadas as probabilidades de exercicio e o valor de compra de uma opgao, o

método de monte carlo sera usado para auxiliar as estimativas geradas a partir dos modelos
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Figura 2.5: Distribui¢iao do preco para a¢do simulada com forma e assimetria do GARCH.
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GARCH e EGARCH, ou seja, além de usar a volatilidade estimada nesses modelos na
formula de Black and Scholes para encontrar o Delta e o prego da Call (procedimento usual),
também sera calculado com base na distribuigao dos erros o lucro esperado corrigido pela
taxa livre de risco e a probabilidade de exercicio que é exatamente a frequéncia de pregos
simulados acima do valor de exercicio sobre a frequéncia total. A Figura 2.5 exemplifica
esse Processo.

A curva na Figura 2.5 é de uma densidade simulada considerando a distribuicao GED
usando os pardmetros de forma e assimetria iguais aos valores estimados para determinado
dia via GARCH. Portanto, considerando um strike na linha tracejada, a probabilidade de
exercicio serd a area sombreada sobre a area total. Esse processo é repetido para todas as
opgoes para todos os strikes.

Quanto mais valores sao gerados, mais tempo computacional a simulacao leva para
ser executada. Existem adaptagoes para reduzir o viés e variancia do Monte Carlo para

precificacao de opgoes. Abaixo segue a estrutura padrao de Monte Carlo:
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Determinacao do modelo gerador;

Escolha da variavel aleatoria;

Loop do modelo para cada simulagao e periodo (T), definir a quantidade de Simula-

¢oes (N=1.000);

Aplicacdo dos pregos do ativo na simulacdo em cada periodo de tempo;

Analisar os resultados das simulacGes na data de expiracao.

Os métodos de Monte Carlo diferenciam-se de outras técnicas de precificagdo de opgoes
na forma como os pregos dos ativos futuros sdo gerados. A técnica pode ser aplicada a
qualquer ativo que siga qualquer processo estocastico ou qualquer problema que existe
uma distribuicao aleatéria associada na qual as amostras podem ser obtidas e simuladas.
Dessa forma, no caso dos modelos GARCH que exigem a definicdo de uma distribuig¢ao
nao existem problemas, mas modelos de redes neurais (como o LSTM) que nao possuem
uma distribuicdo bem definida, faz-se necessidade de uso de uma distribuicdo empirica ou

da escolha forcada do modelo.

2.10 Volatilidade Implicita e Superficie

A volatilidade implicita (VI) é uma métrica que captura a visao do mercado da pro-
babilidade de alteragoes no prego de um determinado ativo. Volatilidade implicita nao é
volatilidade historica (volatilidade realizada). O valor historico da volatilidade medira as
mudancas passadas do mercado e seus resultados reais com base na varidncia estatistica

considerando todas as observagoes independentes.
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A volatilidade implicita ajuda a quantificar o sentimento do mercado. Ele estima o
tamanho do movimento que um ativo pode realizar. Muitos investidores analisam a volati-
lidade implicita quando escolhem um investimento. Durante periodos de alta volatilidade,
eles podem optar por investir em setores ou produtos mais seguros.

A volatilidade implicita é tdo importante e utilizada que existe um indice nos Estados
Unidos chamado VIX (volatility index), que é uma medida popular da expectativa de
volatilidade do mercado de a¢bes implicita nas opgoes do indice S& P500. Ele é calculado
e disseminado em tempo real pela Bolsa de Opgoes de Chicago (CBOE) e é geralmente
chamado de indice de medo. Existem opgoes a partir desse indice e alguns investidores e
fundos o utilizam para se beneficiar de periodos de volatilidade alta ou baixa, conforme as
suas expectativas.

A volatilidade implicita ndo é observada diretamente, como o proprio nome sugere.
Usualmente ¢ calculada a partir dos valores praticados nas calls/puts e por meio da inver-
sao da formula de Black and Scholes (BS) é gerado a volatilidade implicita. Contudo, nao
é possivel isolar analiticamente a variavel volatilidade no modelo BS. O paradmetro de vola-
tilidade nao pode ser isolado nas férmulas de precificagao de Black e Scholes diretamente,
portanto é necessério calcular por meio de métodos numéricos como Newton Raphson ou
outros.

A Tabela 2.1 apresenta um exemplo em que nas linhas sao listadas 8 diferentes opcoes
do tipo Call e nas colunas sao apresentadas as variaveis Call (valor da op¢ao), S (valor do
ativo), K (valor do strike), r (valor da taxa da taxa livre de risco), t (tempo em dias para
maturidade) e VI (Volatilidade Implicita). Para cada linha, a partir da inversao numérica

da equacao do modelo BS, sao obtidas as respectivas volatilidade implicitas de cada opgao.
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Tabela 2.1: Tabela cdlculo volatilidade implicita.

H Namero Call S K r t ‘ VI H

1 0,30 25 28 0,05 20] 0,51
0,30 25 28 0,15 20| 0,49
0,30 25 28 0,05 30| 0,41
0,10 25 28 0,05 300,35
332 28 25 0,05 20| 0,49
0,64 25 28 0,05 20] 0,70
0,00 25 25 0,05 200,37
2,50 25 23 0,05 20] 053

QO || U = | W| DN

Pela tabela 2.1 percebemos que ao variar apenas um parametro, a VI ja tem alteracoes
relevantes. Outro fato que chama a atengao é que entre as linhas 5 a 8 temos alteragoes de
forma que o Strike seja maior, menor e igual ao preco do ativo, fazendo que sua volatilidade
varie entre 0,70 e 0,37, ou seja, apenas alterando o nivel da exercicio da opgao temos
volatilidades diferentes para o mesmo ativo nas mesmas condi¢des, o nome desse fendémeno

é superficie de volatilidade.

2.10.1 Superficie de Volatilidade

A superficie de volatilidade é uma superficie na qual apresenta para o mesmo ativo
objeto a volatilidade implicita calculada pelo tempo até o exercicio e o moneyness (repre-

sentando as opgoes ITM, ATM e OTM). A seguinte imagem ilustra o conceito.

Pela imagem, verificamos que ao longo do moneyness (eixo horizontal frontal), fixando
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o tempo (eixo horizontal lateral), existem diferentes VIs. Isso mostra o que ja foi visto
na Tabela 2.1, para um mesmo prazo de uma mesma série histérica de um ativo, existem
varias volatilidades distintas estimadas.

Ainda que a volatilidade do ativo subjacente seja apenas uma, alguns trabalhos da
literatura (|5]) focam no estudo dessa superficie como forma de correcao dos modelos de

precificagdo para opgoes que estdo muito ITM ou muito OTM.

2.10.2 Equacgoes de Volatilidade

E verdade que se admitirmos que um modelo de precificacdo ¢ verdadeiro, digamos o
Black and Scholes, entao a partir de um conjunto de opgoes que estao sendo negociadas
em bolsa, sempre podemos obter a superficie de volatilidade e a partir desta, utilizarmos
o mesmo modelo para calcular a probabilidade de exercicio, preco justo e as gregas. No
entanto, algumas inconsisténcias podem ser identificadas nesse processo. Listamos duas a

seguir,

e Se a ultima negociagdo de uma opg¢do ocorreu a algum tempo, o valor atual da

volatilidade implicita pode ficar deturpado do que seria o valor justo atual;

e Opcoes que estao muito fora do dinheiro possui valor extrinseco teérico préximo de
zero, de modo que uma negociagdo com valor extrinseco de poucos centavos gera

volatilidades implicitas muito maiores que a volatilidade real do ativo subjacente.

No que segue propomos 3 equagoes para tentar estimar a volatilidade do ativo subja-
cente a partir das volatilidade implicitas de seus derivativos.

A primeira equagao é a Média ponderada pelo volume de todas as volatilidades impli-
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citas obtidas de cada opcao, sua féormula é:

Zi]il oi X Volume;;
vazl Volumeg

FEq.1:

No qual N é o nimero de opgoes monitoradas para o mesmo ativo subjacente e ¢ indica
cada opcao, ou seja, é a soma do produto da volatilidade com o volume negociado para
todas as opgoes em determinado dia t dividido pela volume total negociado da série da
op¢ao no mesmo dia.

A segunda equagao ¢ a volatilidade implicita da opgao com strike (K) mais proximo

do valor de mercado. Ou seja, é apenas a volatilidade da opg¢dao no dinheiro.

Eq.2: 0pin((s-K)/K)

A terceira equacao é um caso particular da primeira, é considerado a volatilidade im-

plicita das opgdes que satisfazem S_TK' < 0.05. Se mais de uma opgao satisfazer, entao

utilizar a equacao 1.

N
Zz':1:7‘5‘SK‘§0.05 ot x Volumes
Fq.3: N
> Volumeg

i=1:15 Kl <0.05

Dessa forma, temos uma volatilidade diaria calculada de acordo com 3 equagoes. Além
das equagoes, sera considerada a volatilidade dos modelos GARCH (com distribuigao GED
e T), EGARCH (com distribuicao GED e T), HNGARCH e LSTM descritos nas segoes
anteriores.

Com base em cada volatilidade, foi calculado o valor da Call e do Delta (probabilidade
de exercicio). Para as equagoes 1 a 3, GARCH e EGARCH foi considerado a férmula de

Black and Scholes para inverter o valor da volatilidade e encontrar o valor do prego da
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opc¢ao de compra e também para a grega delta. Esse procedimento foi adotado porque nao
existe formula analitica alternativa para o modelo GARCH/EGARCH (uma vez que o foco
desses modelos é apenas modelar a volatilidade) para substituir totalmente o Black and
Scholes e calcular conforme seu préprio modelo o delta.

Contudo, para o modelo HNGARCH existe uma férmula alternativa propria para cal-
cular tanto o preco de compra da opg¢ao quanto o valor do delta. O HNGARCH calcula o
valor da opc¢ao de compra sem a necessidade de inserir no modelo a volatilidade em si, ape-
nas os demais pardmetros do modelo, ele considera uma volatilidade de longo prazo apenas

como uma funcao dos pardmetros estimados e a partir dela calcula o valor de interesse.
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Capitulo 3

Analise e Resultados

Neste capitulo sao introduzidas as métricas de avaliacao, filtros e sao realizados alguns
estudos empiricos para a precisao do célculo da probabilidade de exercicio e da precificacao
de opcoes para alguns dos modelos que foram discutidos nos capitulos anteriores. Para este
estudo, consideramos um conjunto de dados formado pelos histéricos do pregos das agoes
das empresas Petrobras e Vale, bem como pelos histéricos de alguns dos seus respectivos
derivativos. Ao todo sdo considerados 14 combinagbes de modelos, os quais estao listados

abaixo:

e BS: Black and Scholes com volatilidade implicita;

e EQI: Black and Scholes com volatilidade calculada pela equacao 1;
e EQ2: Black and Scholes com volatilidade calculada pela equacao 2;
e EQ3: Black and Scholes com volatilidade calculada pela equacao 3;

e GARCH T BS: Black and Scholes com volatilidade calculada pelo modelo GARCH
com erros T

e GARCH GED BS: Black and Scholes com volatilidade calculada pelo modelo GARCH
com erros GED;

e EGARCH T BS: Black and Scholes com volatilidade calculada pelo modelo EGARCH

com erros T;

e EGARCH GED BS: Black and Scholes com volatilidade calculada pelo modelo
EGARCH com erros GED;

e GARCH T sim: simulagao de Monte Carlo via o0 modelo GARCH com erros T
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GARCH GED sim: simulagao de Monte Carlo via o modelo GARCH com erros GED;

EGARCH T sim: simulagdo de Monte Carlo via o modelo EGARCH com erros T;

EGARCH GED sim: simulacdo de Monte Carlo via o modelo EGARCH com erros
GED;

HNGARCH: HNGARCH(1,1);

LSTM: LSTM conforme configuragao da subsegao 2.8.2.

Todos os resultados foram gerados considerando alguns cendarios distintos que serao
explicados na préoxima sebsgao.

Dessa forma, além dos modelos cobrirem os fatos estilizados de financas, serao avaliados
em cada cendrio distinto em todas as varidveis relevantes no mercado de opgoes: tempo

para o vencimento, moneyness e volatilidade.

3.1 Meétricas e Filtros

3.1.1 Delta

Para comparacao das volatilidades estimadas conforme cada modelo, vai ser utilizada
uma meétrica que tenta comparar o quao distante esta a probabilidade estimada esta do
resultado final de cada opgao, que pode ser o exercicio (probabilidade deveria ser 1) ou o

nao exercicio (probabilidade deveria ser 0). O seguinte raciocinio ilustra a métrica:

e Se valor do Strike for menor ou igual que o valor do ativo no exercicio T' (S < Xr)

entao a probabilidade de exercicio vai permanecer a mesma: Delta;

e Se valor do Strike for maior que o valor do ativo no exercicio T' (S > Xr) entdo a

probabilidade de exercicio vai ser o complementar do estimado: 1 — Delta.

Como o valor de Delta sempre pertence ao intervalo [0,1], podemos considerar que
quando ocorre o exercicio o delta assume o préoprio valor, quando nao é exercido ele assume
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o valor 1 — Delta porque como é esperado valores de delta baixo quando é o caso de nao
exercicio, é necessario usar o complementar para ser comparéivel com o caso de quando
ocorre o exercicio. Em suma, essa métrica tem o objetivo de indicar a precisao do calculo
delta e quanto mais préoximo de 1 melhor, indica que o modelo estava mais proximo do real
valor (que pode ser apenas 0 ou 1 no vencimento).

Essa meétrica foi utilizada ao invés das tradicionais (MSE, MAE, ---) porque como
a volatilidade é nao observavel e o delta é calculado a partir dela, nao existe um valor
observado para se comparar as estimativas e o realizado. Alguns artigos [12] utilizam a
variancia tradicional (considerando observagoes independentes) para comparagao, mas essa
metodologia vai de desencontro com a ideia desse trabalho que é considerar a volatilidade
como uma variavel latente, ndo observével.

Além da métrica, foi gerado uma tabela que indica a proporc¢ao de opcoes que tiveram
o delta mais proximo de 1 (das opgoes que foram exercidas) ou mais proximo de 0 (das
opgoes que nao foram exercidas) comparando sempre o delta de algum modelo com o delta
do Black and Scholes.

Portanto, pela métrica sera verificado a magnitude da diferenca das probabilidades de
exercicio estimadas e pela tabela a proporgao da quantidade total de opgoes que tiveram

melhor estimativa conforme cada modelo.

3.1.2 Call

Para comparar o valor da op¢ao de compra estimado por cada método, serao utilizados
4 métricas para comparar o valor estimado do modelo e o valor praticado no mercado. Uma

das medidas de erro mais comuns estao o erro quadratico médio (MSE), a raiz quadrada
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do erro quadratico médio (RMSE), o erro absoluto médio (MAE) e o erro absoluto médio
percentual (MAPE). Todas essas medidas serdo mais proximas de zero conforme o valor
predito for mais préoximo do valor verdadeiro. Segue abaixo as equagoes para cada uma das
quatro métricas de acuracia consideradas.

n

1 ~
MSE =~ > (G- C)?
t=1

1 & ~
RMSE = |~ D (Cr = Cy)?

t=1

1 & ~
MAE:HZ|Ct—Ct|

t=1

100 37, |Cy — Gy

MAPE =
n |Ct|

no qual C; é o valor da Call praticado no mercado de opgoes no tempo t, @ é o valor da

Call predito do modelo e n é o ntmero de observagoes disponiveis.

3.1.3 Filtros

Para comparacao das volatilidades estimadas dos modelos para o calculo da proba-
bilidade de exercicio e para o valor da Call, foram criados 4 filtros (8 cenarios no total)
para verficar o desempenho de cada modelo em cada um. Todos os filtros foram elaborados

conforme caracteristicas tipicas do mercado. Seguem os filtros:

e Sem filtro: Utiliza-se todas as op¢oes (1 cenario);

e Filtro Temporal: Utiliza-se apenas as opgoes que estao com mais ou menos 15 dias

para o vencimento (2 cenarios);

e Filtro Moneyness: Utiliza-se apenas as opgoes que estao ITM, ATM ou OTM (3
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cenarios);

e Filtro Volatilidade: Utiliza-se apenas as opcoes que possuem volatilidade acima ou

abaixo de 0,35 (2 cenérios).

Foi considerado o valor de volatilidade de 0,35 para dividir em dois grupos porque é o
valor da mediana estimada pelo modelo GARCH T. Os 3 grupos criados pelo moneyness
sao diretamente criados pela propria construgdao do moneyness. Os 2 grupos criados pelo
filtro temporal considerando 15 dias para o vencimento é de tal forma que nao esteja com

pouco tempo para o exercicio e a maioria dos modelos convirjam para a mesma estimativa.

3.2 Dados

Os dados foram provenientes de duas fontes, os dados das acoes da PETR4 da empresa
Petrobras e VALE3 da empresa Vale sao de 01/01/2010 & 30/11/2019 e foram obtidos pelo
site Yahoo Finance por meio de relagao direta criada por pacotes do R e o site. Os dados
das opgoes das duas empresas foram obtidos por expressoes regulares do site oficial da B3
(http://www.b3.com.br/pt_br/) que armazenava as opgoes que tiveram pelo menos 100
contratos de negociacao e que foram negociadas para os vencimentos de dezembro de 2018
4 novembro de 2019, constituindo 12 vencimentos no total.

Para os modelos GARCH e LSTM o estudo foi realizado utilizando um processo de
janela deslizante de tamanho 500 dias, de modo que, para o calculo da previsao de volati-
lidade em cada dia, foi considerado os 500 dias anteriores para ajustar os modelos.

A Figura 3.1 mostra a evolucdo dos precos de fechamento de dezembro de 2018 a

novembro de 2019 da Petrobras e da Vale.
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Figura 3.1: Fvolugcao dos pregos de fechamento da Petrobras e da Vale.
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50 50

dez 02 2018 mar 01 2019 jun 022019 set 02 2019 nov 28 2019

As Tabelas 3.1 e 3.2 a seguir mostram para cada empresa as medidas descritivas e o
intervalo de confianga para a média do valor de fechamento das agoes na data das opcoes
que foram consideradas, o volume negociado, os dias para o vencimento e o delta calculado
via Black and Scholes.

Pelas Tabelas 3.1 e 3.2, é observado um volume de negociagbes muito maior para a
Petrobras, com quase o dobro de opgoes que satisfizeram os filtros para entrar na analise.
Além disso as opgoes da Vale negociam com menos tempo para o vencimento do que
da Petrobras, em média. Com relagao a distribuicao do Delta de cada empresa, a média
e mediana da vale sdo inferiores a da Petrobras e possui um pouco mais de assimetria,

enquanto que a Petrobras possui uma distribuicao mais platictrtica.
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Tabela 3.1: Andlise descritiva Petrobras.

Medidas Fechamento Volume Dias até vencimento Delta
N obs. 6588 6588 6588 6588
NAs 0 0 0 0
Minimo 21.17 100 1 0
Maximo 31.11 25223 47 1
1 Quartil 25.64 198 9 0.18
3 Quartil 27.63 1112 24 0.65
Meédia 26.65 938 17 0.43
Mediana 26.74 435 17 0.41
Lim. Inf Média 26.61 906 17 0.42
Lim. Sup. Média 26.69 970 17 0.44
Variancia 2.55 1744969 94 0.08
Desvio Padrao 1.6 1321 10 0.28
Assimetria -0.21 4 0 0.29
Kurtose 0.98 31 -1 -1.04
Tabela 3.2: Andlise descritiva Vale.
Medidas Fechamento Volume Dias até vencimento Delta
N©° obs. 3488 3488 3488 3488
NAs 0 0 0 0
Minimo 41.4 100 1 0
Maximo 57.92 6187 46 1
1 Quartil 46.85 164 7 0.19
3 Quartil 51.43 585 19 0.51
Média 49 498 13 0.37
Mediana 49.42 294 13 0.35
Lim. Inf Média 48.9 479 13 0.36
Lim. Sup. Média 49.1 518 14 0.38
Variancia 9.56 346175 57 0.05
Desvio Padrao 3.09 588 8 0.23
Assimetria -0.23 4 0 0.57
Kurtose -0.55 18 0 -0.19
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3.3 Probabilidade de Exercicio (Delta)

Como j& mencionado, nao existe um valor explicitamente praticado pelo mercado da
probabilidade de exercicio, por isso a comparagao dos resultados dos modelos sempre serao
em relacao ao Black and Scholes, por ser muito conhecido e utilizado.

A primeira forma para avaliacdo serd conforme descrita na métrica para o Delta na
secdo 3.1.1. Considerando essa métrica, valores mais proximos de 1 sdo os mais desejados
(1 significando acerto total e 0 erro total). Foram gerados boxplots de todos os modelos
para essa métrica e tragados linhas para marcar a mediana do modelo Black and Scholes
e do modelo com a maior mediana (HNGARCH) para facilitar a comparacao. As Figuras
3.2 e 3.3 mostram os resultados para cada empresa e como sao muitos modelos foram
divididos em duas linhas os boxplots, repetindo o boxplot do BS e HNGARCH para melhor
comparagao.

Tanto para a Petrobras quanto para a Vale os modelos que tiveram valores de mediana
e 3° quartil mais elevados foram o EGARCH T sim e, principalmente, o HNGARCH. Além
disso, o resultado das 3 equagoOes ficaram bem semelhantes ao do Black and Scholes em
toda a distribuicao. A posicdo do corpo do boxplot como um todo do modelo EGARCH T
BS foi ligeiramente inferior ao do BS, enquanto que esse mesmo modelo com os resultados
gerados via simulagao de monte carlo tiveram resultados bem melhores. Isso indica como
pode ser um equivoco utilizar a inversao da equacao de Black and Scholes para modelos
que nao possuem uma férmula fechada. Além disso, o modelo LSTM também possui um
comportamento muito semelhante ao do BS, tanto os quartis quanto os limites. Por ser um

modelo que se aproxima do BS por aproximar a varidncia historica e utilizar as equagoes

62



Figura 3.2: Comparagdo Petr. modelos métrica probabilidade exercicio.
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do BS para célculo do delta e da call, o resultado esta de acordo com o esperado.

Além da métrica mencionada, foi gerado um grafico de dispersao do Delta para avaliar
em quais lugares do espago paramétrico diferem-se os valores estimados e onde se concen-
tram mais os resultados, como mostra a Figura 3.4. Pela figura, no eixo horizontal esta o
delta estimado pelo BS e no vertical a estimacao do modelo concorrente, nesse exemplo o
HNGARCH. A linha diagonal (x = y) que cruza a imagem representa a situagao de que as

duas estimativas foram iguais, sendo proximas de 1 ou 0. Os pontos verdes representam as
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opgoes que foram exercidas e os vermelhos as que nao foram exercidas.

Considerando a parte direita do grafico, onde o delta BS é superior a 0,5, temos a
regido delimitada pelo triangulo A indica onde a estimativa do modelo concorrente foi
superior (e melhor) que a do modelo BS, pontos abaixo da linha diagonal indicam que
a estimativa do BS foi maior que a do modelo concorrente. Portanto, para essa regiao
do grafico, quanto mais pontos verdes no triangulo A melhor para o modelo concorrente e
quanto mais pontos verdes abaixo da linha diagonal melhor para o BS. O inverso ocorre para
os pontos vermelhos dessa regiao do gréfico, porque sao pontos que nao foram exercidos e
os modelos estao atribuindo probabilidades altas de serem exercidos (o que seria um grande
erro).

Agora, para a parte esquerda do grafico, onde o delta BS é inferior a 0,5, a regiao
delimitada pelo triangulo B indica onde a estimativa do modelo concorrente foi inferior (e
melhor) que a do modelo BS, pontos acima da linha diagonal indicam que a estimativa do
BS foi maior que a do modelo concorrente. Portanto, para essa regido do grafico, quanto
mais pontos vermelhos no triangulo B melhor para o modelo concorrente e quanto mais
pontos vermelhos acima da linha diagonal melhor para o BS. Novamente, o inverso ocorre
para os pontos verdes dessa regiao do grafico, porque sao pontos que foram exercidos e os
modelos estao atribuindo probabilidades baixas de serem exercidos.

As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam o grafico de dispersao dos deltas para as opgoes da
Petrobras. Os graficos da Vale sao apresentados nas Figuras 3.7 e 3.8.

Para a Petrobras, para as 3 equagoes os resultados acompanham muito a linha diagonal
indicando muita proximidade das estimativas de probabilidade. Contudo, mesmo estando

proximo da linha diagonal, a maioria dos pontos esté ligeiramente inferior a ela em todo o
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Figura 3.4: Ezemplo Interpretacao Dispersao.
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espago (0,1), ou seja, foi inserido um viés na estimativa de forma que para os pontos verdes
o BS foi majoritariamente melhor mas para os vermelhos as 3 equacoes foram melhores,
mesmo que por uma diferenga pequena (estdo muito proximos da linha de igualdade de es-
timativas). Observando os modelos GARCH e EGARCH, eles possuem um comportamento
mais aderente a linha de igualdade, apenas o EGARCH com distribuicao T usando Monte
Carlo que parece ter mais opg¢oes nao exercidas abaixo da linha e as exercidas acima, mas
também nao por uma diferenga tao grande. O modelo LSTM se concentra muito também
na linha de equivaléncia com o Black and Scholes, com uma leve tendéncia dos pontos
vermelhos estarem melhores estimados. O modelo que conseguiu espalhar mais os pontos
e ter distancias maiores da linha de igualdade foi o modelo HNGARCH. Dos pontos que
foram exercidos existe um indicio de aglomeragao acima da reta e com alguns pontos ja
bem préximos de 1 na estimativa do HNGARCH enquanto que no BS ainda estavam es-
timados como 0,8 a 0,9. A superioridade do HNGARCH parece ser mais contundente nos

pontos que nao foram exercidos, existe uma grande massa de pontos bem abaixo da reta e,
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em alguns pontos, o HNGARCH ja estimava como 0 (ou quase) o BS ainda atribuia uma
probabilidade de 0,25.

Considerando as opgoes da Vale, as conclusées sobre as equagoes e modelos GARCH
sao as mesmas, com destaque para o EGARCH T sim e, principalmente, HNGARCH.
Entretanto, para o modelo LSTM ocorreu um maior descolamento da regiao de igualdade
para aréas favoraveis aos resultados do BS, tanto para os pontos vermelhos quanto verdes.
Mas o principal fator que se chama atengao em todos os graficos da Vale sdo os pontos
verdes e vermelhos na faixa entre 0,3 e 0,4 do modelo Black and Scholes e que se espalham
por uma grande amplitude de todos os modelos concorrentes. Esses pontos sao referentes as
opgoes proximas da data do desastre de Brumadinho, no qual as agoes de Vale tiveram uma
forte queda, ficando com alta volatilidade por esse periodo. Alguns modelos possuem essa
nuvem de pontos mais agrupada, no caso apenas as 3 equagoes e 0o HNGARCH conseguiram

absorver essa grande variagao e nao ser tao impactados.
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Figura 3.5: Comparacdo Petr. Probabilidade Ezxercicio modelos 1 x BS.
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Figura 3.6: Comparacdo Petr. Probabilidade Ezxercicio modelos 2 x BS.
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Figura 3.7: Comparacio Vale. Probabilidade Ezxercicio modelos 1 x BS.
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Figura 3.8: Comparacdo Vale. Probabilidade Ezxercicio modelos 2 x BS.
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3.3.1 Opcgoes Exercidas

Esta subsecao traz a anéalise que foi feita graficamente, mas distribuida por cenéarios e
em tabelas com proporgoes para verificar onde de fato cada modelo se destacou e evitar a
enorme quantidade de pontos que se sobrepéem nos graficos ja discutidos e evitar falsas
conclusoes.

As tabelas das opcgoes que foram exercidas foram construidas com base nos graficos
de dispersdo. A coluna "percentual acima'"diz respeito a quantidade de opg¢oes com delta
superior a 0,5 que foram exercidas (pontos verdes) que estao dentro do triangulo A da
Figura 3.4 sobre a quantidade total de opgoes com delta superior a 0,5 que foram exercidas
(soma das que estao acima e abaixo da linha e com delta maior que 0,5).

Para todas as opgoes que foram exercidas (Tabela 3.3), o modelo que teve o maior
percentual de observagoes acima da linha de equivaléncia foi o EGARCH T sim com 85%
para a Petr. e 63% para a Vale. Para o filtro temporal (Tabela 3.4), daquelas que estavam
mais proximas do vencimento, o modelo EGARCH T sim foi melhor para ambas empresas.
Para prazos maiores esse mesmo modelo foi o melhor para a Petr. mas para a Vale o
HNGARCH foi melhor.

Considerando os cenarios de moneyness (Tabela 3.5), como estamos analisando as op-
¢Oes com delta superior a 0,5 e que foram exercidas, nao temos opgoes OTM para serem
avaliadas pela forma que foi construido a categorizagao (OTM apenas se delta inferior a
0,35).

Portanto, quando as opc¢oes foram classificadas como ATM e I'TM nas duas empresas

o modelo EGARCH T sim foi bem superior, sendo o tnico que teve resultados superiores
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ao Black and Scholes (os demais modelos tiveram proporgao inferior a 0,5). Contudo, para
a Vale no cenario ATM foi a tnica situagao em que todos modelos, inclusive o EGARCH
T sim (41%), foram conjuntamente inferiores ao Black and Scholes.

Novamente, considerando os 2 diferentes cenarios de volatilidade (Tabela 3.6), o modelo
EGARCH T sim foi melhor para as duas a¢ées com proporgdes bem altas quando se possui
volatilidade alta. Vale ressaltar que para a volatilidade alta outros modelos GARCH e
HNGARCH também tiveram 6timo resultado, mas para volatilidade baixa foi o tinico que
se distanciou bem do Black and Scholes.

Dessa forma, o EGARCH T sim foi o modelo com maior destaque porque conseguiu
capturar os efeitos em diversos cenarios. O resultado inferior das 3 equagoes foi devido
a uma subestimacao da probabilidade de exercicio em todos os valores, esse resultado
confirma o que graficamente tinha sido notado, um aglomerado de pontos (exercidos ou

nao) ligeiramente abaixo da linha de equivaléncia com o BS.
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Tabela 3.3: Delta Todas opgoes FExercidas.

2

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Acima | Abaixo Acima Perc. Acima
Eq1l 1378 481 0,26 459 168 0,27
Eq 2 1241 618 0,33 434 193 0,31
Eq 3 1294 565 0,3 448 179 0,29
GARCH T BS 1431 428 0,23 526 101 0,16
GARCH T sim 919 940 0,51 388 239 0,38
EGARCH T BS 1445 414 0,22 503 124 0,2
Sem filtro EGARCH T sim 271 1588 0,85 231 396 0,63
GARCH GED BS 1380 479 0,26 523 104 0,17
GARCH GED sim 916 943 0,51 406 221 0,35
EGARCH GED BS 1399 460 0,25 519 108 0,17
EGARCH GED sim 639 1220 0,66 399 228 0,36
HNGARCH 762 1097 0,59 281 346 0,55
LSTM 1397 462 0,25 485 142 0,23




G

Tabela 3.4: Delta Filtro Temporal op¢oes Exercidas.

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Acima | Abaixo Acima Perc. Acima
Eq1 530 380 0,42 331 162 0,33
Eq 2 450 460 0,51 310 183 0,37
Eq 3 481 429 0,47 321 172 0,35
GARCH T BS 561 349 0,38 396 97 0,2
GARCH T sim 346 564 0,62 282 211 0,43
EGARCH T BS 568 342 0,38 370 123 0,25
Menos de 15 dias EGARCH T sim 87 823 0,9 152 341 0,69
GARCH GED BS 534 376 0,41 393 100 0,2
GARCH GED sim 360 550 0,6 297 196 0,4
EGARCH GED BS 537 373 0,41 386 107 0,22
EGARCH GED sim 271 639 0,7 290 203 0,41
HNGARCH 446 464 0,51 219 274 0,56
LSTM 527 383 0,42 363 130 0,26
Eq1 848 101 0,11 128 6 0,04
Eq 2 791 158 0,17 124 10 0,07
Eq 3 813 136 0,14 127 7 0,05
GARCH T BS 870 79 0,08 130 4 0,03
GARCH T sim 573 376 0,4 106 28 0,21
EGARCH T BS 877 72 0,08 133 1 0,01
Mais de 15 dias EGARCH T sim 184 765 0,81 79 55 0,41
GARCH GED BS 846 103 0,11 130 4 0,03
GARCH GED sim 556 393 0,41 109 25 0,19
EGARCH GED BS 862 87 0,09 133 1 0,01
EGARCH GED sim 368 581 0,61 109 25 0,19
HNGARCH 316 633 0,67 62 72 0,54
LSTM 870 79 0,08 122 12 0,09
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Tabela 3.5: Delta Filtro Moneyness op¢oes Ezercidas.

Petrobras Vale

Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Acima | Abaixo Acima Perc. Acima
Eq1 788 477 0,38 186 165 0,47
Eq 2 654 611 0,48 161 190 0,54
Eq 3 706 559 0,44 175 176 0,5
GARCH T BS 841 424 0,34 257 94 0,27
GARCH T sim 536 729 0,58 199 152 0,43
EGARCH T BS 855 410 0,32 235 116 0,33
IT™ EGARCH T sim 228 1037 0,82 68 283 0,81
GARCH GED BS 791 474 0,37 258 93 0,26
GARCH GED sim 530 735 0,58 214 137 0,39
EGARCH GED BS 810 455 0,36 248 103 0,29
EGARCH GED sim 522 743 0,59 186 165 0,47
HNGARCH 345 920 0,73 119 232 0,66
LSTM 812 453 0,36 238 113 0,32
Eq 1 590 4 0,01 273 3 0,01
Eq 2 587 7 0,01 273 3 0,01
Eq 3 588 6 0,01 273 3 0,01
GARCH T BS 590 4 0,01 269 7 0,03
GARCH T sim 383 211 0,36 189 87 0,32
EGARCH T BS 590 4 0,01 268 8 0,03
ATM EGARCH T sim 43 551 0,93 163 113 0,41
GARCH GED BS 589 5 0,01 265 11 0,04
GARCH GED sim 386 208 0,35 192 84 0,3
EGARCH GED BS 589 5 0,01 271 5 0,02
EGARCH GED sim 117 477 0,8 213 63 0,23
HNGARCH 417 177 0,3 162 114 0,41
LSTM 585 9 0,02 247 29 0,11
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Tabela 3.6: Delta Filtro Volatilidade op¢oes Exercidas.

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Acima | Abaixo Acima Perc. Acima
Eq1 343 384 0,53 142 118 0,45
Eq 2 297 430 0,59 142 118 0,45
Eq 3 302 425 0,58 142 118 0,45
GARCH T BS 322 405 0,56 162 98 0,38
GARCH T sim 136 591 0,81 113 147 0,57
EGARCH T BS 349 378 0,52 145 115 0,44
Vol. Alta EGARCH T sim 61 666 0,92 71 189 0,73
GARCH GED BS 294 433 0,6 166 94 0,36
GARCH GED sim 130 597 0,82 114 146 0,56
EGARCH GED BS 315 412 0,57 157 103 0,4
EGARCH GED sim 141 586 0,81 110 150 0,58
HNGARCH 142 585 0,8 88 172 0,66
LSTM 323 404 0,56 159 101 0,39
Eq1 1035 97 0,09 317 50 0,14
Eq 2 944 188 0,17 292 75 0,2
Eq 3 992 140 0,12 306 61 0,17
GARCH T BS 1109 23 0,02 364 3 0,01
GARCH T sim 783 349 0,31 275 92 0,25
EGARCH T BS 1096 36 0,03 358 9 0,02
Vol. Baixa EGARCH T sim 210 922 0,81 160 207 0,56
GARCH GED BS 1086 46 0,04 357 10 0,03
GARCH GED sim 786 346 0,31 292 75 0,2
EGARCH GED BS 1084 48 0,04 362 5 0,01
EGARCH GED sim 498 634 0,56 289 78 0,21
HNGARCH 620 512 0,45 193 174 0,47
LSTM 1074 58 0,05 326 41 0,11




3.3.2 Opcgoes Nao Exercidas

Para as tabelas das opg¢oes que néo foram exercidas também foi construida com base
nos graficos de dispersao. A coluna percentual abaixo diz respeito a quantidade de opgoes
com delta inferior a 0,5 que nao foram exercidas (pontos vermelhos) que estao dentro do
tridngulo B da imagem 3.4 sobre a quantidade total de quantidade de opgdes com delta
inferior a 0,5 que néo foram exercidas (soma das que estdo acima e abaixo da linha e delta
menor que 0,5).

Para todas as opg¢oes que nao foram exercidas (Tabela 3.7), o modelo que teve o maior
percentual foi o HNGARCH para a Vale (87%) e para a Petr. as equagoes 2 e 3 com 91%
(o modelo HNGARCH também teve um 6timo desempenho, 87%). Para o filtro temporal
(Tabela 3.8), daquelas que estavam com menos de 15 dias do vencimento, a equacao 2
teve a maior propor¢ao na Petr. e a equagao 1 na Vale, mas nas duas empresas o modelo
HNGARCH e EGARCH T sim tiveram resultados equivalentes e também se destacaram.
Para o perfodo com mais tempo até a maturidade a equagao 3 se destacou na Petr. e o
HNGARCH na Vale.

Considerando os cenérios de moneyness (Tabela 3.9), temos o equivalente a subsecao
5.2.1 mas para opgoes OTM, ou seja, como estamos analisando as opgoes com delta inferior
a 0,5 e que nao foram exercidas, nao temos opgoes I'TM para serem avaliadas pela forma
que foi construido a categorizagao (ITM apenas se delta superior a 0,75).

Portanto, quando as op¢oes foram classificadas como ATM nas duas empresas as equa-
¢oes 2, 3 foram as melhores com o HNGARCH e LSTM proximos. Para as opgoes OTM

da Vale o modelo que teve maior proporc¢ao foi o HNGARCH e na Petr. as equagoes 2, 3,
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com 0 HNGARCH apenas com 4% a menos.

No filtro de volatilidade (Tabela 3.10), para a Petr. quando comparada em cenarios de
volatilidade alta, mais uma vez a equacao 2 teve a maior proporcao na Petr. mas o modelo
HNGARCH e EGARCH T sim tiveram resultados equivalentes e também se destacaram.
Ainda considerando a Petr., para volatilidade baixa as equagoes 2 e 3 tiveram empate com
o melhor resultado e apenas o HNGARCH conseguiu resultados equiparaveis. Para a Vale
tanto no cenario de volatilidade alta quanto baixo o HNGARCH foi o melhor, mas na
alta o modelo EGARCH T sim também teve o mesmo desempenho e os demais modelos
GARCHS néo tiverem resultados expressivos.

Dessa forma, as 3 equagoes, EGARCH T sim e HNGARCH foram os modelos que
se destacaram, mas o que teve melhor desempenho em mais cenarios ainda assim foi o
HNGARCH. O resultado das 3 equagoes ja eram esperados de serem o complementar do
discutido na subsegao anterior devido a uma subestimacao da probabilidade de exercicio em
todos os valores (graficamente avaliado também). O modelo HNGARCH também obteve
um resultado destacado por estimar mais aos extremos, principalmente para as opgoes que

nao foram exercidas, a probabilidade de exercicio.
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Tabela 3.7: Delta Todas opgcoes Nao Ezxercidas.

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Abaixo | Abaixo Acima Perc. Abaixo
Eq1 512 2612 0,84 322 1689 0,84
Eq 2 296 2828 0,91 472 1539 0,77
Eq 3 293 2831 0,91 391 1620 0,81
GARCH T BS 1291 1833 0,59 942 1069 0,53
GARCH T sim 1431 1693 0,54 1129 882 0,44
EGARCH T BS 1496 1628 0,52 984 1027 0,51
Sem filtro EGARCH T sim 1296 1828 0,59 508 1503 0,75
GARCH GED BS 1155 1969 0,63 1029 982 0,49
GARCH GED sim 1396 1728 0,55 1278 733 0,36
EGARCH GED BS 1350 1774 0,57 1114 897 0,45
EGARCH GED sim 1717 1407 0,45 1094 917 0,46
HNGARCH 411 2713 0,87 256 1755 0,87
LSTM 1187 1937 0,62 797 1214 0,6




18

Tabela 3.8: Delta Filtro Tempo op¢oes Nao Ezercidas.

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Abaixo | Abaixo Acima Perc. Abaixo
Eq1 308 1174 0,79 216 1056 0,83
Eq 2 145 1337 0,9 347 925 0,73
Eq 3 172 1310 0,88 281 991 0,78
GARCH T BS 631 851 0,57 572 700 0,55
GARCH T sim 548 934 0,63 614 658 0,52
EGARCH T BS 702 780 0,53 599 673 0,53
Menos de 15 dias EGARCH T sim 414 1068 0,72 263 1009 0,79
GARCH GED BS 573 909 0,61 617 655 0,51
GARCH GED sim 550 932 0,63 722 550 0,43
EGARCH GED BS 644 838 0,57 692 580 0,46
EGARCH GED sim 667 815 0,55 587 685 0,54
HNGARCH 411 1071 0,72 255 1017 0,8
LSTM 588 894 0,6 465 807 0,63
Eq 1 204 1438 0,88 106 633 0,86
Eq 2 151 1491 0,91 125 614 0,83
Eq 3 121 1521 0,93 110 629 0,85
GARCH T BS 660 982 0,6 370 369 0,5
GARCH T sim 883 759 0,46 515 224 0,3
EGARCH T BS 794 848 0,52 385 354 0,48
Mais de 15 dias EGARCH T sim 882 760 0,46 245 494 0,67
GARCH GED BS 582 1060 0,65 412 327 0,44
GARCH GED sim 846 796 0,48 556 183 0,25
EGARCH GED BS 706 936 0,57 422 317 0,43
EGARCH GED sim 1050 592 0,36 507 232 0,31
HNGARCH 1642 1642 0,5 1 738 1
LSTM 599 1043 0,64 332 407 0,55




Tabela 3.9: Delta Filtro Moneyness op¢oes Nao Ezercidas.

c8

Petrobras Vale

Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Abaixo | Abaixo Acima Perc. Abaixo
Eq1 26 520 0,95 27 491 0,95
Eq 2 8 538 0,99 17 501 0,97
Eq 3 5 541 0,99 20 498 0,96
GARCH T BS 162 384 0,7 94 424 0,82
GARCH T sim 253 293 0,54 229 289 0,56
EGARCH T BS 182 364 0,67 97 421 0,81
ATM EGARCH T sim 493 53 0,1 187 331 0,64
GARCH GED BS 140 406 0,74 117 401 0,77
GARCH GED sim 239 307 0,56 253 265 0,51
EGARCH GED BS 151 395 0,72 134 384 0,74
EGARCH GED sim 467 79 0,14 156 362 0,7
HNGARCH 37 509 0,93 41 477 0,92
LSTM 71 475 0,87 132 386 0,75
Eq1 486 2092 0,81 295 1198 0,8
Eq 2 288 2290 0,89 455 1038 0,7
Eq 3 288 2290 0,89 371 1122 0,75
GARCH T BS 1129 1449 0,56 848 645 0,43
GARCH T sim 1178 1400 0,54 900 593 0,4
EGARCH T BS 1314 1264 0,49 887 606 0,41
OTM EGARCH T sim 803 1775 0,69 321 1172 0,78
GARCH GED BS 1015 1563 0,61 912 581 0,39
GARCH GED sim 1157 1421 0,55 1025 468 0,31
EGARCH GED BS 1199 1379 0,53 980 513 0,34
EGARCH GED sim 1250 1328 0,52 938 555 0,37
HNGARCH 374 2204 0,85 215 1278 0,86
LSTM 1116 1462 0,57 665 828 0,55




Tabela 3.10: Delta Filtro Volatilidade opgoes Nao Exercidas.

€8

Petrobras Vale
Filtro Modelos Abaixo Acima Perc. Abaixo | Abaixo Acima Perc. Abaixo
Eq1 261 958 0,79 85 421 0,83
Eq 2 103 1116 0,92 234 272 0,54
Eq 3 108 1111 0,91 167 339 0,67
GARCH T BS 231 988 0,81 181 325 0,64
GARCH T sim 142 1077 0,88 214 292 0,58
EGARCH T BS 323 896 0,74 119 387 0,76
Vol. Alta EGARCH T sim 179 1040 0,85 72 434 0,86
GARCH GED BS 211 1008 0,83 185 321 0,63
GARCH GED sim 143 1076 0,88 244 262 0,52
EGARCH GED BS 275 944 0,77 172 334 0,66
EGARCH GED sim 247 972 0,8 183 323 0,64
HNGARCH 122 1097 0,9 72 434 0,86
LSTM 319 900 0,74 178 328 0,65
Eq1l 251 1654 0,87 237 1268 0,84
Eq 2 193 1712 0,9 238 1267 0,84
Eq 3 185 1720 0,9 224 1281 0,85
GARCH T BS 1060 845 0,44 761 744 0,49
GARCH T sim 1289 616 0,32 915 590 0,39
EGARCH T BS 1173 732 0,38 865 640 0,43
Vol. Baixa EGARCH T sim 1117 788 0,41 436 1069 0,71
GARCH GED BS 944 961 0,5 844 661 0,44
GARCH GED sim 1253 652 0,34 1034 471 0,31
EGARCH GED BS 1075 830 0,44 942 563 0,37
EGARCH GED sim 1470 435 0,23 911 594 0,39
HNGARCH 289 1616 0,85 184 1321 0,88
LSTM 868 1037 0,54 619 886 0,59




3.4 Valor opgao de Compra (call)

O calculo do valor de compra é o objetivo de interesse de muitos investidores e pesqui-
sadores para tentar explorar alguma ineficiéncia de precificacdo do mercado e ter alguma
vantagem competitiva.

Foram geradas as tabelas com os erros de cada modelo considerando as métricas MSE;,
RMSE, MAE e MAPE, comparando o valor praticado pelo mercado e o previsto pelo
modelo, e para cada cenério foi deixado em negrito o modelo que obteve o menor erro,
tanto para a Petrobras quanto para a Vale.

Para o cenério sem filtro (Tabela 3.11), as 4 métricas indicam que a Equagao 1 possui o
menor erro para a Petrobras (Petr.) e para a Vale, para o MSE e RMSE existe um empate
entre a primeira equagdo e o LSTM, mas para o MAE e MAPE a primeira equacio é
melhor.

Considerando a variavel de tempo (Tabela 3.12), para opgoes com menos de 15 dias
para o vencimento, as equacoes 1 e 2 tiveram os melhores resultados para a Petr. e apenas a
equacao 1 para a Vale. Considerando as opgoes com tempo de maturidade maior, a equacao
1 novamente e o LSTM que obtém as melhores métricas para a Petr. enquanto que para a
Vale a equacao 1 compartilha os melhores resultados com o modelo EGARCH T BS.

Ja para os cenarios com diferentes moneyness (Tabela 3.13), tanto nas opgoes ATM e
OTM as equacgoes 1 e 3 foram superiores que todas as demais para as duas companhias.
Contudo, para as que estao I'TM, ou seja, o valor do strike estd bem mais baixo do que o
preco do mercado, o modelo GARCH T BS teve o melhor desempenho nas 4 medidas, com

empate na MSE com o modelo EGARCH T BS na Petr. Os resultados do GARCH T BS
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também se destacaram na Vale, apenas no RMSE que o melhor foi EGARCH GED BS.

No tltimo filtro, da volatilidade (Tabela 3.14), os resultados novamente indicaram para
uma superioridade das equacoes 1 e 3 em ambas empresas, tanto para a volatilidade alta
quanto baixa. As excegoes foram considerando a volatilidade baixa na Vale que para o
MSE e RMSE o modelo EGARCH T BS.

De forma geral, os resultados das equagoes tem a grande superioridade pela forma que
naturalmente sao construidas, tem a vantagem de consultar o preco da call e da vol para
ser calculado. Outro fato que chama atengéo é o modelo GARCH T BS ter o menor erro
em diversos cenarios e se igualando as equagoes em outros.

O modelo LSTM nao teve o menor erro na maioria dos casos, contudo possui um erro
levemente superior a da equagao 1 em quase todos os cenérios. Isso mostra que a rede neural
conseguiu capturar bem o movimento do Black and Scholes, assim como os resultados da
referéncia [12| apontam.

Um fato negativo é que o modelo HNGARCH nao conseguiu o mesmo desempenho
que nas secgoes anteriores, as suas métricas de erro usualmente eram as maiores de todos
os modelos em quase todas as tabelas. A explicacdo para essa mal precificacdo da call é
que exatamente por calcular a probabilidade de exercicio mais préximas de 0 ou de 1 do
que os demais modelos, é natural que esteja a subprecificar a call em situagoes com alta
probabilidade de exercicio e a sobreprecificar a call em situacdes com baixa probabilidade
de exercicio. Assim, dado que o erro é medido pelas diferencas do que o modelo propos e
o que o mercado pratica (algo mais proximo do BS), existe uma tendéncia de se ter erros

maiores nas métricas que o comparam com o mercado.
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Tabela 3.11: Call Todas opgaes.

Petrobras Vale

Filtro Modelos MSE RMSE MAE MAPE | MSE RMSE MAE MAPE
Eql 0,021 0,144 0,066 0,171 | 0,024 0,155 0,088 0,137

Eq2 0,025 0,158 0,074 0,221 0,041 0,202 0,110 0,185

Eqg3 0,025 0,158 0,070 0,207 0,030 0,173 0,096 0,151

GARCH T BS 0,030 0,172 0,099 0,279 0,050 0,225 0,145 0,310

GARCH T sim 0,053 0,230 0,150 0,343 0,137 0,370 0,248 0,429

EGARCH T BS 0,031 0,176 0,104 0,292 0,028 0,168 0,119 0,234

Sem filtro EGARCH T sim 0,041 0,203 0,128 0,325 0,448 0,669 0,250 0,586

GARCH GED BS 0,030 0,172 0,099 0,272 0,060 0,244 0,158 0,341

GARCH GED sim | 0,048 0,218 0,139 0,317 0,160 0,399 0,270 0,468

EGARCH GED BS | 0,030 0,172 0,101 0,279 0,036 0,190 0,140 0,280

EGARCH GED sim | 0,053 0,229 0,150 0,330 0,142 0,377 0,283 0,603
HNGARCH 0,139 0,373 0,278 0,634 0,349 0,591 0,471 0,766

LSTM 0,024 0,155 0,089 0,222 0,355 0,596 0,365 0,772
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Tabela 3.12: Call Filtro Temporal.

Petrobras Vale
Filtro Modelos MSE RMSE MAE MAPE | MSE RMSE MAE MAPE
Eql 0,023 0,153 0,047 0,201 0,009 0,093 0,057 0,133
Eq2 0,026 0,161 0,046 0,171 0,022 0,147 0,079 0,172
Eq3 0,024 0,155 0,048 0,268 0,010 0,100 0,062 0,138
GARCH T BS 0,030 0,173 0,076 0,297 0,031 0,176 0,116 0,316
GARCH T sim 0,030 0,172 0,078 0,294 0,045 0,212 0,150 0,385
EGARCH T BS 0,030 0,174 0,076 0,305 0,023 0,153 0,103 0,247
Menos de 15 dias EGARCH T sim 0,032 0,178 0,083 0,372 0,439 0,663 0,195 0,601
GARCH GED BS 0,030 0,173 0,075 0,288 0,038 0,195 0,126 0,345
GARCH GED sim | 0,029 0,170 0,073 0,278 0,051 0,226 0,164 0,423
EGARCH GED BS | 0,030 0,173 0,074 0,289 0,025 0,157 0,112 0,281
EGARCH GED sim | 0,031 0,176 0,081 0,304 0,050 0,224 0,175 0,590
HNGARCH 0,053 0,229 0,140 0,643 0,158 0,398 0,312 0,768
LSTM 0,030 0,172 0,076 0,274 0,193 0,440 0,277 0,785
Eql 0,019 0,136 0,083 0,145 | 0,051 0,227 0,143 0,142
Eq2 0,024 0,155 0,098 0,264 0,075 0,274 0,166 0,206
Eq3 0,026 0,161 0,089 0,154 0,065 0,255 0,158 0,175
GARCH T BS 0,029 0,171 0,120 0,263 0,085 0,291 0,198 0,300
GARCH T sim 0,073 0,270 0,212 0,385 0,300 0,548 0,423 0,507
EGARCH T BS 0,031 0,177 0,128 0,281 0,037 0,192 0,148 0,211
Mais de 15 dias EGARCH T sim 0,049 0,222 0,168 0,284 0,463 0,680 0,348 0,560
GARCH GED BS 0,029 0,171 0,120 0,258 0,099 0,314 0,216 0,333
GARCH GED sim | 0,064 0,252 0,195 0,352 0,353 0,594 0,459 0,550
EGARCH GED BS | 0,029 0,171 0,124 0,271 0,056 0,236 0,189 0,277
EGARCH GED sim | 0,071 0,267 0,210 0,353 0,306 0,553 0,475 0,626
HNGARCH 0,213 0,461 0,397 0,626 0,688 0,829 0,753 0,762
LSTM 0,019 0,138 0,100 0,177 0,642 0,801 0,522 0,749




Tabela 3.13: Call Filtro Moneyness.

Petrobras Vale

Filtro Modelos MSE RMSE MAE MAPE | MSE RMSE MAE MAPE
Eql 0,024 0,154 0,102 0,050 0,039 0,197 0,147 0,050
Eq2 0,026 0,162 0,114 0,055 0,039 0,198 0,155 0,053
Eq3 0,031 0,175 0,112 0,054 0,040 0,201 0,153 0,052
GARCH T BS 0,023 0,152 0,095 0,047 | 0,034 0,183 0,127 0,051
GARCH T sim 0,055 0,234 0,160 0,081 0,116 0,341 0,240 0,095
EGARCH T BS 0,023 0,153 0,096 0,048 | 0,032 0,179 0,120 0,044
ITM EGARCH T sim 0,055 0,234 0,164 0,080 0,060 0,245 0,177 0,068
GARCH GED BS 0,025 0,158 0,101 0,050 0,034 0,184 0,126 0,051
GARCH GED sim | 0,049 0,221 0,148 0,074 0,140 0,373 0,260 0,102
EGARCH GED BS | 0,024 0,156 0,100 0,050 0,031 0,177 0,123 0,046
EGARCH GED sim | 0,063 0,250 0,182 0,094 0,103 0,321 0,218 0,084
HNGARCH 0,111 0,334 0,256 0,143 0,274 0,524 0,389 0,152
LSTM 0,026 0,160 0,107 0,053 | 0,241 0,491 0,329 0,132
Eql 0,039 0,198 0,080 0,083 | 0,037 0,192 0,121 0,104
Eq2 0,040 0,200 0,086 0,083 | 0,050 0,223 0,138 0,160
Eq3 0,046 0,214 0,084 0,083 | 0,040 0,200 0,124 0,116
GARCH T BS 0,055 0,234 0,130 0,149 0,066 0,257 0,176 0,157
GARCH T sim 0,095 0,308 0,214 0,242 0,205 0,453 0,317 0,249
EGARCH T BS 0,057 0,239 0,138 0,162 0,039 0,198 0,147 0,143
ATM EGARCH T sim 0,068 0,261 0,158 0,171 0,805 0,897 0,290 0,249
GARCH GED BS 0,055 0,233 0,128 0,144 0,080 0,282 0,192 0,171
GARCH GED sim | 0,087 0,295 0,199 0,225 0,234 0,484 0,341 0,267
EGARCH GED BS | 0,055 0,234 0,132 0,153 0,048 0,219 0,170 0,164
EGARCH GED sim | 0,094 0,307 0,212 0,237 0,197 0,444 0,342 0,298
HNGARCH 0,282 0,531 0,446 0,493 0,610 0,781 0,685 0,555
LSTM 0,046 0,215 0,119 0,137 0,467 0,684 0,433 0,338
Eql 0,006 0,078 0,036 0,301 | 0,010 0,101 0,047 0,185
Eq2 0,013 0,116 0,044 0,412 0,034 0,185 0,077 0,237
Eq3 0,007 0,086 0,036 0,380 0,019 0,139 0,061 0,204
GARCH T BS 0,015 0,124 0,081 0,500 0,042 0,206 0,126 0,496
GARCH T sim 0,022 0,149 0,099 0,561 0,088 0,297 0,196 0,654
EGARCH T BS 0,016 0,128 0,084 0,520 0,019 0,137 0,097 0,352
OoTM EGARCH T sim 0,015 0,121 0,087 0,571 0,266 0,516 0,237 0,981
GARCH GED BS 0,015 0,121 0,078 0,487 0,051 0,225 0,141 0,547
GARCH GED sim | 0,019 0,138 0,091 0,519 0,106 0,326 0,216 0,719
EGARCH GED BS | 0,015 0,121 0,080 0,497 0,028 0,166 0,120 0,430
EGARCH GED sim | 0,018 0,133 0,089 0,529 0,109 0,331 0,253 0,974
HNGARCH 0,053 0,230 0,172 1,009 0,163 0,404 0,324 1,087
LSTM 0,007 0,086 0,059 0,377 0,295 0,544 0,320 1,274
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Tabela 3.14: Call Filtro Volatilidade.

Petrobras Vale
Filtro Modelos MSE RMSE MAE MAPE | MSE RMSE MAE MAPE
Eql 0,044 0,210 0,089 0,249 | 0,024 0,156 0,104 0,149
Eq2 0,054 0,231 0,097 0,381 0,067 0,258 0,150 0,199
Eqg3 0,056 0,236 0,095 0,336 0,032 0,179 0,113 0,164
GARCH T BS 0,052 0,227 0,117 0,304 0,104 0,322 0,222 0,394
GARCH T sim 0,047 0,218 0,097 0,216 0,095 0,308 0,206 0,401
EGARCH T BS 0,049 0,220 0,107 0,274 0,048 0,220 0,147 0,212
Vol. Alta EGARCH T sim 0,059 0,243 0,134 0,415 0,715 0,845 0,258 0,523
GARCH GED BS 0,055 0,233 0,125 0,323 0,115 0,338 0,229 0,427
GARCH GED sim | 0,046 0,214 0,093 0,230 0,108 0,328 0,218 0,425
EGARCH GED BS | 0,050 0,223 0,112 0,291 0,042 0,205 0,135 0,205
EGARCH GED sim | 0,052 0,227 0,110 0,322 0,029 0,170 0,129 0,332
HNGARCH 0,185 0,430 0,293 0,625 0,386 0,622 0,483 0,633
LSTM 0,047 0,217 0,108 0,266 0,268 0,518 0,366 0,621
Eql 0,007 0,083 0,052 0,124 | 0,024 0,155 0,081 0,131
Eq2 0,008 0,088 0,061 0,126 0,029 0,171 0,092 0,178
Eqg3 0,007 0,083 0,055 0,130 0,029 0,170 0,089 0,146
GARCH T BS 0,016 0,128 0,089 0,263 0,027 0,164 0,111 0,273
GARCH T sim 0,056 0,237 0,182 0,419 0,155 0,394 0,267 0,441
EGARCH T BS 0,020 0,142 0,102 0,302 0,020 0,140 0,107 0,243
Vol. Baixa EGARCH T sim 0,031 0,175 0,125 0,271 0,329 0,574 0,246 0,614
GARCH GED BS 0,015 0,122 0,084 0,242 0,036 0,189 0,127 0,303
GARCH GED sim | 0,049 0,220 0,166 0,370 0,183 0,427 0,293 0,488
EGARCH GED BS | 0,018 0,132 0,095 0,272 0,033 0,183 0,142 0,313
EGARCH GED sim | 0,053 0,231 0,174 0,336 0,192 0,438 0,351 0,723
HNGARCH 0,111 0,333 0,269 0,639 0,332 0,576 0,465 0,825
LSTM 0,010 0,102 0,078 0,195 0,393 0,627 0,364 0,839




Capitulo 4

Conclusoes

4.1 Consideragoes Finais

O trabalho proposto teve como objetivo realizar a comparacao dos modelos tradicionais
e modernos para precificacao de opc¢oes de compra e estimacao da probabilidade de exer-
cicio. O estudo também mostra uma possibilidade pouco abordada na literatura cientifica
de como se trabalhar com a volatilidade. O estudo foi realizado tendo como foco as duas
principais agoes do mercado brasileiro, Petrobras e Vale.

Esse trabalho inova na forma de reduzir a superficie de volatilidade e trabalhar uni-
camente com uma volatilidade por dia, além da criacdo das 3 equacOes para resumir a
volatilidade implicita obtida do modelo Black and Scholes. Também foi explorado algumas
formas de avaliagao da probabilidade de exercicio, o qual ainda foi pouco considerado na
literatura.

Pelos resultados da estimacao da probabilidade de exercicio, os modelos que mais se
destacaram para as opgoes que nao foram exercidas sao as 3 equagoes, EGARCH T sim
e o HNGARCH. Para as que foram exercidas o EGARCH T sim se destacou frente a
todos os outros modelos. Contudo, mesmo o modelo EGARCH T sim possuindo essas

vantagens, a distancia entre seus resultados e os do Black and Scholes nao é tao grande
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quantitativamente como os do HNGARCH.

Modelos GARCH e EGARCH que utilizam a féormula do Black and Scholes para que a
partir da volatilidade se encontre o Delta, nao tiveram desempenho relevante para a pro-
babilidade de exercicio. O modelo LSTM também n&o se mostrou uma melhor alternativa,
uma vez que foi construido para aproximar os resultados do BS (néo teve destaque frente
ao BS) mas conseguiu ser efetivo em se aproximar e ser um dos modelos com métricas de
erro para call menores. Portanto, o modelo LSTM conseguiu desempenhar um bom resul-
tado dentro do escopo da sua rede construida, possuindo resultados equivalentes ao artigo
utilizado para replicar a rede [12].

Para o valor de compra das opgoes, os modelos que tiveram as menores métricas de erro
foram a equacdo 1, EGARCH T BS, GARCH T BS e LSTM. A equagao 1 obteve grandes
resultados por ser uma simplificagdo do BS e ter a vantagem de se olhar para o preco da
call de mercado para encontrar a volatilidade e vice versa. Dentre os modelos GARCH e
EGARCH, ao contrario do que ocorreu no célculo da probabilidade de exercicio, os modelos
que se basearam no BS para que a partir da sua volatilidade estimada usam a féormula do BS
tiveram boa performance exatamente por, mesmo com varidncias distintas, o uso da mesma
férmula aproxima os resultados e fazem com que se aproximem dos resultados do mercado.
Com esses indicios, as opgoes das duas companhias parecem seguir bem o estipulado pela

formula de Black and Scholes, pelo menos em alguns cenérios.

4.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Existem véarias possibilidades de evoluir o contetido apresentado. Um outro estudo que

pode ser realizado tem relagdo com a expansao da abordagem Bayesiana no LSTM utili-
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zando as volatilidades previstas dos GARCHs como resposta, fazendo a rede se assemelhar
mais com esses modelos. Outra possibilidade é adicionar variaveis regressoras nos modelos
GARCHs, algo como foi feito no LSTM mas com variéveis de mercado e macroeconémi-
cas. Uma forma de também de continuar o estudo seria o estudo das demais gregas com o
mesmo objetivo, uma possibilidade seria o aprimoramento da estimagao do theta (medida
do quanto valoriza/desvaloriza a opgao com a passagem de 1 dia), usando as ideias de

monte carlo com GARCH como aqui ja realizadas.
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